Topicos Avangados em Algoritmos - época de recurso.

[O enunciado tem frente e verso / Em cada alinea indica-se a cotacido / Duracdo da prova: 2h15m |

1. Diga se cada uma das seguintes afirmagcoes é verdadeira ou falsa (nao é necessério

justificar). Notas. Elemento de ordem i de um vector v[l---n]: aquele que ficaria na
posicao i se o vector estivesse ordenado. Os tempos considerados sdo tempos no pior caso.
Os vectores tém n elementos.

(a) O menor elemento de um vector ji ordenado pode ser determinado em tempo O(1)

(b) O menor elemento de um vector (ndo necessariamente ordenado) pode ser determinado
em tempo O(y/n)

(¢) Para qualquer i, o elemento de ordem ¢ de um vector (nao necessariamente ordenado)
pode ser determinado em tempo O(logn)

(d) Uma ordenacao numa rede de n comparadores pode ser simulada por um algoritmo
sequencial em tempo O(n).

(¢) E possivel multiplicar 2 matrizes quadradas de dimensdo n x n em tempo O(n?)

—
—
—

E possivel somar 2 matrizes quadradas de dimensao n X n em tempo O(ny/n)
(g) No método do “quick sort” aleatorizado, sejam quais forem os dados, o tempo médio
(relativamente & aleatorizacao do algoritmo) é de ordem O(nlogn).

2. Como sabe, a classe RP é constituida pelas linguagens L para as quais existe um
polinémio /() e uma funcio computével em tempo polinomial f: {0,1}" x {0, 1}'™ — {0,1}

tais que
v€L = prob ¢ ro1pml[f(z,y)=12>1/2
T ¢ L = pI‘Ob y€4,{0,1}1(n) [f(l'7y) = 1] =0
Mostre que RPCNP.

3. Defina formalmente profundidade de uma rede de comparadores.
4. Principio 0/1

) Enuncie o Principio 0/1 relativo a redes de comparadores.

(b) Qual o interesse do Principio 0/17

(¢) Suponha que se pretende mostrar que uma rede de comparadores ordena sempre cor-
rectamente n inteiros distintos.

Mostre que basta mostrar que a rede ordena correctamente as n! entradas

que sdo as permutagoes dos inteiros 1, 2,. n. (por exemplo, para n = 3 basta
testar as entradas [1,2,3], [1,3,2], [2 1 3] [2,3,1], [3,1,2] e [3,2,1] para
se garantir que a rede ordena correctamente qualquer entrada)

ii. Quantas entradas é necessario testar se usarmos o Principio 0/17 Compare
(assintdticamente) com o ntmero de testes mencionado na alinea anterior (n!).

5. Custo amortizado

V=]

) Dé um exemplo de uma sequéncia de n operagoes em que o custo amortizado seja

Defina custo amortizado de uma sequéncia de operagoes.

muito inferior ao custo maximo de uma operacao, nao sendo sequer da mesma ordem
de grandeza exacta.

6. Ordenacao estavel
a) Defina algoritmo de ordenacao estavel,

(b) Dé exemplo de um algoritmo de ordenagao nao estavel, descrevendo-o numa lin-
guagem informal.




7. “Quicksort”

Na demonstragio (por indugao) de que o nimero de comparagoes t(n) efectuadas pelo algo-
ritmo cldssico “quicksort” satisfaz t(n) < enlnn para determinado ¢ > 0 a definir, usa-se o
seguinte argumento indutivo

t(n) = (nf1)+% (i) + t(n — 1 —1)] (1)

=0

- (n_1)+%_ t(4) (2)
2

< (n71)+gZzlnz (3)

< (n—1)+2nc/1nxlnxdx (4)
c n?

< (n—l)—f—i(;nzlnn—ll—&-i) (5)

< cnlnn para c¢>2 (6)

€ O(nlan) (7)

Justifique cada passagem deste argumento. A sua justificacdo deve ter estar dividida do
seguinte modo a) (1):...b) de (1) para (2):...c) de (2) para (3):...d) de (3) para (4):...
e) de (4) para (5):...f) de (5) para (6):...g) de (6) para (7):...

8. Considere o uso da Programacao Dinamica na determinacao da forma 6ptima de multi-
plicar matrizes. Sejam M;, M;i1,... M; as matrizes a multiplicar, tendo a matriz M}, di-
mensoes d[k] x d[k + 1] para k =14,..., j.

(a) Explique a equacao ’ ¢ij = min<p<i{c;p +dlildp+1)d[j + 1] + cpt1,;} ‘ (8)
Deve em particular: explicar o significado das varidveis cq5, 2, j € p; explicar o que se
passa quando j =i + 1; deduzir a forma geral da equagao (8).

(b) Para as matrizes My, Ms e M3 de dimensoes 50 x 100, 100 x 10 e 10 x 2, complete
o quadro seguinte (na sua folha de prova) onde é sempre j = ¢ + m. Ndo apresente os
cdlculos intermédios.
m=1: i=1 | i=2

Produto matricial: M1 x M2 | Produto matricial:
custo 6ptimo: 50000 | custo:
p 6ptimo = 1 | p 6ptimo =
m=2: i=1
Produto matricial:
custo 6ptimo = min{___,___} = ___
p 6ptimo =

(c) Descreva numa linguagem informal um algoritmo para determinar o custo éptimo
de uma multiplicacdo matricial; esse algoritmo deve ser baseado em (8) e obter as
solugoes parciais de forma “bottom-up” (comegar pelos produtos matriciais com menos
factores).

9. “Hash”. Seja m o numero de valores representado na tabela, u a dimensao do universo e a

o tamanho da tabela.

(a) Mostre que para qualquer func¢ao de “hash” h existe um conjunto de [u/a] valores
que sao mapeados num mesmo indice da tabela A.

(b) Defina “hash” perfeito.

(c) Descreva em linhas gerais o algoritmo para a construgao do “hash” perfeito com

tabela de “hash” de tamanho a = n?.




