Capitulo 5

Sobre a ordenacao e a seleccao

Ja conhecemos diversos modos de ordenar uma sequéncia de valores:

— Métodos elementares de eficiéncia O(n?) como a ordenacao por seleccio do minimo, o método

da bolha (“bubble sort”) e a ordenacao por insergao.

— Um método com tempo médio de ordem O(nlogn), mas tempo no pior caso de ordem O(n?):

o “quick sort”.

— Métodos com tempo médio de ordem O(nlogn), mesmo no pior caso: o “heap sort” e o

“merge sort”.

Em todos estes métodos a informacao sobre o vector é obtida através das comparagoes que en-
volvem elementos do vector, (modelo externo dos dados, ver pagina 37), medindo-se frequente-
mente a eficiéncia dos algoritmos através no numero de comparacgoes efectuadas. Determinare-
mos no Capitulo 10 um minorante ¢(n) para o numero de comparagoes efectuadas, nomeada-
mente ¢(n) > log(n!).

Neste capitulo estudaremos alguns métodos que nao sao baseados em comparagoes envolvendo
elementos do vector, mas sim na utilizacao directa dos valores a ordenar para indexar um outro
vactor; sao exemplos a ordenacao por contagem e o “bucket sort”. Também é possivel utilizar
partes dos valores a ordenar, como digitos ou caracteres, para a indexacao referida; é isso o que
acontece, por exemplo, no “radix sort”.

Em seguida voltaremos aos métodos baseados em comparacoes envolvendo os elementos a com-
parar e estudaremos métodos eficientes para o um problema aparentado com o da ordenacgao:

dado ¢ e um vector com n elementos, determinar o elemento de ordem i, isto é, o elemento

do vector com ¢ — 1 elementos menores que ele. Este problema inclui como caso particular o
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78 CAPITULO 5. SOBRE A ORDENACAO E A SELECCAO

problema da mediana, correspondente ao caso i = 1+ [n/2].

Posteriormente (Capitulo 6) estudaremos as redes de ordenagdo e a ordenagdo dptima — a que
efectua o menor nuimero de comparagoes. Tanto num caso como noutro, estamos a utilizar modelos
de computagao nao uniformes, os circuitos (ou algoritmos nao uniformes) de ordenagao. Com “nao
uniforme” pretendemos dizer que a sua estrutura pode depender de n, o nimero de elementos a

ordenar.

Definicao 4 Sejam v[] e wl[] vectores com m e n elementos, respectivamente. Dizemos que a

ordenagao de v[] resulta em wll (ou que v[]ordenado é wll) se
— Todo o elemento de v[]1 ocorre em wl] coma mesma multiplicidade.
— m=mn; como coroldrio, wl[]l “ndo tem elementos que nao estdo em v[]”.
-Vi, 1 <i<n-—1:w[i <w[i+1].

Quando um programa ordena um vector v[], pode determinar-se para cada i com 1 <7 <n

qual o indice j em que v[i] foi colocado, isto mesmo quando existem elementos iguais no vector.

Definigao 5 Um algoritmo de ordenacdo diz-se estdvel se {v[i] = v[j]Ai < j} =1 < j', ondei
e j' sdo as posicoes onde sao colocados os elementos que no inicio estao nas posicoes de indices 1

e j, respectivamente.

Vamos dar um exemplo muito simples de um algoritmo de ordenacdo (para um vector com 2

elementos) que nao é estdvel

Ordena v[1..2]
if v[1] >= v[2]:

v[1],v[2] = v[2],v[1] // troca

Se tivermos o vector v=[5,5], os elementos sdo trocados: temos um caso com i < j mas i’ > j'.

Exercicio 46 Modifique minimamente o algoritmo anterior por forma a que passe a ser

estavel. ser estdavel.

A nocéo de ordenagao estdvel pode nao fazer muito sentido do ponto devista matemético, mas
é muito importante do ponto de vista pratico. Na pratica, os valores que se estao a ordenar sao

muitas vezes apenas um dos campos de registos que podem ter muito mais informacao associada,
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5.1 Quando o universo é pequeno: indexagao nos valores 79

se o vector a ordenar ji estd ordenado segundo outro campo € natural que se pretenda efectuar

umaordenacao compativel com a que ja existe, isto é estavel.

Exercicio 47 Ezxplique através de um exemplo prdtico o interesse de uma ordenacdo ser

estavel.

5.1 Quando o universo é pequeno: indexacao nos valores

Vamos propor um exercicio ao leitor. Apenas depois de o resolver, ou de pelo menos o tentar

seriamente resolver, deverd continuar com a leitura deste texto.

Exercicio 48 Suponha que os valores a ordenar sao inteiros positivos, nao muito grandes
e sem repeticoes. Descreva um algoritmo que os ordene sem efectuar qualquer compara¢ao
entre os elementos do vector; nenhum operador de relagao (<, <=, etc.) deve existir no seu

algoritmo.

Nesta seccao supomos que os valores a ordenar pertencem ao conjunto

U={1,2,...,u}

onde u é um inteiro nao muito grande, no sentido de se poderem usar vectores de tamanho wu;

u = 10000 seria aceitdvel, mas u = 10?° nio o seria.

5.1.1 Vector sem elementos repetidos

Apresentamos em seguida um algoritmo que ordena o vector v[] sem efectuar comparagoes. A

ideia fundamental é:

Colocar 1 no vector auziliar c[x] (inicialmente com 0 em todos os elementos) sempre

que x € um elemento de v[], isto é, x==v[i] para algum i.
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80 CAPITULO 5. SOBRE A ORDENACAO E A SELECCAO

Algoritmo de ordenacdo "por indicagdo de presencga"
(por vezes chamado de "bucket sort")

Vector a ordenar: v[1..n], n3o tem elementos repetidos

Vector auxiliar: c[1..u] (toma valores O ou 1)

1 for i=1 to u: «c[i] =0

2 for i=1 to n:

3 clvlil]l =1 // faz cl[i]=1 se v[i] existe

4 k=0

5 for i=1 to u: // percorre c

6 if c[il==1: // ...colocando (por ordem) em v[] os elementos
7 v[k]=1i

8 k=k+1

Se nao hé qualquer comparacao, como é obtida informagao sobre o vector? Pela operagao de
indexagao, linha 3; cada vez que a instrucdo c[v[i]]=1 (linha 3) é efectuada, toda a informagao
sobre o valor do vector, v[i], é usada para indexar c[].

Anilise da eficiéncia Temos as seguintes contribuicoes para o tempo de execugdo do algoritmo

anterior

— Linha 1: O(u)

Linhas 2-3: O(n)
— Linhas 5-8: O(u)
— Linha 4: O(1)

O tempo de execudo do algoritmo é O(n + u).

Exercicio 49 Mostre que, sendo n e m parametros positivos, ©(n + m) = O(max{n, m}).

5.1.2 Comentario: uma representagao de conjuntos

O algoritmo descrito sugere a seguinte representagdo de sub-conjuntos de U: seja A C U; A é
representado por um vector booleano a[l..u] sendo a[x]=True se x € A e a[x]=False caso
contrario. No algoritmo anterior os elementos de v[] constituem um conjunto que é representado

pelo vector c[1..u].

Exercicio 50 Usando a representa¢ao descrita para os conjuntos, escreva fungoes

— inters(a,b) que retorna a representacdo da intersec¢do dos conjuntos representados

por a e b.
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~ sim-diff(a,b) que retorna a representacio da diferenca simétrica' dos conjuntos re-

presentados por a e b.

5.1.3 Vector com elementos repetidos

Uma generalizagao simples do algoritmo anterior (5.1.1) permite-nos ordenar vectores em que nos

elementos podem ocorrer repeticoes; o que fazemos é usar c¢[], nao para indicar a presenga de um

elemento x, mas para indicar quantas vezes x ocorre em v[].

O~NOOPWN -

Algoritmo de ordenagdo por contagem
Vector a ordenar: v[1..n]
Vector auxiliar: «c[1..u] (toma valores inteiros)

for i=1 to u: «c[i] =0
// incrementa c[i] se v[i] existe
for i=1 to n: cl[v[i]] = clv[i]l]l+1

k=0
for i=1 to u: // percorre c
for j=1 to cl[i]:
vIk]l=1i
k=k+1

Por exemplo

Inicio:

(8,5,2,5,5,1] (0,0,0,0,0,0,0,0,0]
Apés linha 3: [8,5,2,5,5,1] [0,2,0,0,3,0,0,1,0]
[2,2,5,5,5,8] (0,0,0,0,0,0,0,0,0]

Fim:

Anidlise da eficiéncia Temos as seguintes contribuicoes para o tempo de execugdo do algoritmo

anterior

Linha 1: O(u)
Linha 3: O(n)

Linhas 5-8: O(n + u); o teste do for da linha 6 é efectuado u + n vezes, as linhas 7-8 s@o
executadas exactamente n vezes.

Linha 4: O(1)

O tempo de execugdo do algoritmo é O(n + ).

Outra versao do algoritmo da contagem Um problema do algoritmo apresentado é perder-se a

nocao do movimento dos valores associado & operagao de ordenar, e consequentemente nao fa-

zer sentido averiguar se a ordenagao é estavel. Na seguinte versao do algoritmo tal nao acontece,

os valores séo de facto movidos (na linha 5).
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Algoritmo de ordenagdo por contagem

Vector a ordenar: v[1..n]

Vector auxiliar: «c[1..u] (toma valores inteiros)
0 resultado fica no vector w[l..n]

for i=1 to u: «c[i] =0
for i=1 to n: cl[v[il] = clv[i]l]+1
for i=2 to n: c[i] = cl[i]+c[i-1]
for i=n downto 1:

wlclv[i]]l] = v[i]

clv[i]]l = c[v[i]] -1

DO WN -

Embora este algoritmo seja curto, a sua compreensao nao é imediata...como acontece muitas

vezes que ha indexagao a mais que 1 nivel. Por isso propomos ao leitor o seguinte exercicio.

Exercicio 51 Justificar a correc¢ao do algoritmo apresentado. Na sua justificacdo os sequin-

tes passos podem ser tuteis:

— Seguir o algoritmo para um pequeno exemplo (com elementos repetidos).

— Descrever as wvaridveis usadas, incluindo o vector c[1; note-se que o significado da
varidvel i depende da linha em consideracao.

— Descrever os efeitos e o contetdo dos vectores v[1, c[1, ewl] apds cada uma das linhas
1,2,3,4,5¢6.

Correccao do algoritmo

Vamos resolver o exercicio anterior, mostrando que cada elemento v[i] é colocado na posicgao final
correcta quando se executa a linha 5 do algoritmo anterior.

Apés a execugdo das linhas 2-3, c[x] contém o numero de valores de v[] que s&o menores ou
iguais a x. Assim, o dltimo valor x de v[], seja v[i] (isto é, i é o indice de v[] onde se encontra
o ultimo x), deve ser colocado na posigio c[x] (igual a c[v[il]) de w[], isto é, devemos executar

a instrucao
wlclv[i]]l] = v[i]

e percorrer v[] da direita para a esquerda; € exactamente isso o que se faz nas linhas 4-6. Devido
& instrucdo da linha 6 o préximo valor igual a x (se houver) serd colocado na posi¢ao anterior.

Por exemplo, se v[] for [8,2,5,2,4,5,6,5,7], o tltimo (mais & esquerda) 5 deve ser colocado na
posigao 6, pois ha 6 elementos ndo superiores a 5 (incluindo este 5); mas c[5] é 6, por construgao

de c[].
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Exercicio 52 Mostre que o algoritmo € estdvel.

Nota. A estabilidade do algoritmo resulta também da andlise anterior. Devido ao facto de se
percorrer x da direita para a esquerda e ao decremento da linha 6, o tltimo valor de v[] que é
igual a um determinado x é colocado apds o pentultimo valor de v[] que é igual a esse x, e assim

sucessivamente.

5.1.4 Notas sobre as tentativas de generalizagcao do universo

Os algoritmos que apresentamos na Seccao (5.1) estao bastante limitados pelo facto de os elementos
a ordenar terem que ser inteiros positivos ndo muito grandes. Assim houve vérias tentativas deos

generalizar, entre as quais as seguintes

— Para valores que sao inteiros, possivelmente negativos: determinar um inteiro positivo apro-
)
priado que somado aos valores os transforme em ntimeros positivos.

— Valores reais entre 0 e 1: usar uma variante do “bucket sort” (pégina 79) com cadeias e
indexar em intervalos, ver seccao (5.1.5) e Capitulo 9 de [2].

— Se os valores sao cadeias de elementos de um determinado alfabeto, usar o método “radix
sort” descrito nas secgoes 5.2.1 e 5.2.2. Este método é aplicdvel, por exemplo, aos inteiros
(representados numa determinada base) e as “strings”.

Nota. Com os métodos de “hash” consegue-se usar um tipo muito vasto de valores, mas nao
é possivel normalmente obter a informacao disposta por ordem, como seria conveniente para a

ordenacao dos valores.

5.1.5 Ordenagao de reais no intervalo [0, 1)

Pretendemos ordenar o vector v[] que contém n nimeros reais pertencentes ao intervalo [0,1).
Usamos um vector auxiliar também com n células; cada uma destas células define uma lista ligada
de valores, estando inicialmente todas as listas vazias. Cada elemento v[i] é colocado no inicio
da lista |nv[i]]. No final as listas s@o percorridas por ordem e os seus elementos sido colocados

em v[].
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Algoritmo de ordenagdo bucket sort generalizado

Vector a ordenar: v[1..n]; contém reais em [0,1)

Vector auxiliar: c[1..u] (cada elemento é uma lista ligada)
0 resultado continua em v[]

int(x): parte inteira de x

1 for i=1 to n: c[i] = NIL

2 for i=1 to n:

3 insere v[i] no inicio da lista c[int(n*v[i])]
4 for i=1 to n:

5 ordena a lista c[i] pelo método de insergdo (quadratico em n)
6 k=1

7 for i=1 to n:

8 p=clil

9 while p != NIL:
10 v[k] = valor apontado por p
11 k = k+1
12 P = p.next

Correccao do algoritmo

Se v[i] e v[j] sao colocados (linhas 2-3) na mesma lista c[i], essa lista é ordenada (linha 5)
e esses 2 valores vao ocorrer por ordem no resultado, dado que as operagoes das linhas 7-12 nao
alteram as posigoes relativas dos elementos comuns a cada lista.

Suponhamos agora que v[i] e v[j] sao colocados em listas diferentes, sejam c[i’] e c[j’],
respectivamente. Sem perda de generalidade supunhamos que v[il<v[j]; como i’ = |v[i]| e
j’ = |v[j]] e como, por hipétese i’ # j’, é obrigatoriamente i’ < j’. Logo, no final, v[i] e v[j]

sao colocados em posigao relativa correcta, isto é, v[i] antes de v[j] se v[i]jv[j] e v[i] depois

de v[j] se v[il>vI[j].

Eficiéncia do algoritmo

Vamos mostrar que o tempo médio do algoritmo é linear em n. As linhas 1-3 e 6-12 sao executadas

em tempo O(n). O importante é analisar a contribuigdo das n ordenagoes (linhas 4-5).

Seja n; o numero de valores que sao colocados na lista c[i]; trata-se de varidveis aleatérias.
Supondo que os elementos a ordenar estdo uniformemente distribuidos no intervalo [0, 1), a proba-
bilidade de n; = = tem a distribuigdo binomial correspondente & probabilidade 1/n (probabilidade

de um valor pertencer a uma lista fixa).

prob (ni =) = (})p*(1—p)"~°
w = np=nx % =1

0.2

np(l—p)=1-1
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O valor médio do tempo total satisfaz

tin) < E(X,kn?) (método da insercao é O(n?))
= KE(Y;n})
= kY, E(n?) (linearidade de E)

= kY ;[0%(n?)+ E(n;)?] (propriedade da variancia)
k Zz (1 o % + 1)

oo (2 1)

< 2kn

Logo t(n) (tempo médio) é de ordem O(n).

5.2 Meétodos de ordenacao baseados na representacao dos
valores

Nesta secgao vamos supor que cada valor do vector esta representado como uma sequéncia: por
exemplo, uma sequéncia de digitos — se os valores estiverem representados na base 10 — ou uma
sequéncia de caracteres — se esses valores forem “strings”.

Notemos que o comprimento de cada sequéncia é arbitrario. Notemos também que a defini¢ao
da ordem entre os elementos do vector depende da sua natureza; por exemplo, segundo as con-

vengoes usuais é 15<132 mas "15">"132".

5.2.1 “Radix sort”: comecando pelo simbolo mais significativo

Podemos ordenar os valores da seguinte forma

1. Separamos (ordenamos) os valores em grupos, segundo o simbolo (digito ou caracter, por
exemplo) mais significativo.

2. Cada grupo formado no passo 1. é ordenado pelo segundo simbolo mais significativo.
n. Cada grupo formado em (n-1). é ordenado pelo simbolo menos significativo.
O seguinte diagrama ilustra a ordenacao de [5211, 2233, 2122, 2231]. Os valores estao

“_»

escritos na vertical e os grupos formados estao marcados com

1 (2) 3 4

NN=N I
WWN N
= WNN
NN O

I

\%
NN=N I
WWNN
= WNN
= NN O
NN I
HWNN |
WWNN |
NN O
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5.2.2 “Radix sort”: comecando pelo simbolo menos significativo

A seguinte forma de ordenar estd também correcta, mas é menos intuitiva; a primeira ordenacao
efectuada corresponde ao simbolo menos significativo e a 1ltima ao simbolo mais significativo.

1. Ordenamos os valores segundo o simbolo menos significativo, de forma estavel.

2. Ordenamos os valores segundo o segundo simbolo menos significativo, de forma estavel.

n. Ordenamos os valores segundo o segundo simbolo mais significativo, de forma estdvel.

O seguinte diagrama ilustra a ordenacao de [5211, 2213, 2122, 2223]. Os valores estao

escritos na vertical.

¢D) (2) (3 (4)
5222 5222 5222 2522-->2225
2212 2122 2212-->1222 1222
1122 1212-->1122 2112 2122
1323 -->1233 1323 2133 2331

Uma implementagao na linguagem python deste algoritmo pode ver-se em apéndice, a pagina 173.
Este algoritmo é menos intuitivo, embora computacionalmente mais simples que o anterior;
justifica-se a demonstragao da sua correcgao.

Correccao do algoritmo

Para vermos que este método esta correcto raciocinemos por indugao no ntimero n de simbolos de
cada valor (4 no exemplo anterior). O caso base, n = 1 é trivial. Suponhamos que n > 2 e que,
pela hipdtese indutiva, os valores jé estao correctamente ordenados se ignorarmos o simbolo mais
significativo (de ordem n). Sejam x = az’ e y = by’ dois valores a ordenar, onde a e b representam

simbolos e z, y, 2’ e y’ representam sequéncias de simbolos.

1. Se a < b é necessariamente x < y e portanto a ordenagao segundo o simbolo mais significativo

vai colocar z antes de y no vector; conclusao analoga se obtém no caso a > b.
2. Se a = b, pela hipdtese indutiva
(a) se 2’ <y, ax’ ocorre antes de by’ no vector e, como a ordenagéo segundo o simbolo de
ordem n é estdvel e a = b, vai continuar no fim az’ antes de by'.
(b) se ' > ¢/, conclui-se de modo semelhante que no fim az’ vai ficar depois de by’ no

vector.

Vemos que é essencial que, em cada nivel de significincia, as ordenagoes pelos simbolos sejam
estaveis.

Eficiéncia do algoritmo

Sejam
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n: o numero de elementos do vector a ordenar

u: o tamanho do alfabeto, por exemplo 10 para os inteiros analisados digito a digito e 256
para as palavras analisadas caracter a caracter.

m: o maior comprimento de uma palavra presente no vector.

O algoritmo é de ordem ©(mn + u); se m e u forem considerados constantes, o algoritmo é

linear em n.

Exercicio 53 Analisando o programa apresentado em apéndice na pdgina 173 (e supondo que
as operagoes elementares das filas sao O(1)) mostre que a ordem de grandeza do algoritmo

é O(mn +u).

Referéncia aos “Tries”

Podemos dizer que os algoritmos de ordenagédo descritos em (5.1.1), (5.1.3), (5.1.5), (5.2.1) e (5.2.2)
sao baseados na indexagao pelos valores a ordenar (ou parte desses valores) e ndo por comparagao
entre esses valores. Existe uma estrutura de informagao, a trie que é também baseada nos valores

que se pretendem procurar, introduzir ou eliminar.

Num “trie” os valores nao estao explicitamente registados, mas resultam do caminho — sequéncia
de indices — desde a raiz até um determinado né. Um “trie” definido num alfabeto finito ¥ é uma
drvore em que cada né ou é uma folha (né terminal) ou tem exactamente |X| filhos indexados

por .

Por exemplo, a seguinte “trie” represente o conjunto

{e, a, aco, ca, cao, co, oca, oco}

Os caracteres a, ¢ e o sdo representados respectivamente por ramos (descendentes) para a
esquerda, para baixo e para a direita. Por exemplo. a palavra aco corresponde ao seguinte
caminho que parte da raiz: esquerda (a), baixo (c) e direita (0); o0 né correspondente estd marcado

a vermelho.
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it J(\

Nao vamos apresentar detalhes sobre o “trie”, ver bibliografia.

5.3 Mediana; seleccao

A mediana de um vector v[1..n] cujos elementos sao todos distintos é o elemento do vector que
tem |n/2] elementos menores que ele; por outras palavras, se o vector fosse ordenado por ordem
crescente, a mediana seria o elemento de indice 1+ |n/2|. Exemplos: a mediana de [6,8,1,5,4]
é 5, e a mediana de [2,6,8,1,5,4] é também 5.

Mais geralmente vamos considerar o problema da seleccao do elemento de um vector que tem

uma ordem dada ¢, o “i-gésimo” elemento.

Definigcao 6 Seleccao e mediana
O elemento de ordem i de um vector v.com n elementos distintos € o elemento do vector que tem
exactamente i — 1 elementos menores que ele. O valor de i pode ir de 1 a n. A mediana de um

vector v com n elementos distintos € o elemento de ordem 1+ |n/2| desse vector.

Um método de calcular a mediana é ordenar o vector e retornar v[1+ |n/2|]. Mas este método
nao é muito eficiente, pois estamos a gastar um tempo de ordem Q(nlogn) (a ordem de grandeza

dos melhores algoritmos de ordenagao) para se obter apenas um elemento do vector.

Exercicio 54 Mostre que o elemento de ordem 0 de um vector (minimo) pode ser determinado
em tempo O(n). Mostre que o elemento de ordem 1 de um vector (o segundo menor elemento)

pode ser determinado em tempo O(n).
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Exercicio 55 O seguinte resultado estd correcto? Porqué? Teorema (correcto?) Qualquer

que seja m com 0 < m < n (m pode ser uma fun¢ao de n como por exemplo m = n/2), o
elemento de ordem m pode ser determinado em tempo de ordem O(n).

Dem. Porindugdo em m. O caso base m = 0 € trivial (minimo do vector). Pela hipdtese indu-
tiva, suponhamos que se obtém o elemento de ordem m —1, seja x, em tempo de ordem O(n),
seja ty < kin para n > ny. Para obter o elemento de ordem m, basta procurar o mais pequeno
elemento do vector que é maior que x, o que obviamente pode ser efectuado em tempo O(n),
seja to < kom para n > ny. Considerando o tempo total t = t1 + to e tomando k = ki + ko

e ng = max{ny, na}, chegamos a conclusao pretendida.

Nesta secgao vamos mostrar os seguintes resultados

— O elemento de ordem i de um vector v com n elementos pode ser determinado em tempo

médio O(n).

— O elemento de ordem 7 de um vector v com n elementos pode ser determinado em tempo O(n),

mesmo no piOI‘ Caso.

O segundo resultado é particularmente surpreendente. Durante muito tempo pensou-se que tal
nao era possivel. E um algoritmo para o conseguir resultou de algum modo de uma tentativa para
mostrar a sua impossibilidade!

Na pratica, se se prevé que se vai executar o algoritmo de seleccao mais que, digamos, logn
vezes sem alterar o vector, pode ser preferivel ordenar previamente o vector (usando um método
de ordenacao eficiente); num vector ordenado a selecgao é trivial.

Tanto na Secgao 5.3.1 como na Secgao 5.3.2 vamos usar um procedimento de “split(x)”,

analogo ao utilizado no quick sort, que divide o vector em 2 partes
— Parte esquerda: elementos com valor inferior a x.
— Parte direita: elementos com valor superior a x.

Este procedimento determina também o nimero k de elementos da parte esquerda.

5.3.1 Mediana em tempo médio O(n)

Usa-se o procedimento “split” por forma a dividir o vector v[1..n] em 2 partes, aplicando-se
recursivamente a funcao a parte esquerda do vector ou a parte direita do vector, até se determinar

a mediana. Mais precisamente, a fungao para a obtencao do elemento de ordem i é a seguinte
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Funcdo para calcular o elemento de ordem i no vector v
SEL(i,v[a..b])
// na chamada inicial: a=1, b=n e admite-se que a <= i <= b
1) Escolhe-se x=v([a] // outras escolhas para pivot sfo possiveis!
2) split(x); Seja k o numero de elementos na parte esquerda
3) se i=k+l: return v[i]
se i<k+1: SEL(i, v[a..a+k-1])
se i>k+1: SEL(i-(k+1),v[a+k+1..b])

A figura seguinte ilustra os indices do vector relacionados com a particdo. Na linha de cima

indicamos o tamanho dos sub-vectores e na de baixo os correspondentes indices.

k 1 b—a—k

a,a+1....0 . a+k—1la+k|a+k+1l,a+k+2,. ... ,b

Nota.

Anélise do algoritmo, pior caso. E evidente que o tempo de execugao no pior caso é de ordem O(n?);

na verdade, pode acontecer que os sucessivos tamanhos dos lados esquerdos das divisdes resultan-
tes dos “splits” serem n — 1, n — 2,..., 1. Nesse caso, os numero de comparacoes dos sucessivos
“splits” sao

n—1D+m—-2)+...+1=(n—1)n/2 € Q(n?

Andlise do algoritmo, caso médio. Quando é efectuado o “split” (linha 2) as duas partes podem

ter, com igual probabilidade, os tamanhos
(nf 170)5 (nfzal)v ceey (1,77,72), (Ovnf 1)

E claro que em cada um destes casos o lado (esquerdo ou direito) da chamada recursiva depende
também da ordem i, parametro de chamada. Mas como pretendemos apenas calcular um majo-
rante do caso médio, tomamos o maior dos lados em cada uma das n divisdes. Vamos mostrar
por indugao em n que E(t(n)) < 4n. Por simplicidade vamos supor que n é par, de modo que o
conjunto {n/2, n/2+1,...,n — 1} tem exactamente n/2 elementos; o caso geral ndo apresenta

dificuldade de maior.

n—1
(n—1) +% > EB(t(i) (5.1)

E(t(n) < /
= (n—1)+E[E{t(n/2))+ E{t(n/2+1))+ ...+ E(t(n—1))] (5.2)
< (n—1)+E4(n/2)+4(n/2+1)+...+4(n —1)) (5.3)
< (n—1)+4><:%n (5.4)
< 4n (5.5)
Justificacio:
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(5.1): Substituigdo para k < n/2 dos tamanhos k por n — 1 — k.

De (5.1) para (5.2): A média de n/2 valores é a sua soma a dividir por n/2.
— De (5.2) para (5.3): Hipdtese indutiva.
— De (5.3) para (5.4) e de (5.4) para (5.5): Propriedades simples.

Assim temos o seguinte resultado

Teorema 17 Para qualquer i € {1,2,...,n} o algoritmo da pdgina 90 tem tempo médio O(n),

efectuando um numero de comparac¢oes nao superior a 4n.

5.3.2 Mediana em tempo O(n) (pior caso)

Para se conseguir um tempo de ordem O(n) no pior caso é essencial conseguir obter um elemento x
do vector que tem, qualquer que seja o vector com n elementos, pelo menos fn elementos menores
que ele e pelo menos fn elementos maiores que ele, onde f é um numero real positivo conveniente.
Apresentamos em primeiro lugar um esquema do algoritmo e depois faremos a sua anilise.

No algoritmo descrito em seguida? supomos por simplicidade que todas as divisdes ddo resto 0.

O caso geral ndo é muito mais complicado, ver por exemplo [2].

Algoritmo para seleccionar o elemento de ordem i no vector v
SEL(i,v[a..b]) // na chamada inicial: a=1, b=n
1) Dividem-se os n elementos do vector em n/5 grupos de 5
elementos.
2) Determina-se a mediana de cada um desses grupos de 5
elementos.
3) Chama-se recursivamente SEL para determinar a mediana x das
n/5 medianas
4) Faz-se um "split" de v, usando x como pivot
Seja k o niumero de elementos no lado esquerdo (<x)
e n-k no lado direito (>x)
5) se i=k+1: return v[i]
se i<k+1: SEL(i, v[a..a+k-1])
se i>k+1: SEL(i-(k+1),v[a+k+1..b])

A figura seguinte representa o estado do conhecimento sobre a relagdo de ordem entre os
elementos do vector apés o “split” (instrugdo 4); Uma seta de um valor a para um valor b significa

que ¢é forcosamente a < b.

20 niimero 5 que aparece no algoritmo ndo é “méagigo”; obterfamos o mesmo resultado com divisdes em grupos
de tamanho maior que 5.
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Anélise do algoritmo Observemos em primeiro lugar que, conforme resulta da figura anterior, o

nimero de elementos do vector que excedem z, a mediana das medianas, é pelo menos (no figura:
elementos dentro do rectangulo tracejado): nimero de grupos de 5 elementos & direita de x (héd 3
desses grupos na figura) vezes 3 (estamos a desprezar 2 elementos do grupo de 5 a que = pertence),

ou seja’
n/5—1

5 x3 €Qn)

(cerca de 3n/10 elementos). No exemplo da figura terfamos o valor (6/2) * 3 = 9, o nimero de
elementos vermelhos ou brancos & direita (mas nao por baixo) de z. Assim, na chamada recursiva

da instrugao 5, o tamanho do sub-vector é, no maximo,

n/5-1 _ 3n 3 _ T 3

n—3 X 5 n 0 5—54—2

A constante 3/2 pode ser ignorada, incorporando-a na constante ¢ do termo geral da recorréncia (5.6).
Vamos agora escrever uma recorréncia que permite obter um majorante para o tempo do algo-
ritmo. Seja ¢(n,i) o tempo, no pior caso, para determinar o elemento de ordem i de um vector
com n elementos e seja t(n) = max;{t(n,7)}. Temos as seguintes contribuigdes para o majorante

de ¢(n):

— Passos 1 e 2: kyn (note-se que a mediana de um conjunto de 5 elementos se pode obter em

tempo constante.
— Passo 3: t(n/5)

— Passo 4: kon

3Uma anélise geral, onde ndo se supde que as divisdes sdo exactas, permite obter o minorante % — 6 para do

numero de elementos & direita (ou & esquerda de z). Isto quer dizer que, na chamada recursiva da instrugao 5, o
tamanho do sub-vector é, no méximo, n — [(3n/10) — 6] = (7n/10) + 6.
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— Passo 5: t(7n/10)

O termo geral da recorréncia é

t(n) < en+t(n/5) + ¢(7n/10) (5.6)

onde ¢ = ki + ko. Para resolver esta recorréncia, ou melhor, para obter um majorante da sua

solugao, vamos “usé-la” repetidamente

t(n) < en+t(n/5)+t(7n/10)
< cen+ce(n/5) +¢(7n/10) + [t(n/25) + t(7n/50)] + [t(7Tn/50) + t(49n/100)]
= cn(1+(9/10)) + [t(n/25) + ¢(7n/50)] + [t(7Tn/50) + t(49n/100)]
< en(1+(9/10) + (9/10)% + (9/10)% +...)

= 10cn

Assim, t(n) é de ordem O(n). O raciocinio usado neste desenvolvimento estd ilustrado na figura

seguinte
cn =cn
cn/5 7cn/10 =(9/10)cn
2
=(9/10) cn
Total = 10cn
Resumindo,
Teorema 18 Para qualquer i € {1,2,...,n} o algoritmo 5.8.1 tem tempo no pior caso de or-
dem O(n).

Usando a ideia da demonstragao anterior nao é dificil demonstrar o seguinte resultado.

Teorema 19 (Recorréncias com solugdo O(n)) Seja a equagio geral de uma recorréncia

f(n) = f(kin) + f(kan) + ...+ f(kpn) +cn
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onde ¢ >0 e ky, ka,..., k, sao constantes positivas com k1 + ko + ... + ki < 1. Entdo f(n) € de
ordem O(n).

Este resultado deve ser junto a nossa “lista de resultados” sobre a resolucao de recorréncias;

essa lista inclui o Teorema 10.
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Capitulo 6

Circuitos e redes de ordenacao

As redes de ordenac@o sdo um tipo particular de circuitos. Comecamos por apresentar alguns

conceitos genéricos sobre circuitos.

6.1 Circuitos

Os circuitos sdo uma alternativa nao uniforme aos algoritmos. Enquanto um algoritmo pode
ter dados de qualquer comprimento, um circuito tem uma aridade (nimero de argumentos) fixa.
Assim, por exemplo, uma alternativa a um algoritmo de ordenagdo é uma familia infinita C1,
Cj,...de circuitos em que o circuito C,, ordena vectores com n elementos. Pode ndo existir um
método Unico de construir circuitos de uma familia — o modelo dos circuitos nao é, em principio,

uniforme sendo por isso computével®.

Consideremos um dominio D em que vamos definir um circuito; esse dominio pode ser, por
exemplo N ou o conjunto dos valores 16gicos, B = {F, V}. Um componente (ou circuito elementar)

c com m entradas e n saidas é uma sequéncia de fungoes

(1, s Tm), C2(T1y oy Tm)y e vy Cn(T1, ooy T)

Este componente pode ser representado por (figura do lado esquerdo)

1Tal facto coloca questdes a nivel da computabilidade e de complexidade das computacdes. Por exemplo, a
fungao implementada por cada circuito tem um nimero fixo de argumentos, sendo por essa razdo computavel; mas
a funcao implementada pela familia de circuitos pode nao o ser.
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X Y
X, Y,
X Y

Definigao 7 Um circuito com m entradas e n saidas definido num dominio D e com componentes
de uma familia F é um grafo dirigido aciclico com 3 tipos de nds

- m nos de entrada
- n nos de saida
— Componentes
Os arcos podem ligar, pela ordem indidada, os sequintes tipos de nds
— nos de entrada a nos de saida
— nds de entrada a entradas de componentes
- saidas de componentes a entradas de (outros) componentes

— saidas de componentes a nds de saida

Tanto os nos de saida do circuito como os nos de entrada nos componentes tém grau de entrada 1.
Por outras palavras, ndo se pode ligar ao mesmo nd mais que um valor fizado pelo utilizador ou
pela saida de um componente (grau de entrada < 1) e tem que se definir o valor de todos esses

nds (grau de entrada > 0).

A cada né de um circuito podemos atribuir uma profundidade que corresponde ao numero de

passos necessérios para calcular (em paralelo) o valor nesse né. Mais precisamente,

Definigao 8 A profundidade de um nd z de um circuito com m entradas e n saidas €

depth(z) = 0 se z € um nd de entrada
P 71 max{l+depth(w;):i=1,2,...,k} sez é a saida de um componente

No dltimo caso o componente é c(wy,ws,...,wg). A profundidade de um circuito é a mdzima
profundidade dos nds de saida.

A profundidade mede o tempo paralelo de execucdo; é facil ver-se que, se cada componente
demorar uma unidade de tempo a calcular o valor das saidas, o tempo total de execucao é exac-
tamente a profundidade do circuito. Por outro lado, o nimero de componentes mede de algum
modo a complexidade espacial da computacao. Note-se que, para cada circuito, estes valores sao
fizos.

Em resumo, num circuito temos a correspondéncia

Tempo de execugao paralelo = Profundidade

Tempo de execugao sequencial = Numero de componentes
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Uma familia de componentes diz-se completa para uma classe de transformacoes se todas as

transformagoes da classe podem ser implementadas usando unicamente componentes dessa familia.
Se F;1 é uma familia completa, para mostrar que F, também é uma familia completa, basta mostrar
que cada componente de F; pode ser implementado com um circuito que usa s6 componentes de Fs.

Um circuito corresponde a um sistema de equagoes em que cada equagao corresponde a um com-
ponente (equagdo da forma z = ¢(wy,ws,...,wg)) ou a uma ligagdo da entrada & saida (equagao
da forma y; = x;). Esse sistema pode ser resolvido de forma a expreesar as saidas y; como funcao
apenas das entradas x;

yi = fix1, ®2,..., ) (1 <4 <)

a profundidade do circuito é o maximo grau de paréntizacao destas expressoes.

Exercicio 56 Desenhe um circuito no dominio B com familia {—,\,V} que implemente a
fungao XOR (o circuito tem 2 entradas e uma s saida). Diga qual a profundidade e o
numero de componentes do circuito. Usando o circuito que desenhou, escreva uma expressao

funcional correspondente ao XOR.

Exercicio 57 Supondo que a familia {—,\,V} € completa para a classe de todas as trans-
formagoes proposicionais, mostre que a familia constituida apenas pelo circuito elementar
NAND também é completa nessa classe. Nota: NAND(z,y) tem o valor FALSO sse x e y

tem ambos o valor VERDADE.

Exercicio 58 Mostre como definir para todo o n > 1 um circuito que implementa a fun¢ao

paridade

0 se o nimero de 1’s em {x1,xa,...,2,} € par
par(zy, T, ..., Ty) =
1 se o numero de 1’s em {x1,22,...,2,} € impar

Use apenas o componente XOR.

Nota. O circuito é um modelo de computagdo muito utilizado em complexidade e em particular

para o estabelecimeno de minorantes de complexidade.
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Em (6.2) estudaremos um tipo muito particular de circuitos, as redes de ordenagao.

6.1.1 Classes de complexidade associadas ao modelo dos circuitos

Nao incluido

6.2 Redes de comparacao e redes de ordenacao

Plano desta secgao

O objectivo principal desta seccio é implementar uma? rede de ordenacio eficiente. Essa rede sera
baseada no “merge sort”. Para tal fim seguiremos os seguintes passos

— (6.2.1), pagina 98: introduzimos os conceitos fundamentais e caracterizamos uma familia relati-
vamente ineficiente de redes de ordenacdo que tanto pode ser inspirada no método classico da
ordenagdo por inser¢do como no da bolha (“bubble sort”) (exercicios 61 e 62).

- (6.2.2), pagina 102: Demonstramos que para confirmar que uma rede de comparadores é também
de ordenac¢do basta analisar entradas s6 com 0's e 1's (Principio 0/1).

— (6.2.3), pagina 103: Estudamos um tipo particular de ordenadores que funciona apenas para
entradas “bitdnicas”; para a construcio destes ordenadores definiremos uma rede chamada "HC"
(“half-cleaner™), que vai ser (til mais tarde.

- (6.2.4), pagina 105: Usaremos as redes HC para implementar a operacdo de “merge”; as redes
de ordenacado baseadas no “merge sort” resultardo trivialmente das redes de “merge"”.

- (6.2.5), pagina 107: Analisaremos a eficiéncia das diversas redes de ordenagdo estudadas e
apresentaremos anguns minorantes de complexidade.

Para uma informagao mais completa o leitor podera consultar [2] e, sobretudo, a Seccao 5.3.4

de [6].

6.2.1 Introducgao e conceitos fundamentais

Uma rede de comparagao (ou rede de comparadores) é um circuito em que o tnico componente é o
seguinte (representado de forma esquemética & direita); o niimero de saidas é forcosamente igual

ao numero de entradas.

a min(a,b) ®

max(a,b) ®
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As saidas sdo: o menor e o maior dos valores de entrada; nao sendo indicado expressamente
o contrério, o menor dos valores fica em cima e o maior em baixo (como na figura anterior).
Estes componentes sao representados por “|” (como na figura anterior a direita) ou “|”. Quando
pretendermos que o maior dos valores fique em cima (e o menor em baixo) usaremos o simbolo “1”.
Uma rede de ordenag¢do é uma rede de comparagao que ordena os valores por ordem crescente;
por outras palavras, quaisquer que sejam os valores de entrada, a saida contém esses mesmos
valores de forma ordenada, crescendo de cima para baixo.
Observagao. As redes de ordenacgao também se chamam “ordenadores com esquecimento (“obli-
vious sorters”). O nome provém do facto de os comparadores actuarem em linhas fixas da rede,
independentemente das comparacoes anteriores. Uma forma mais geral de ordenadores utiliza
testes, correspondendo a arvores de ordenacao; por exemplo, na raiz da arvore compara-se v[3]
com v [5]; se for v[3]<v[5], vai-se comparar v[2] com v[8]; sendo...Como se compreende, este
tipo de ordenadores é mais dificil de paralelizar. (fim da observagao)

Considere a seguinte rede de comparagao:

X1 B
X, »
X3 Y3
Xy Y4

Exercicio 59 Considere as entradas x1 =8, xo =5, x3 =1, x4 = 6.
1. Quais os valores de y1, Yo, Y3 € yYa ?
2. Qual é a profundidade do circuito?
3. Quantas comparagoes sao efectuadas?

4. Indique os valores que ficam definidos ao fim de t unidades de tempo comt =0, 1, 2,....

Exercicio 60 Mostre que a rede de comparagcao mencionada no exercicio anterior € uma rede

de ordenacdo.
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Exercicio 61 Mostre que para todo o n € N existe uma rede de ordenagdo. A sua demons-
tracao deverd usar inducao em n. Considere a figura em bairo; use o principio da inducdo
para um “design” do circuito baseado no método de ordenag¢dao por inser¢do: pela hipctese
indutiva, o bloco ordena de forma correcta n elementos. Como se poderd inserir na posi¢ao

correcta o elementon + 17

Ordena n elementos

X, Y1

X, A )

X Yy
n-1 n-1

xn yn

X Yn+1
n+l

Exercicio 62 Implemente uma rede de ordenagao baseada no método de ordenacgao da bolha
(“bubble sort”). Use um método semelhante ao do exercicio anterior, comegando contudo por

colocar o maior elemento na linha n+ 1.

Ordena n elementos

?
X, — Y
xn—] 7yn—1
?
X, —
?
X Yn+1
n+l
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Exercicio 63 Desenhe o circuito correspondente ao método do exercicio 61 para o caso m = 4

(ordenagao de 4 elementos). Repita para o exercicio 62. Mostre que 0s circuitos sao o mesmo!

As redes de ordenagao definidas nos exercicios 61 (baseada no método da insergéo) e 62 (baseada
no método ba bolha) nao sdo muito eficientes, nem em tempo nem em espaco. No exercicio seguinte

mostra-se que a profundidade (tempo) é de ordem n enquanto a complexidade espacial é O(n?).

Exercicio 64 Mostre que o tempo de ordenacdo do circuito baseado no método de insercao
(ou no da bolha, dado que sao iguais) é 2n — 3. Mostre que o numero de comparadores

én(n—1)/2.

Posteriormente caracterizaremos circuitos que ordenam de forma mais eficiente. A seguinte
tabela faz um sumério® da eficiéncia dos diversos métodos. Recorda-se que, no modelo algoritmico,
nenhum algoritmo de ordenagéo baseado em comparagoes efectua menos que (e portanto tem uma

eficiéncia temporal melhor que) log(n!) € O(nlogn).

Método Profundidade Numero de componentes
Insercao O(n) O(n?)
Bolha O(n) O(n?)
Baseado no “merge” O(log?(n)) O(nlog*(n))
Baseado no “Shell sort”  O(log?(n)) O(nlog*(n))
AKS O(log(n)) ©(nlog(n))

3Com log?(z) pretendemos designar (logz)? (e nao log(logx)).
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6.2.2 Principio 0/1

Vamos demonstrar um resultado muito 1til na anélise e projecto de redes de ordenacao: se uma
rede de ordenacao ordena correctamente qualquer sequéncia de 0’s e 1’s, entao ordena correcta-
mente qualquer sequéncia de numeros reais. Usando este resultado, para verificar que uma rede
de comparadores é uma rede de ordenacao, basta analisar 2" sequéncias de entradas em vez de n!
(ou ainda mais (quanto?) se admitirmos a existéncia de elementos repetidos). A diferenca entre

os dois valores é enorme.

Exercicio 65 Verifigue que n!/2™ cresce mais rapidamente que qualquer poténcia a™
(com a > 0), provando que

!2”
VYa>0: lim L:—i—oo

n—oo a”

Definicao 9 Uma funcdo f(x) diz-se mondtona se x < x’ implica f(x) < f(z'); em particular,

as fungoes constantes sGo mondtonas.

Lema 1 Se f é uma fun¢do mondtona, uma rede de comparadores que transforme r = x1xs . .. Zy,

em & = y1ya .. -yn, transforma f(x) = f(zx1)f(x2) ... f(xn) em f(y) = f(y1)f(y2) - f(yn)-

Dem. Usamos inducao na profundidade d do circuito. Se d = 0, nao ha comparadores e a
prova é trivial. Consideremos o caso d > 0 e um comparador cujas saidas estdao a profundidade d.
Suponhamos que ¢ aplicado x a entrada e sejam z; e 2z as entradas do comparador e y; e y; as
saidas

y; = min(zy, 22)

y; = max(z1, 22)
Pela hipétese indutiva (a esquerda do circuito a profundidade é inferior a d), se aplicarmos f(x)
& entrada do circuito, as entradas do comparador sdo f(z1) e f(z2). Mas entdo, e usando a

monotonia de f, temos as saidas

min(f(21), f(z2)) = f(min(z1, 22))
max(f(z1), f(z2)) = f(max(z1, 22))

O

Teorema 20 (Principio 0/1) Se uma rede de ordenagdo ordena correctamente qualquer sequéncia

de 0’s e 1’s, entdo ordena correctamente qualquer sequéncia de nimeros reais*.

40 nome deste resultado, “Principio 0/1”, é usado em Combinatéria com um significado completamente diferente
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Este principio também se aplica ao “merge”: o “merge” correcto de sequéncias arbitrdrias de 0’s

e 1’s implica , o “merge” correcto de nimeros reais®.

Dem. Por contradigdo. Suponhamos que a rede ordena todas as sequéncias de 0’s e 1’s, mas
que existe uma sequéncia de reais na entrada = z1z2 ...z, tal que z; < z; mas x; ocorre antes
(acima) de z; na saida. Defina-se a fungdo mondtona f por: f(z) = 0se z < x; e f(z) =1
se z > z;. Pelo Lema anterior, uma vez que na saida x; ocorre antes de z;, também f(z;) =1
ocorre antes de f(x;) = 0 e, portanto, a rede ndo ordena correctamente todas as sequéncias de 0’s

e 1’s, o que é uma contradigao. O

Exercicio 66 Usando o Principio 0/1, mostre que a rede de comparadores da pdgina 99 é

uma rede de ordenacdo.

6.2.3 Ordenadores bitdonicos

Usando o Principio 0/1, vamos caracterizar redes de ordenagdo bastante eficientes em tempo e
espaco®, os ordenadores biténicos. Estas redes sao ordenam apenas um tipo muito particular de
sequéncias, as sequéncias “bitonicas”; servem contudo como base para a construcao de ordenadores

genéricos.

Definicao 10 Uma sequéncia de 0’s e 1’s diz-se biténica se € da forma 0°170% ou 1'071% para
inteiros nao negativos i, j e k O conceito pode facilmente generalizar-se as sequéncias de nimeros

Teais.

Exemplos de sequencias biténicas: 0000110, 000, 11110, 1101, 12342. Exemplos de de sequencias
nao biténicas: 0100001, 10110, 123425.

Para construir o ordenador biténico vamos primeiro definir uma rede conhecida por HC (“half-
cleaner”) que transforma qualquer sequéncia biténica  (de 0’s e 1’s) de comprimento 2n em 2
sequéncias y e z de comprimento n com as seguintes propriedades (ndo independentes, 3 é con-
sequéncia de 2):

1. y e z sao bitdénicas

2. Ou y tem s6 0’s ou z tem 86 1’s (ou as 2 coisas)

que é, em termos gerais, o seguinte: para valores de um determinado parametro inferiores a um certo valor a, a
probabilidade assimptética de uma determinada propriedade ocorrer é 0, sendo essa probabilidade 1 se o parametro
for maior que a (ou o inverso).

5A demonstracio apresentada aplica-se apenas & operacdo de ordenacio.

6Recordamos que o espaco dos circuitos (nimero de componentes) reflete essencialmente o tempo algoritmico
(sequencial).
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3. Qualquer elemento de y é menor ou igual que qualquer elemento de z

A construgao da rede HC é muito simples: existem comparadores entre as linhas 1 e n 4+ 1, 2

en+2,...,ne 2n, conforme se ilustra na figura seguinte para o caso 2n = 8 (Figura de [2])

0 ~ 0
0 0
: R
1 — 1
1 -~ 0]

X
| — 1
| — 1
o -1

Exercicio 67 Mostre que com esta construcao se verificam a propriedades 1, 2 e 3 que ca-
racterizam as redes HC. Sugestao. Considere o caso x = 0°170% (o outro caso é semelhante)

com |x| = 2n e analise separadamente os diversos casos: a sequéncia de 1’s de x
1. estd nos primeiros n bits de x
2. estd nos ultimos n bits de x
3. intersecta a primeira e a sequnda parte de x e j < n

4. intersecta a primeira e a seqgunda parte de x e j >n

Construir um ordenador biténico (para entradas biténicas) usando redes HC é quase um
exercicio de projecto baseado no principio da inducao.
Vamos caracterizar o ordenador biténico (BS, “bitonic sorter”) de forma indutiva, mostrando ao
mesmo tempo, por inducao, que o circuito construido ordena qualquer sequéncia de 0’s e 1’s. O
BS(n) vai ser caracterizado para valores de n que sdo poténcias de 2.

Dem. Caso Base,n =1

O circuito nao tem qualquer comparador, a transformacao é a identidade, y; = 7.

Tamanho 2n, supondo que existe BS(n)

O circuito BS(2n) é constituido por por um HC(2n) & entrada, seguido por dois BS(n), um na

parte superior, outro na parte inferior.
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************* BS(n) |-

777777777777777 BS(n) | -

HC(2n) y

Dado que

— A entrada z é biténica

— As 2 partes da saida do HC(2n) s@o bitdnicas e qualquer elemento da primeira parte é menor
ou igual que qualquer elemento da segunda parte

— Os 2 BS(n) ordenam correctamente as entradas (pela hipdtese indutiva)

concluimos que a saida y é a ordenagao correcta da entrada . O

Exercicio 68 A figura sequinte descreve completamente o BS(8). Explique como foi obtida
& custa da regra recursiva de construgdo de BS(n), ver a prova anterior. Indique os valores

nas linhas verticais A, B e C.

6.2.4 Rede de ordenagao baseada no ”"merge sort”

Vamos finalmente descrever uma rede de ordenagao muito eficiente; esta rede é baseada no "merge
sort” classico. Em primeiro lugar vamos descrever uma rede de “merge”; as redes de ordenagao

correspondentes constroem-se de forma recursiva muito simples, como passamos a explicar.
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Regra recursiva: Seja MS(n) o circuito “merge sort” com n entradas e MG(n) o circuito de “merge”
com n entradas. Um MS(2n) constréi-se com duas redes MS(n) e uma rede MG(2n), conforme se
ilustra na figura seguinte (do lado esquerdo) para o caso 2n = 8. A direita, a definicdo de MS foi

completamente expandida, por forma a se obter uma rede constituida apenas por MG'’s.

— 81Q | 6 ! —1
L G,Lgi 8 < 4 3
- 48] 1 % 6 4
| 17%;7 4 8 @ 5
MG(2n s R
- 58 S 6
L 7,%,7 7 < 5 7
i e 8,
= 3757 9 9 L

¢

E claro que necessitamos ainda de implementar a rede de “merge”!

Rede de “merge”

Vamos construir uma rede que recebe uma entrada de 2n valores (0 ou 1) constituida por 2 partes,
0s primeiros n e os ultimos n valores, cada uma das quais ordenadas e produz a saida o resultado
do “merge” dessas 2 partes. Vamos trabalhar apenas com 0’s e 1’s; o Principio 0/1 garante-nos

que a rede funcionara correctamente para quaisquer valores reais.

Reparemos que
— Uma sequéncia ordenada é necessariamente da forma 0?17, portanto biténica
— O “merge” das sequéncias w = 0°17 e z = 0F1! 6 0+ 17+

— Se w e z estdo ordenados, a aplicagao da rede HC a wz! (onde 2! representa z escrito “ao
contrario”) produz 2 sequéncias biténicas em que todo o elemento da primeira parte é menor
ou igual que todo o elemento da segunda parte. Por exemplo

HC(0111, 0011*) = HC(0111, 1100) = 0100, 1111

Verificamos que basta aplicar HC a entrada,invertendo a ordem dos elementos da segunda
parte; essa inversao é implementada nas ligacbes dos comparadores, comparar com a figura da

rede HC standard, pagina 104.
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b0 LU
5! -
o1 0 | S
e; ;.-Q
1 0
L0 1.
g |
0 L g
= -
s 1 1 5

Temos 2 sequéncias biténicas & saida; as propriedades 1 e 3 (pdgina 103) dos circuitos HC sao

fundamentais: podemos ordenar as 2 partes da saida de forma independente, usando ordenadores
biténicos e temos o circuito “merge” genérico”!

ordenado

ordenado

ordenado

6.2.5 Sumario, complexidade e minorantes

Estudamos em seguida a complexidade espacial e temporal das diversas redes de comparadores
que estudamos — HC, ordenagao bitonica, “merge” e “merge sort” — através de uma sequéncia de

exercicios que o leitor deverd resolver. Alguns destes resultados estdo sumariados na tabela da

pagina 101. Seja

MS(n): rede de ordenagéo baseada no “merge sort”; o nimero de entradas é n.

MG(n): rede de ordenagao que efectua um “merge” das primeiras n/2 com as segundas n/2

entradas; assume-se que n é par
— HC(n): “Half cleaner” com n entradas; assume-se que n é par
— BS(n): ordenador biténico (“bitonic sorter”) com n entradas

Nestes exercicios pode supor que o nimero de entradas n é uma poténcia de 2.

7Onde BS(n) representa o ordenados biténico.
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Exercicio 69 Explique indutivamente como um MS(n) pode ser construido com base
em MS(m) com m < n e em redes MG.

Desenhe um MS(8) assumindo apenas a existéncia de MG’s.

Exercicio 70 Explique indutivamente como um MG(n) pode ser construido com base
em BS(m) com m < n e em redes HC.

Desenhe MG(4) e MG(8) assumindo apenas a existéncia de HC’s.

Exercicio 71 Explique indutivamente como um BS(n) pode ser construido com base
em BS(m) com m < n e em redes HC.

Desenhe BS(4) e BS(8) assumindo apenas a existéncia de HC’s.

Exercicio 72 Desenhe HC(2), HC(4), e HC(8) de forma explicita (sem usar outras redes).

Exercicio 73 Combinando os resultados dos exercicios anteriores desenhe um MS(8) de

forma explicita (sem usar outras redes).

Exercicio 74 Foi estudada uma rede de ordenacao baseada na ordenagao cldssica por in-
sercao. Determine, como fungao do nimero de linhas n, a respectiva complexidade espacial

(ntimero de comparadores) e complexidade temporal (profundidade).

Exercicio 75 Determine a ordem de grandeza exacta do nimero de comparadores da rede
MS(n).

Sugestao. Considere sucessivamente o niimero de comparadores das redes BS, MG e MS.
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Exercicio 76 Determine a ordem de grandeza exacta da profundidade da rede MS(n).

Sugestao. Considere sucessivamente a profundidade das redes BS, MG e MS.

Exercicio 77 Mostre que qualquer rede de ordenagao tem um nimero de comparadores que
é de ordem Q(nlogn).

Sugestao. Considere a implementacao sequencial da rede.

Exercicio 78 Mostre que qualquer rede de ordenagao tem uma profundidade de or-
dem Q(nlogn).

Sugestao. Comece por verificar que qualquer saida y;, da rede, depende de todas as entradas,
no sentido em que, qualquer que seja j com 1 < 5 < n, e quaisquer que sejam as entradas x;

para i # j, existem valores z; e 7/ da entrada z; tais que

/ 1
yk(xla--'7xj—1a'rj7xj+1a"'axn) 7é yk(xl7"',mj—lvxja'rj-‘rlw"?mn)

Depois mostre que, se houver menos que logn comparadores, pelo menos uma das linhas z;

estd “desligada” de y;.

Na tabela seguinte usamos a notagao

n: Numero de linhas da rede de ordenacao

dp: Melhor minorante conhecido para a profundidade de uma rede de ordenagao com n
linhas.

dpr: Melhor majorante conhecido para a profundidade de uma rede de ordenagao com n
linhas.

Cm: Numero minimo de comparadores de uma rede de ordenacao com n linhas.

TIL: menor i tal que 2° > n! (minorante do niimero de comparacdes baseado na Teoria da
Informagao) com n linhas.

Alguns destes resultados demoraram anos de investigacao!
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n 12345 6 7 8 9 10 11 12 13 14 15 16
do |0 1 3 3 5 5 6 6 7 7 v v 7 7T 7 7
dy|/0 1 3 3 5 5 6 6 7 7 8 8 9 9 9 9
cn |01 3 5 9 12 16 19 25 29 35 39 45 51 56 60
T |0 1 3 5 7 10 13 16 19 22 26 29 33 37 41 45
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