Toépicos Avancados em Algoritmos I

1. Diga se cada uma das seguintes afirmagoes é verdadeira ou falsa.

(a) 14+22+432... +n? é de ordem O(n?)
(b) E possivel multiplicar 2 matrizes quadradas de dimensdes n x n em tempo O(n/n)

¢) Para qualquer fungdo f(n): N — Rt ¢ O(f(n)) = O(f(n)) NQ(f(n)).

(d) Seja f(1) = 3, f(n+ 1) = 2f(n); para qualquer polinémio p(n), ndo nulo e com
coeficientes nao negativos, temos lim,, . p(n)/f(n) =0

2. (a) Mostre que para fungoes f(n) e g(n) f,g: N — R pode ser f(n) € ©(g(n) elim,, . f(n)/g(n)
nao existir. Nota. se o limite lim, . f(n)/g(n) existe, é f(n) € O(g(n).
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(b) Mostre que n* nao ¢ de ordem O(nlogn).

3. (a) Resolva a recorréncia f(0) =0, f(n) = f(n—1) + 3™
Usando o método “tabelar—suspeitar-demonstrar” resolva a recorréncia
f(0)=0, f(n+1) = f(n) + 2n.

4. Suponha que se descobria que é possivel multiplicar 2 matrizes de dimensoes 2n X 2n com
um algoritmo que efectua 6 multiplica¢oes (recursivas) de matrizes de dimensdes n X n mais
um conjunto de operacoes (adigdes de matrizes) cujo tempo nao excede an? em que a é uma
constante positiva. Qual a ordem total, como funcao de n, do tempo de execucao de um
algoritmo que usa esta ideia?
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5. Considere o problema do “stack” com redimensionamento, usando-se a estratégia de quadri-
plicar o tamanho vector sempre que ele fica cheio. Assim temos

-+ - - + - - - ... ha redimensionamento?

1 4 4 4 16 16 16 16 ... tamanho do vector apés PUSH
1 2 3 4 5 6 7 8 ... tamanho do "stack" apés PUSH
0 1 0 0 4 0 O O ... custo do redimensionamento

1 1 1 1 1 1 1 1 ... custo do PUSH

1 2 1 1 5 1 1 1 . custo total

Determine um custo amortizado, tao baixo quanto possivel, para uma sequéncia de n PUSH’s;
mais especificamente, deverd obter como resultado uma constante inferior a 3. Mostre que,
qualquer que seja o factor de aumento do vector (2, 4,...), o custo amortizado (uma cons-
tante!) nao pode ser inferior a 2.

Pode usar os seguintes resultados dados nas aulas tedricas:

e Suponhamos que a equacgao geral da recorréncia tem a forma
aOfn + alfnfl + -+ akfnfk = bnp(n)

onde b é uma constante e p(n) é um polinémio em n; seja d o seu grau. Entdo as solugdes
da recorréncia com a equacao geral indicada podem obter-se a partir das raizes da equacao

(aork +arF 4 ag)(r — b)d+1 =0

usando o método que foi explicado para o caso das equagoes homogéneas.

e A solucdo de uma recorréncia com a equacdo geral da forma t(n) = at(n/b) + cn* onde a e b
sao inteiros com a > 1 e b > 2, ¢ e k sao reais positivos, tem a seguinte ordem de grandeza

O(n'°er ) se a > bF
O(nklogn) sea=>bk
O(nk) se a < bk




