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Introducao

Breves notas...

Inicialmente descrevemos dois formalismos muito diferentes com vista a tentar caracterizar exacta-
mente o conjunto de todas as fungbes computdveis e totais: a linguagem FOR e a definicdo cldssica
das funcdes ditas “primitivas recursivas’. Estes formalismos s3o equivalentes, isto é, definem a
mesma (e muito vastal) classe de fun¢Bes computdveis e totais, mas ndo incluem todas essas
funcdes. Este insucesso é inevitavel como resulta do Teorema 4, pagina 13, que é demonstrado com
uma técnica de diagonalizagdo.

Se n3o exirgirmos que as fun¢des caracterizadas pelo modelo sejam totais, ja é possivel incluir
todas as fung¢des computdveis! Na realidade, usando diversos formalismos equivalentes — como
as maquinas de Turing, a linguagem WHILE, processos de reducdo baseados no A—calculus... — é
possivel caracterizar exactamente a classe de todas as funcBes computaveis (totais ou n3o!) por
um qualquer “processo algoritmico”, ver também a Tese de Church-Turing, pagina 18. Chamemos
universais a estes formalismos.

H& problemas de decisdo que ndo sao decidiveis por nenhum processo algoritmico; esses problemas
dizem-se indecidiveis. O primeiro problema que demonstraremos (por contradicdo) ser indecidivel é o
da “auto-paragem”, Teorema 6, pagina 20. Mais tarde usaremos técnicas de reducao entre problemas
(pagina 6) para mostrar que ha outros problemas indecidiveis; o Teorema de Rice, pagina 26, mostra
que, qualquer que seja a propriedade das funges que consideremos (desde que haja pelo menos
uma fungdo com e outra sem essa propriedade), é indecidivel saber-se se uma funcdo dada tem essa
propriedade! Na realidade, e talvez ao contrério do que se esperaria, muitos problemas naturais sdo
indecidiveis, ver paginas 27 e 31.




Alguns conceitos que serao posteriormente estudados com mais pormenor
Visao de conjunto de alguns aspectos da computabilidade
O aluno deverd ler esta parte (pdginas 3-6) no inicio e relé-la no fim. ..

Definicdo de funcdo. Na teoria da computabilidade uma funcdo implementada por uma maquina
(instdncia) de modelo de computagdo estd definida num ponto sse a “mdquina” péra, fornecendo
um resultado (o valor da fun¢do); e ndo estd definida se a mdquina n3o péara. Esta defini¢do é
diferente da definicdo matemadtica usual!

Fungdes PR e linguagem FOR. Uma classe computavel de fun¢des totais: fungdes “primitivas re-
cursivas” (ou melhor, definidas por recursdo primitiva). Podem também ser definidas através da
linguagem FOR: equivaléncia. Nenhum modelo de computagio caracteriza exactamente a classe
das funcdes totais (demonstracdo pela técnica da diagonalizagdo).

Sobre problemas de decisdo. Um problema diz-se de decisdo quando a resposta a cada caso particular
dos dados (“instancia”) é SIM ou NAO. Por exemplo: s3o dadas as expressGes aritméticas E e F as
quais podem envolver a varidvel z, adicSes e multiplicacdes; pergunta-se “E e F s3o equivalentes!?".

Neste trabalho trataremos essencialmente de problemas de decisio?.

Sobre problemas de decisdo e linguagens. A cada problema de decisdo IT estd naturalmente associ-
ada a linguagem Ly formada por todas as instancias para as quais a resposta é SIM. Um problema
de decisdo é decidivel sse a correspondente linguagem é recursiva. Um problema de decisdo é
semi-decidivel sse a correspondente linguagem é recursivamente enumeravel.




Alguns conceitos que serao posteriormente estudados com mais pormenor
Visao de conjunto de alguns aspectos da computabilidade
— CONTINUAGAO —

Sobre funcdes e linguagens. Nomenclatura normalmente usada:

fungles recursivas, classe Rec < linguagens recursivamente enumeraveis, classe RE
fungGes recursivas totais < linguagens recursivas, classe R

Esta nomenclatura é um pouco confusa: uma fun¢do recursiva é (em geral) de uma fun¢do parcial,
isto é, uma MT qua a define (em geral) n3o péra alguns dados, mas uma linguagem L diz-se recursiva
quando existe uma MT que decide (e portanto para sempre) se um dado elemento pertence a L.

Reducdo entre problemas. Notacdo: A < B : a linguagem (ou problema) A reduz-se a linguagem
(ou problema) B; por definicdo isso acontece quando existe uma fungdo computdvel e total f :
¥* — ¥* tal que € A sse f(x) € B.

Nota. Em geral é f(A) # X*, isto é, em geral f ndo é sobrejectiva.

Reduc¢3o polinomial. Quando a redugdo se faz através de um algoritmo de tempo polinomial em |x|
escrevemos® “A <, B.

Linguagens completas numa classe. Uma linguagem L diz-se completa numa classe C relativamente
a uma reducdo “<" quando (i) L € C e (ii) para toda a linguagem L' de C é L’ < L. Assim, as
linguagens completas sdo de algum modo as mais dificeis da classe.




Defini¢des correspondentes a um determinado modelo: maquina de Turing, fungles recursivas, progra-
mas WHILE, etc.

f(n) T: a computagdo f(n) ndo termina.
Ou o valor f(n) ndo estd definido.

f(n) |: a computacdo f(n) termina com um determinado valor que n3o se explicita.
Ou o valor f(n) estd definido (n&o se diz qual é).

f(n) = z: a computagdo f(n) termina com o resultado x.
Ou o valor f(n) estd definido e tem o valor z.

{i} A func¢3o correspondente a instincia do modelo que tem o ndmero 3.

{i}m A func3o correspondente a instincia do modelo que tem o niimero i interpretada como
uma funcdo de N™ em N.

2

“Muitas vezes tanto faz” ou a “importancia dos conceitos”

Sabemos que a maquina de Turing é um modelo de computagdo universal. Mas hd muitos outros:
algumas linguagens de registos (como o WHILE), modelos derivados de A-calculus, etc. Qual
devemos usar? Tanto faz, sdo equivalentes.

Devemos usar um ou mais que um argumentos de entrada? Tanto faz, existem isomorfismos
computdveis? (alids eficientes®) entre N e N2, etc.

Devemos usar inteiros ou palavras do alfabeto {0,1}? Tanto faz. Toda a teoria das fun¢3es
N* — N pode ser reformulada em termos de fungdes (3*)¥ — ¥* pois como sabemos existe
uma bijeccdo computdvel entre N e ¥*. Os resultados sao essencialmente os mesmos.

Qual o alfabeto a usar, {0,1} ou outro? Tanto faz, podem facilmente ser “simulados” uns nos
outros.

Se usarmos a maquina de Turing como modelo de computagdo, devemos usar uma fita de trabalho
infinita nas duas direccdes ou sé infinita para a direita? Tanto faz, uma computacdo num destes
tipos de maquina pode ser simulado no outro tipo (alids de modo eficiente).

4Também se diz “efectivos” ou “algoritmicos”.
5Isto é, computédveis em tempo polinomial no tamanho dos dados.




’ Sobre linguagens ‘

Como sabemos, uma linguagem definida num alfabeto é um conjunto de palavras desse alfabeto.
Geralmente consideraremos o alfabeto {0,1}. Uma linguagem L diz-se recursiva se existe uma maquina
de Turing M tal que M(z) =1sex € Le M(x)=0sex & L (M(x) para sempre), ver pagina 23 e
a tese de Church-Turing, pag 18. Uma linguagem L diz-se recursivamente enumerdvel (RE) se existe
uma maquina de Turing M tal que M(z) =1sex € Le M(z) [ sex & L.

’Sobre problemas de deciséio‘

Num problema de decisdo faz-se uma pergunta sobre uma instancia (dados). Por exemplo para o PGP
(problema geral da paragem)

Dados: UM PAR DE INTEIROS (3, j).

Pergunta: A MAQUINA DE TURING CARACTERIZADA PELO INDICE i PARA COM OS DADOS
(CONTEUDO INICIAL DA FITA) 57 EM stmBoros: [{i}(j) | [?

A cada problema 7 de decisdo estd associada uma linguagem L1 que é o conjunto de todas as
instancias® para as quais a resposta é SIM. Por exemplo

Lpgp = {(i.4) = {i}() 1}

Um problema 7 diz-se decidivel se existe uma fun¢do computdvel (total) f(x) tal que para cada
instancia x é f(z) = 1 se a resposta a 2z é SIM e f(z) = 0 se a resposta é NAO e diz-se semi-decidivel
se existe se existe uma funcdo computdvel (em geral parcial) f(x) tal que para cada instincia x
é f(x) =1 se aresposta a x é SIM e f(z) T se a resposta é NAO. Assim, um problema I1 € decidivel
sse L1 € uma linguagem recursiva e é semi-decidivel sse Ly é uma linguagem RE

Outro problema de decisao e uma redugao

Para o PAP (problema da auto-paragem) temos
Dados: UM INTEIRO 4.
Pergunta: A MAQUINA DE TURING CARACTERIZADA PELO INDICE i PARA QUANDO OS DADOS

(CONTEUDO INICIAL DA FITA) SAO ESSE MESMO INDICE 7 EM siMBoLOS: | {i}(i) | [?

Para mostrar que Lppp se reduz a LPGP ou, simbolicamente Lppp < LPGP' temos que transformar
algoritmicamente cada instancia ¢ de PAP numa instincia (a,b) de PGP

f:i—{a,b)
tal que a resposta a ¢ (em PAP) seja SIM sse a resposta a f(i) (em PGP) for Stm. Esta redugdo é

trivial (porqué?) e é a seguinte
f(@) = (,4)

Observacdo: como acontece frequentemente, o contra-dominio é apenas uma parte do conjunto das
instancias possiveis do problema (neste caso é constituido pelas instancias (i, j) de PGP em que i = j).

6Na realidade as instancias devem ser codificadas, isto é, representadas por palavras do alfabeto. Todavia a
codificagdo nao é importante uma vez que as linguagens que correspondem a diferentes codificagbes sdo equivalentes
no sentido em que existe um algoritmo que transforma uma codificagdo noutra.




Funcgoes PR e linguagem FOR

FungBes definidas por recursdo primitiva tabém conhecidas (inglesismo) por “primitivas recursivas” ou

PR:
Tentativa de englobar todas as fun¢des totais computdveis numa mesma definicdo. Falhou!

Funcdes N — N com m > 1.
Funcoes de base As seguintes fungdes sao PR.

1. Fungdo 0. 0(z) =0
0: N—N

2. Fungdo sucessor, s(x) =z + 1
s : N—N

3. Projeccdo. As fungbes 7)) @ N” — N onde 1 < m < n, sendo

T (X1, @2,y .oy Xy) = Ty

Funcoes PR / Regras para a formacgao de novas funcoes PR

1. Composicdo. Dada a funcdo PR f : N® — N easn funges PRg; : N™ — Nparai=1,...,n
ent3o a funcio
Comp?n(fagh T agn) : an —N
definida por
compy, (x) = f(g1(x), -+, gn(x))
onde x designa o vector de varidveis (21, , Z;,), também é PR.

2. Recursio primitiva. Sejam 2 funcdes PR f : N* = Neg : N*™2 — Nonde n > 1. Entdo a
fungdo h : N"T! — N definida abaixo (onde x representa 1, - -+ ,2,,) também é PR.

{ h(x,0) = f(x)
h(X7 Y+ 1) = g(X7 Y, h(X7 y))

Exercicios PR

Exercicio 1 Mostre que as seguintes fun¢des sdo PR.
(a) flz) ==
(b) s(s(x))
(c) f(z)=2
(d) f(z,y) = g(y,x) onde g é PR. Sug. Usar a composicdo.
(e) flz,y) =2 +y
(f) flz,y) =z xy

~—

(h) A fung¢do f(z,y) = g(x) (independente de y) supondo que g é PR.




A linguagem FOR

Trata-se de uma linguagem de registos. Um registo pode conter qualquer inteiro ndo negativo. Ha
uma infinidade de registos xg, x1, T2, x3, -+ Convenciona-se que quando um programa calcula uma
funcio N* — N, os valores iniciais dos k argumentos est3o por ordem em xi, Za,..., ) € que O
resultado fica em xg; Todos os restantes argumenos contém inicialmente 0.

As instrucbes possiveis sdo

e x++: 0 conteldo do registo x é incrementado de uma unidade.
e x——: 0 conteldo do registo x é decrementado de uma unidade, convencionando-se que 0—1 = 0.

e FOR x{P} em que P é um programa FOR arbitrario: o programa P é executado um ndmero de
vezes que é o valor inicial de x. No fim x fica com o valor 0. Dentro do ciclo o registo x ndo
pode ser referido.

Um programa FOR é uma sequéncia de 0 ou mais instrucdes (o programa “nulo” é pois permitido)
O seguinte programa

FOR x1{x3++; x4++}
FOR x3{
FOR x2{x0++}

x4--; x4--; x4--;
FOR x4 {FOR x0 {}}

calcula a funcao

Flx,y) = 0 sexz=0o0ux>4
V)= y sel<zx<3




FOR: classe das funcdes N* — N implementaveis em linguagem FOR.
PR: classe das funcdes definidas por recursido primitiva

Teorema 1 FOR=PR
Demonstragao Damos sé uma ideia da demonstracio de que

PR C FOR

Seja f €PR. A prova é por indu¢do no comprimento da definicdo de f.
e Funcdes base.

1. 0(z) : N— N. Exercicio

2. s(z) : N— N. Exercicio
e ProjecgBes. 7l (x1,2,...,%,) = Zm. Exercicio

e Composicio. ldeia através de um exemplo.

compi (£, 91,92) = f(91(), g2(x))
Um programa FOR que implementa a funcdo composta pode ter a seguinte estrutura.

1. Céleulo de g1(x)
Inicialmente x estd no registo x1. Este valor é copiado para x2. Existe por hipdtese um
programa FOR que calcula g1 (z) (sem usar x2). O resultado, x0 é copiado para x3.

2. Célculo de ¢1(x)
x2 é copiado para x1 (que fica com o valor inicial, ) e corre-se um programa FOR que
calcula go(z); supomos que este programa n3o usa x3 (o que é sempre possivel).

3. Célculo de f(-,")
Neste momento x3 tem g¢;(z) e x0O tem go(x). Copia-se x3 para x1 e x0 para x2. Corre-se
um programa FOR que calcula f(z1,x2), isto é, f(g1(z), g2(z)).

e Recursdo primitiva.
Exercicio. Sugestdo: usar um ciclo em y.
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O modelo FOR é incompleto

Vamos ver que existem fun¢des totais computdveis ndo implementdveis em FOR. Mais tarde veremos
que isto ndo é um defeito do FOR: isto acontece sempre para qualquer modelo de fun¢des totais
computaveis.

Um exemplo de uma fun¢do total computdvel mas ndo implementdvel em FOR é a fun¢do de Acker-
mann.

A(0,y) = y+1
Az +1,0) = A(z,1)
Alz+1,y+1) = A(z,A(z+1,y))

Exercicio 2 Determine os valores de A(i, j) para 0 <1, j,< 3.

Exercicio 3 Escreva uma fungdo em linguagem C que implemente A, supondo que a precisdo dos
inteiros € arbitraria.

Exercicio 4 Determine formas fechadas para A(0,7), A(1,j) e A(2,7).

Porque é que A(i, j) ndo é implementédvel em FOR? Ideia: cresce mais rapidamente que qualquer fungéo
PR. Os pardmetros especificam o grau de imbricamento necessario das instrucdes de ciclo (FOR). Mas
este niimero é fixo, o programa ¢ fixo!

Generalizagao!

Seja M um qualquer modelo de computagdo que inclua apenas fungées computdveis totais. Entdo M é
incompleto no sentido em que existem fun¢des computdveis totais ndo implementdveis (representaveis)
em M. Vamos ver que é assim no Teorema 4, pagina 13.

A hipétese seguinte é muito geral. Poderia ser de outra maneira???

Hipdtese. As instancias (casos particulares) de qualquer modelo de computagdo M sdo codi-
ficaveis, isto €, existe um alfabeto ¥ e uma fungdo injectiva computével (codifica¢do)

c: M—-X*
Existe também uma fun¢do computdvel (sintaxe)
teste : ¥* — {F, v}

tal que teste(x) =V sse & é uma codificagdo de alguma instincia do modelo.

O aluno deve comprender esta hipdtese!

Cada programa FOR é representado - numa certa codificagdo - por uma palavra de um certo alfabeto.
O mesmo se passa para todos os modelos de computacio.
Vamos, usando esta hipdtese, tirar conclusdes muito gerais.




Codificacoes, indices, bijeccoes, diagonalizagao

’Codiﬁcagéo de MTS‘

Usamos o alfabeto
{n (3)7{7}7Saovlvbv+a_v>}

representando, por exemplo o estado sg por s110, etc.
Por exemplo, uma MT particular é representada pela seguinte palavra; usamos

M = (Z, F, b, S, S(],F, 5)
"({0,1},{0,1,b},b,{s0,s1},s0,{s1},{(s0,0)->(s0,0,+1),(s0,1)->(s1,0,+1) )"
ou, usando ¥ = {0, 1} e representando “,” por 0000, “(" por 0001,..., “=" por 1010

"000100110110...0010"

Exercicio 5 Completar a palavra anterior

Resultados gerais - ¥* < N
“Tanto faz usar palavras como inteiros”

Teorema 2 Para qualquer alfabeto ¥ e inteiro n > 1 existe uma funcdo computdvel e bijectiva
f ¥ <N

Exercicio 6 Defina uma funcio bijectiva computdvel entre N?, e N. Sugestdo: a cada par (I, c)
corresponde biunivocamente um inteiro ndo negativo conforme indicado

[ _c:ll 0112 ]3][4]" -]
0 0 1 10

1 2 4 7 11

2 5 8 12

3 9 | 13

4 14

Exercicio 7 Codificacao de Cantor. Usando o resultado do exercicio anterior defina funcbes
bijectivas computaveis entre N*, e N para k > 3. Sugestdo: Use composicio de fungdes.

Exercicio 8 Defina uma fungdo injectiva computavel entre {0, 1}*, e N (cuidado com os ‘“zeros a
esquerda”)




’Inteiro que descreve um programa

Teorema 3 Seja um modelo de computacdo M e uma codificacdo c. Existe uma funcdo bijectiva
f: ¢(M) < N onde c¢(M) representa o dominio da codificacdo, isto €, o conjunto das palavras que
representam instancias do modelo.

Demonstracdo baseada num programa. Seja “teste” a func3o de teste da codificacdo. A ordem
(“order" nos algoritmos em baixo) considerada para as palavras é: ordem crescente de comprimentos
e, dentro de cada comprimento, ordem lexicografica, isto é

£, 0,1, 00, 01, 10, 11, 000, - - -

f (word x){
/* D& o indice da codificag8o x */
i=0;

for all y in order
if teste(y){
if x==y return i;
i=i+1;

Para calcular f~1

f1(int 1){ 3
/* D& a codificag8o de Indice i */
j=0;

for all y in order
if teste(y){
if i==j return y;
J=i*L;

Assim podemos falar da instdncia nimero @
MT ndmero ¢

Programa nimero i

Definicdo ndmero i

Resulta. ..

Corolério 1 Seja qual for o modelo de computacdo M existe uma funcdo bijectiva f : M — ¥*

A fung3o (eventualmente) calculada pela instdncia do modelo com o nimero i designa-se por {i} (ou

por ¢;); por exemplo, se essa funcdo é o sucessor temos por exemplo ’ {i}(5) = 6‘ (ou ’@‘(5) =6 ‘)
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O método da diagonalizagao

Usado por Cantor para provar que o conjunto dos inteiros ndo é isomorfo ao dos reais.
Vamos usa-lo para mostrar o resultado ja enunciado

Teorema 4 Seja M um qualquer modelo de computacdo (ou de representacdo) que inclua apenas
funcdes computdveis totais. Entdo M é incompleto no sentido em que existem funcbées computaveis
totais ndo implementaveis (representdveis) em M.

Demonstracao. Seja a fungido g assim definida onde f é a fun¢do que associa a cada inteiro a
respectiva instancia (f depende de M; f(i) é basicamente a fun¢do {i})

g(i) = f(i)(i) +1

isto é, a instancia niimero ¢ é aplicada ao inteiro ¢ e soma-se 1.
A fungdo g é computdvel. Se g fosse implementada (definida, etc.) por alguma insténcia do modelo -
seja k o seu nlimero - tinhamos

Vi >0g(i) = f(k)(3)

Mas em particular, poderiamos tomar ¢ = k donde resulta

Mas isto contradiz a definicdo de g.
Para o Teorema “funcionar” é importante que M sé caracterize funcdes totais!

’Néo definido = nao termina

H4 modelos de computacdo que (aparentemente) caracterizam todas as fun¢des totais computdveis.
Mas caracterizam também obrigatoriamente fun¢les parciais.
Principio da equivaléncia entre indefinibilidade e ndo terminacdo

n3o termina = n3ao definido

z prog. WHILE

\

1 (n3o definido)




Linguagem WHILE e fungoes recursivas

’ A linguagem WHILE ‘

A linguagem WHILE caracteriza exactamente as fun¢des recursivas — isto é as fungdes (em geral
parciais) que sdo implementdveis por um qualquer processo algoritmico. Veremos outro método de
caracterizar a mesma classe de funcdes.

As convengdes sobre o resultado e argumentos das fungdes, valores iniciais, etc. sdo semelhantes as da
linguagem FOR.
Um programa é uma sequéncia de instrugdes. Uma instrucao pode ser de um dos tipos seguintes.

e x++: como na linguagem FOR.
e x-—: como na linguagem FOR.

e WHILE x{P}: O programa P é executado enquanto for x > 0. Nota: ao contrdrio do que passa
com a linguagem FOR, a varidvel x pode ser (e muitas vezes é) modificada dentro de P.

Exercicios sobre a linguagem WHILE

Exercicio 9 Mostre que todo a funcdo implementdvel em linguagem FOR é também implementdvel
em linguagem WHILE.

Exercicio 10 Mostre que existem fungbes implementdveis em linguagem WHILE que ndo sdo imple-
mentaveis em linguagem FOR.

Exercicio 11 Como implementaria em linguagem WHILE uma pilha (“stack”)? Note que em qualquer

programa o niimero de registos utilizado € finito e que n3o existe indexac3o.
Sugestdo. Use um inteiro, fazendo o “push” com multiplicacdo+adico.

Exercicio 12 Mostre que uma instrucdo do tipo

xi < xj+k
onde ‘k” é uma constante, pode ser implementada em WHILE.
Exercicio 13 Implemente em WHILE a seguinte funcdo

_J 0 sen é€par
f(n)_{T sen é impar




Minimizacao

Todas as fungbes PR sdo totais. Vamos introduzir um novo operador que permite a definicio de
fungdes parciais.

Notagao. Se A e B sio conjuntos, f: A —, B designa uma fungdo ndo necessariamente total
de Aem B.

Operador de minimizagao
Seja f: N"*1 — N. Define-se g : N* —, N por minimizacdo como:

g(x) = menor y tal que f(x,y) =0

Designa-se g = u™(f).
Mesmo que f seja total, a fun¢do p™(f) pode ndo o ser.

Exercicio 14 Dé um exemplo do que acabamos de afirmar.

Mais rigorosamente

pt(f)(x)=y  sef(x,y)=0e
Vz,0< 2z <y, f(x,2) | e f(x,2) #0
wt()(x) 7T caso tal y n3o exista
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Classe Rec e linguagem WHILE

Fungoes recursivas — definigao classica
Funcoes recursivas - em geral parciais
Definidas de modo andlogo as funcdes PR (ver pagina 7) usando

— As mesmas fun¢des de base.
— Os mesmos métodos de definicdo
— A minimizagdo.

Por outras palavras, a classe das funcdes (parciais) recursivas Rec é o menor conjunto de funcdes de
N™ em N que inclui as fun¢des de base 0(z), s(z) e m e que é fechado relativamente & composicdo, a
recursdo primitiva e 3 minimizagdo. Uma funcdo diz-se recursiva total se pertence a Rec e é total.

WHILE=Rec
Seja WHILE a classe das fun¢des implementdveis na linguagem WHILE (com algum “overloading”. . .).
Temos o seguinte resultado

Teorema 5 WHILE=Rec

Demonstragao N3o incluida.




Funcgoes recursivas - exercicios

Exercicio 15 (O exercicio mais facil jamais visto. ..)
Mostre que a classe de fungées PR estd incluido na classe Rec

Exercicio 16 Mostre que a classe de funcées PR estd incluido propriamente na classe Rec

Exercicio 17 Mostre que as seguintes fungdes sdo recursivas. Pressupomos que se sabe que determi-
nadas fungdes sdo PR.

1. A funcdo totalmente indefinida T: N — N

N <
2. Afungaof(n):{ (T) 32252

Funcoes recursivas totais

A classe PR estad propriamente incluida na classe das fungdes recursivas totais, RecT. Por exemplo, a
funcdo de Ackermann é recursiva total. Note que ndo existe uma caracterizagdo “sintdctica” de RecT,
ver Teorema 4, pagina 13.

Aparentemente, qualquer fun¢do parcial computavel, em particular, qualquer funcdo total computdvel
parece ser recursiva.

Exercicio 18 Porque é que o método da diagonalizacdo ndo se aplica as fungdes recursivas? Em

particular considere o seguinte esquema diagonalizacdo onde {i} representa o modelo (definicio de
func3o recursiva) com o indice i e se pretende mostrar que existem sempre funcées computdveis nio

representadas no modelo.
. 0 s
f(”:{ TRt

A fungdo f € alguma das fungBes {j}? A fungdo f € recursiva (implementavel)?
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Modelos universais e tese de Church-Turing

Modelo universal: qualquer modelo de computagdo equivalente as maquinas de Turing. Ha muitos.

Tese de Church-Turing (versdo para fun¢des): Se uma fungdo (parcial, em geral) é computével
por um qualquer processo algoritmico, entdo também é computdvel por uma maquina de Turing de-
terministica.

Diz-se que uma fun¢3o (parcial, em geral) f(x) é computavel por um processo algoritmico quando se
verificam as seguintes condigdes.

- Se f(z) | e f(z) =y, o “processo algoritmico” termina com resultado y.
- Se f(z) 1 (f(z) n3o estd definida) o “processo algoritmico” n3o termina.

Assim

ndo terminagdo da computagio - n3o definibilidade
do processo algoritmico da funcdo

Tese de Church-Turing (versdo para linguagens): Se uma linguagem é aceite por um qualquer
processo algoritmico, entdo também é aceite por uma maquina de Turing deterministica.

Diz-se que uma linguagem L é aceite por um modelo de computacdo algoritmico se, a computagio
termina com resultado “SIM" quando x € L e n3o termina caso contrério.

Em termos de classes de linguagens equivalentes:

Linguagens recursivamente enumeraveis
= Linguagens reconhecidas por maquinas de Turing
Linguagens do tipo 0
Linguagens de Post, L(PS,T)
Linguagens definidas por sistemas de Markov
= Linguagens definidas por sistemas EIL
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Classes de funcgoes e linguagens

Seja
e FOR - Classe das fun¢des que podem ser implementadas em linguagem FOR.
e PR - Classe das fun¢des definidas por recursdo primitiva.

e RT - Classe das fungdes recursivas totais - computdveis e totais (n3o é uma classe que possa ser
definida através de um modelo de computagio).

e Rec - Classe das fungBes recursivas (parciais em geral) - computdveis.

Temos FOR = PR C RT C Rec onde “C" representa a inclusdo prépria de conjuntos.
Uma linguagem é recursiva (classe r) sse tiver uma fungdo caracteristica recursiva total.

Uma linguagem é recursivamente enumerdvel (classe re) sse tiver uma fun¢do semi-caracteristica re-
cursiva.

Definindo classes recursivas. .. ‘

Algumas classes de fun¢des de N*¥ em N computaveis (parciais, em geral), isto é, sub-conjuntos de
Rec, classe das fungdes recursivas.

e Funcdes implementaveis numa maquina de Turing = para as quais existe uma MT que d3 o
mesmo valor da fun¢do quando ele estd definida e ndo para quando n3o esta.

e Funcgbes implementaveis em linguagem WHILE.
e Funcdes implementaveis em linguagem C (sem limites no valor dos inteiros).
e Funcgdes definiveis em A-calculus puro.

Todas estas classes sao iguais e, pela tese de Church-Turing, iguais a Rec.




Fungoes nao computaveis / Problemas indecidiveis

1 Uma diagonalizagdo

f(n) = { én}(n) +1 se{n}(n)|

caso contrario

Teorema 6 Indecidibilidade do problema da auto-paragem, “self-halting problem”
O problema | {n}(n) | | é indecidivel. Ndo existe nenhuma fun¢do recursiva total, seja [ tal que

f(n) = { 1 se{n}(n) |

0 caso contrario

Demonstracao. Por contradicdo. Supomos que existe f e seja k um seu indice.
Podemos definir a seguinte fun¢do computdvel (recursiva)

0 caso contrario

Seja M’ uma MT que calcula f/ e p um seu indice. Considere-se a computacio

{r}(p)

Chega-se a uma contradicio.

Exercicio 19 PGP, Problema geral da paragem, “halting problem”
Considere o problema “dados n e m, | {n}(m) | ['. Mostre que este problema, o “problema geral da
paragem” é indecidivel, usando uma reducdo PAP < PGP.

Exercicio 20 Paragem com fita vazia
Mostre que o seguinte problema é indecidivel:

Dado n, m

PAP < PFV

Sugestdo Defina uma reducdo




Linguagens nao recursivas

As seguintes linguagens n3o sao recursivas.

L {n[{n}(n) |}
2. {p(n,m) | {n}(m) |} onde p(—, —) é uma bijeccdo de Cantor de N? em N.

3. {n[{n}(0) I}

Exercicio 21 Mostre que todas as linguagens referidas sdo RE

’ Problemas indecidiveis ‘

’Demonstragéo de indecidibilidade‘

iComo se mostra que o problema P é indecidivel? Ha vérios processos.

1. Directamente: Supor que P é decidivel e chegar a uma contradicdo. Foi o que fizemos para o
problema da auto-paragem.

2. Fazer uma redugdo de Turing Q < P onde () é um problema que ja sabemos ser indecidivel.

3. Usar outros resultados, Teorema de Rice.

1 Diz-se que se faz uma reducdo de Turing do problema P ao problema () e escrevemos
P < Q se definirmos uma fungcdo computdvel (total) das instincias de P nas instancias de Q

f:P—=Q
tal que, qualquer que seja a instancia x de P, a resposta a x é SIM sse a resposta a f(x) é SIM.
Exercicio 22 Mostre que se P < Q e P é indecidivel entdo ) também ¢é indecidivel.

Versoes para linguagens
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Exercicios de revisao

Exercicio 23 Considere uma variedade V de méquinas de Turing em que o alfabeto da fita é " = {b, a}
(b é o "branco”).

1. Em que sentido é que se pode dizer que o tipo V de MTs tem a capacidade computacional de
calcular todas as funcdes recursivas.

2. Considere uma mdquina de Turing em que IV = {0, 1, 2} (0 é o “branco"). Mostre como poderia
simular uma computagdo desta maquina numa do tipo V. Considere por exemplo a tradugdo de
uma transi¢do do tipo (1, s) = (0,5, —).

Exercicio 24 Mostre que a seguinte funcdo onde k£ é uma constante é primitiva recursiva; pode usar
a defini¢do ou implementé-la em linguagem FOR (sem acrescentos. . . ).

1 sen=k
fn) = { 0 caso contrario

Exercicio 25 Usando o resultado do exercicio anterior mostre que se f(x) é PR e g(x) sé difere de
f(z) num conjunto finito de pontos, entdo g também é PR; sabe-se & partida que a multiplicacdo e
adicdo sao PR.

Exercicio 26 Mostre directamente que as seguintes fungdes sdo PR:
1. f(x) =2 —1, sendo f(0) =0.
2. flz,y)=x—y,

Exercicio 27 Suponha que f(z,y) é recursiva. Mostre que o seguinte programa calcula também uma
func3o recursiva.

g(int x){ int t;
y=0;
while ((t=£f(x,y))!=0)
/* 0 cédlculo de f(x,y) pode nfo terminar! */
y=y+i;
return(y); }

Exercicio 28 Mostre que a seguinte linguagem é recursivamente enumerdvel mas n3o recursiva {n | {n}(4

} Sugestdo Resolva uma questdo equivalente relativa a decidibilidade de problemas.
Exercicio 29 Defina modelo universal de computac3o de funcdes.

Exercicio 30 Mostre que ndo existe nenhum modelo de computagdo (com as caracteristicas que ge-
ralmente lhes sdo atribuidas) que inclua exactamente as fung3es recursivas totais.

)

!
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Computabilidade

Funcdo caracteristica de A C N é a funcio (total) (verde ou vermelho)

ChA

)
={o ngi
)

Func3o semi-caracteristica s4 € a funcdo (parcial) (verde ou nada)

1 neAd
SA(”):{ T negA

A C N € recursivo: se a sua funcdo caracteristica € recursiva.
A C N ¢é recursivamente enumeradvel (RE) se a sua fun¢do semi-caracteristica s4 é recursiva.

’Méquinas de Turing universais‘

MT universal U. Simula qualquer MT. Seja qual for n,m € N é

{u}(n,m) = {n}(m)

onde u é um indice de U e (n,m) é um inteiro que representa o par (ex: bijeccdo de Cantor).

’O teorema de Post ‘

Teorema 7 Teorema de Post
Um conjunto A C N € recursivo se e s6 se ele e o seu complementar forem recursivamente enumeraveis.

Exercicio 31 Demonstre o Teorema de Post. Pode usar processos informais de célculo e usar a tese
de Church-Turing.

Exercicio 32 Suponha que os conjuntos A, C N s&o recursivos (RE). Mostre que AU B e AN B sdo
recursivos (respectivamente RE).

Exercicio 33 Seja Mostre que o conjunto {n | {n}(n) T} ndo é recursivo nem RE
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O Teorema S-m-n

O seguinte teorema n3o é profundo mas facilita demonstracdes.

Teorema 8 Teorema S-m-n L . o
ejam m, n > 1. Existe uma funcdo primitiva recursiva S] tal que para qualquer indice e, x € N™ e

y € N?,
{etmin(xy) = {S7'(e,x)}y)

Demonstragao. Ideia (sem mostrar que é PR). Dado x e e, a fungdo SI" calcula o indice de uma
maquina de Turing que, perante qualquer dado y, comega por gerar o par (x,y) e depois se comporta
como a maquina de indice e.

O nome “recursivamente enumeravel”. Conceito de MT enumeradora.

Teorema 9 Um conjunto A é RE sse existir uma MT enumeradora que enumera os seus elementos.




Teoremas dos dominios e contradominios

O que significa aqui dominio e contradominio?

Teorema 10 O conjunto A C N é RE se e s6 se A é o dominio duma fung3o recursiva parcial.

Demonstragdo. Sentido —: Se A é RE existe uma fungo recursiva parcial f(x) tal que f(z) =1
sex € Ae f(xz) ] sex ¢ A Obviamente o dominio de f é A.

Sentido «: Suponhamos que A é o dominio duma fun¢3o recursiva parcial f. A funcdo f’ tal
que f'(z) =1se f(z) | e f'(x) ] se f(x) T é também recursiva parcial (porqué?), o que mostra que A
é RE.

Teorema 11 Um conjunto infinito A é RE se e s6 se € o contradominio de uma fung¢do recursiva total.

Demonstragao. Sentido —: Se A é RE existe uma fungdo recursiva parcial f(x) tal que f(z) =1
sex € Ae f(z) 7 sex ¢ A Consideremos uma MT M’ que tem como dados um inteiro n e simula
simultaneamente as computa¢des M (g), M(0), M (1), M(00)...usando a técnica “dovetailing”; M’
para quando ocorrer a paragem da n-ésima MT simulada, seja M (z); o resultado é z. A MT M’
corresponde a uma fungdo recursiva total (é total devido ao facto de A ser infinito) cujo contradoinio
é A.

Sentido «—: Seja A o contradominio de uma fungdo recursiva total f. Seja M uma MT que im-
plementa f. Considere-se a func3o recursiva parcial f’ que corresponde a uma MT M’ que, dado z,
simula simultaneamente as computa¢des M (g), M (0), M (1), M(00). ..usando a técnica “dovetailing”
e pdra se e quando uma das maquinas simuladas parar com o resultado x. Se M’ parar, o resultado
é 1. Ent3o, se x € A, M'(x) tem o resultado 1 e, se ¢ A, a computa¢do M’(z) n3o termina oque
mostra que A é RE.




Teorema de Rice

Seja A’ o complementar do conjunto A, A’ = N\ A.

O Teorema de Rice diz-nos que os conjuntos de inteiros que sio os indices de MTs a que correspondem
fungBes undrias com certas propriedades s3o (quase sempre) no recursivos.

Por outras palavras, o seguinte problema é em geral indecidivel: Dado n, a fungdo implementada pela
MT com indice n é...7

Seja C1 o conjunto das fungdes recursivas de aridade 1.

Teorema 12 Teorema de Rice
Seja BC Cy, B+# 0 e B # C;. Entdo, o conjunto {n € N | {n} € B} ndo é recursivo.

’Demonstragz’io do teorema de Rice‘

Demonstragao. Pelo enunciado B # 0 e B’ # (. A fung3o totalmente indefinida T ou estd em
B ou em B’. Seja h uma fung3do que n3o estd no mesmo conjunto que 7. Sem falta de generalidade
suponhamos que 7¢ B. Defina-se

T caso contrdrio

A funcdo f é computdvel. Pelo Teorema S — n — m, existe uma funcdo primitiva recursiva g tal que

f(x,y) = {9(z)}(y).

Yy {g(@)}(y) = h(y) se {a}(z) |
Yy {g(x)}y) T se {a}(z) 17

entdo
{a}(@) | sse {g(x)} €B

Isto é reduzimos o problema da auto-paragem ao problema de saber se uma dada fun¢do estd em B.

Como o primeiro é indecidivel o problema | {z} € B | é indecidivel.




O problema “Uma funcao é total” é indecidivel

3 demonstragoes

Mostramos que o conjunto seguinte n3o é recursivo

T ={n | {n} é total}

1. Ndo ha nenhum modelo que inclua todas as fungbes totais computaveis.
Se T fosse recursivo tinhamos um modelo nessas condi¢Bes - existia f total (teste sintatico?)
tal que f(n) = 1 se x € ¥* representa uma MT que implementa uma fungdo total e = 0 caso
contrdrio.

2. Pelo teorema de Rice - exercicio.

3. Directamente
1 se {z}(x) ndo paraem < aSs0S
fla,y) = { T casf) ignt)rério i =P

A fun¢io f é computdvel (Exercicio: Explique porqué e como). Pelo Teorema S-m-n, f(x,y) =

{9(2)}(y).
Se {z}(x) 1 entdo {g(x)} é total.
Se {x}(z) | entdo {g(z)} ndo estd definida a partir dum dado valor.

{g(z)} é total sse {z}(x)7

Entdo se | {n} é total | é semi-decidivel também o é o problema complementar da auto-paragem.

’ Outro problema indecidl'vel‘

Equacdes diofantinas: é dado um conjunto de varidveis

{Jj, Y, - 72}

e uma equacgdo de coeficientes inteiros nestas varidveis, p. ex.

17822327 — 3322'19% + 997210 4+ 12331 =0

Pergunta-se: A equagdo tem solugdo inteira - isto é, existem z,..., z que a satisfazem?
Este problema é indecidivel (1971). Essencialmente porque se pode “programar” a paragem de uma
qualquer MT numa equacgio diofantina.
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Classes de linguagens; uma linguagem completa em RE

’Classes de linguagens (e problemas) ‘

Classificando o conjunto A C N:

e R- A e A’ sio recursivos.

Problema correspondente: decidivel.

e RE - A é RE e n3o recursivo
Problema correspondente: semi-decidivel.

e co-RE - A’ é RE e n3o recursivo
Problema correspondente: complementar de semi-decidivel.

o Nada disso - Nem A nem A’ sio RE

Exercicios

Exercicio 34 Classifique os seguintes conjuntos ou problemas numa das 4 classes referidas. Com
excepcdo do c), pode usar o teorema de Rice.

1. Dado z, {z}(x) | (auto-paragem)

Dado z, {z}(x) 1 (co-auto-paragem)

Dado x, {x}(0) | (paragem com dados 0)

Dado x, {z}(5) = 7.

Dado y (x fixo), {x}(y) | (paragem com dados y).
Dado y (u é um indice de uma MT universal), {z}(y) |.
Dado x, {x}(0) 1 (ndo pdra com dados 0)

N S A W N




8. Dado x, {x} ndo é a funcdo 17
9. Dado x, {z} € a fungdo 17

10. Dado z, {x} é uma fungdo total?




Uma linguagem completa em RE

Nota. Designaremos por RE tanto uma abreviatura de “recursivamente enumerdvel” (“a linguagem L
é RE") como a classe das linguagens recursivamente enumerdveis.
Como sabemos, a linguagem Lpgp associada ao problema geral da paragem €

{{n,m) : {n}(m) |}

Teorema 13 A linguagem Lpc;p € completa na classe das linguagens RE, isto é, para qualquer lin-
guagem L de RE temos L < Lp¢;p-

Demonstragdo. Seja L uma linguagem de RE. Por definigdo existe uma MT M, tal que My (x) =
lsex € L e My (x) ] caso contrdrio. Seja i um indice de My, e x uma palavra qualquer. Consideremos
a transformac¢ao de instancias

fir z— (i,x)

Note-se que para cada linguagem L, o inteiro i é fixo. A fungdo f; é computével (alids de forma trivial)
e, por definicdo do PGP,

rel — My(e)=1 «— My(a)| — (i,a) = f(z) € Lpgp

onde o sinal «—— significa “sse” (se e sé se). As duas primeiras equivaléncias resultam da defini¢do da
maquina M, e a dltima das definicdes do problema PGP e da funcdo f.

Exercicio 35 Mostre que Lpjp € também um problema completo na classe RE.
Sugestao. Para resolver este problema siga o seguinte caminho

— Mostre que PGP<PAP.
— Mostre que a redutibilidade entre linguagens € transitiva.

— Use os resultados que provou para mostrar que para qualquer linguagem L de RE é L <PAP.

Exercicio 36 Mostre que uma linguagem recursiva ndo pode ser completa em RE.
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Mais alguns problemas decidiveis e indecidiveis

Ja vimos diversos problemas de decisdo decidiveis e indecidiveis. Vamos agora mencionar mais alguns.
Pensamos que o leitor saberd em cada caso caracterizar mais formalmente o problema e, em particular,
de ver quais s3o os dados (“instdncia”). Usamos as seguintes abreviaturas: AFD (autémato finito
deterministico), GIC (gramdtica independente de contexto ou “de contexto livre”) e MT (mdquina de
Turing).

— Problema da correspondéncia de Post — indecidivel.
Damos uma ideia deste problema com um exemplo (de Rozenberg e Salomaa). Sejam as seguintes
sequéncias de palavras de alfabeto {a,b}: (aa,bb,abb) e (aa,bb,abb). Se concatenarmos a
primeira, a segunda, a primeira e a terceira palavras de qualquer uma das duas listas obtemos a
mesma palavra: aabbaaabb; para esta insténcia (as duas listas) o problema da correspondéncia
de Post tem solucgdo.

— A linguagem caracterizada por um AFD € recursiva.
Por outras palavras dado o AFD A e a palavra z, o problema “z € L4?" é decidivel. O mesmo
se passa se em vez de AFD’s usarmos GIC's (uma dada palavra é gerada por uma dada GIC?).
Muitos outros problemas relativos a linguagens regulares também s3o decidiveis. Um exemplo:
a linguagem caracterizada por um AFD é vazia?

— A linguagem caracterizada por uma GIC é recursiva.
“Uma dada palavra é gerada por uma dada GIC?".

— Equivaléncia de dois DFA’s — decidivel.
Dois AFD's dados sdo equivalentes (caracterizam a mesma linguagem)?

— Equivaléncia de duas GIC's — indecidivel.
— Equivaléncia de duas MT's — indecidivel.

— Equivaléncia de duas expressées em (N, +) — decidivel.
E dada uma expressdo légica fechada (sem varidveis livres) do seguinte tipo: Q121 - Qg E =
F em que F e F s3o expressdes aritméticas que podem envolver varidveis, constantes paréntesis
e o operador “+". Um exemplo: 3z 4+ x = 5. Pergunta-se: a expressdo ldgica é verdadeira?

— Equivaléncia de duas expressées em (N, +, x) — indecidivel.
J& referimos um caso particular, o das equa¢des diofantinas (pag. 27).
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