Complexidade 2007: folha pratica n® 7
Problemas e linguagens associadas; codificacoes; introducao as redugoes polinomiais
FCUP/DCC Docente: Armando Matos

Nota. Comecar por estudar os conceitos, as notagoes e os problemas de decisao explicados nesta
folha, apds os problemas.

1. e Juntando inteiros. . .
Considerem-se os inteiros m e n escritos na base 2 e a seguinte representagao do par (m,n):

x = |m|mn.

m
Para m =5 en =9 qual é a palavra z?

Sendo x = 01001010111, qual o valor de m? E o de n?

(a)

(b)

(c) Motre que a partir de  se pode descodificar univocamente as palavras m e n.
)

(d) Qual o comprimento de z como fungao de m e n? Nota. Na folha pratica 1, vimos que

a representacao de n na base 2 tem comprimento [log(n + 1)].

2. - Explique como codificar (no alfabeto {0,1}) um grafo ndo dirigido usando a técnica do
problema 1 para o par (m,z) onde m é o ntmero de vértices e x é a justaposicao das linhas

da matriz das adjacéncias.

3. Codificando o problema CLIQUE
Uma instancia do problema CLIQUE é um par (n,G). Usando a ideia do problema anterior,
especifique uma codificagao para este problema.

4. e Resposta sim e resposta nao. . .
Para cada problema 7 indique uma instancia pertencente a L, e uma instancia nao perten-
cente a L. Nao é necessario apresentar as codificagoes; por exemplo, para o caso do CLIQUE,
basta apresentar, para cada instancia, o tamanho do CLIQUE e um desenho do grafo.
(a) e 3SAT; deve ser U = {a, b, c}.
(b) e SAT; deve ser U = {a}.

(c) e CLIQUE; nas instancias (n,G) deve ser n = 3 (tamanho do clique) e o grafo conexo

com 4 vértices.

(d) e VC; nas instancias (n,G) deve ser n = 3 (tamanho da cobertura) e o grafo conexo

com 5 vértices.
(e) e HP; o grafo deve ter pelo menos 4 vértices e ser conexo.
(f) e HC; o grafo deve ter pelo menos 4 vértices e ser conexo.

(g) e 3COL; o grafo deve ter pelo menos 4 vértices e ser conexo.
5. - Mostre que 3SATxSAT.

6. e Mostre que HPocHC (ver também folha 8). Por definigao de reducao polinomial, deve carac-
terizar uma transformagao f (computével emtempo polinomial) que transforma cada grafo
néo dirigido G num grafo néo dirigido f(G) tal que G tem um ciclo hamiltoneano sse f(G)
tem um caminho hamiltoneano; relembra-se que no caminho hamiltoneano os extremos tém

que ser vértices distintos.




’ Alguns conceitos importantes para esta folha de exercicios ‘

(explicados de forma suméria)

— Se z é uma palavra, |z| é o seu comprimento; [001] = 3. Se = é um palavra, |z| é o comprimento da sua
representagdo na base 2; por exemplo, |9| = 4.

— Seja a palavra © = ajaz---an; entdo T = 0a10az - - - 0an 1, palavra de comprimento 2n + 1. Por exemplo,
010 = 0001001. A partir de Tzy pode obter-se univovamente x e y.

— Um grafo néo dirigido G = (V, E) é caracterizado por um conjunto V de nés (ou vértices) e por um
conjunto E de ramos (ou arestas). Cada ramo (a,b) é um par ndo ordenado de nés distintos (isto é, (a,b)
e (b, a) representam o mesmo ramo e é necessariamente a # b).
Exemplo: U = {(a,b,¢,d)} e E = {(a,b), (b,¢c), (c,d), (d,b) }; desenhe este grafo! Usando a ordem (a,b, ¢, d), a
matriz das adjacéncias é, representada pela justaposicao das respectivas linhas, 0100101001010110; verifique!

— Um ciclo de um grafo ndo dirigido é uma sequéncia de ramos
(a1,a2), (az,a3), -+, (an,a1)
com n > 1. Um ciclo diz-se simples se todos os a;, 1 < i < n, sao distintos.
Um caminho de um grafo nao dirigido é uma sequéncia de ramos
(a1,a2), (az,a3), -+, (@an—1,an)
Um caminho diz-se simples se todos os a;, 1 < i < n, sdo distintos.

— Codificagdo das instdncia de um problema de decisao w: fungdo ¢: Z — {0,1}* que transforma cada

instancia I € Z de m numa palavra.
— Linguagem L associada ao problema de decisdo m: L, = {x : resposta a x no problema m é sim}.

— Reducdo polinomial entre problemas
O problema de decisao A reduz-se polinomialmente ao problema de decisao B e escreve-se A o« Bou A <, B
se existir uma fungao (total) f computdvel em tempo polinomial que transforma instancias de A em instancias
de B e tal que z € L4 sse f(z) € Lp.
A nica diferenga entre “reducdo polinomial” e “redugdo” (aprendida em Computabilidade) é o facto de f(z)

ter que sercomputével em tempo polinomial (em |z|)

’ Alguns problemas de decisao. ..

Problema 3SAT (Satisfabilidade de clatisulas com 3 literais)

INSTANCIA: (U, C) onde U é um conjunto de varidveis logicas e C' é um conjunto de clatsulas (CNF) de 3 literais.
Cada literal é uma varidvel de U ou uma varidvel de U negada. Em principio, dentro da mesma claisula cada
varidvel ocorre no maximo uma vez; assim, (u,v,%) nao é uma cladsula.

PERGUNTA: Existe alguma valorizagao légica das varidveis de U que satisfaca todas as cladsulas?

Exemplo de instancia: (U, C) com U = {u,v,w, z} e C = {(u,7,w), (u,v,w), (4, w,Z)

C é entendido como (u VT VW) A (uVoVw)A(@VwVZz).

Problemas 1SAT, 2SAT, etc.

Definidos de forma andloga a 3SAT.

Problema SAT (Satisfabilidade de clatisulas)

Definido de forma andloga a 3SAT, mas sem restrigdes no numero de literais por clatsula (podem existir em C
clatisulas com um qualquer ntimero de literais, por exemplo C = {(u), (@, v, W), (T, W)}).

Problema CLIQUE INSTANCIA: Um grafo nao dirigido G = (V, E) e um inteiro k < |V|.

PERGUNTA: Existe algum conjunto V/ C V' com k vértices tal que (u,v) € E para quaisquer vértices distintos u e v
de V'?

Problema VC (Cobertura por vértices) INSTANCIA: Um grafo nao dirigido G = (V, E) e um inteiro k < |V|.
PERGUNTA: Existe algum conjunto V/ C V' com nao mais de k vértices (|V’| < k) tal que qualquer ramo do grafo
tem pelo menos uma das extremidades em V'?

Problema HC (ciclo hamiltoniano). INSTANCIA: Um grafo nao dirigido G.

PERGUNTA: Existe em G um ciclo que passe uma e uma s6 vez por cada vértice do grafo?

Problema HP (Caminho hamiltoniano). INSTANCIA: Um grafo nao dirigido G.

PERGUNTA: Existe em G um caminho que passe uma e uma s6 vez por cada vértice do grafo? Nada se impde sobre

0s vértices extremos do caminho, para além de serem distintos.
Problema 3COL (colorir um grafo com 3 cores). INSTANCIA: Um grafo nao dirigido G = (V, E).

PERGUNTA: G pode ser colorido com 3 cores, isto é, existe uma fungéo f : V — {1,2,3} tal que i # j = f(3) # f(4)7




