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Nome: <Uma vers~ao do teste I com correcç~ao> NMEC: .

Notas.

1. Perguntas
Nota importante: Escreva V ou F dentro do quadrado respectivo. Cada quadrado: 100% se resposta

certa, 0% se não responde, -100% se resposta errada.

◦ A solução da recorrência f(0) = 0, f(n + 1) = f(n) + n é um polinómio de grau 3 f

◦ 2n2 é de ordem O(n3) . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . v

◦ Sejam as funções f e g de N em R+; se limn→∞ f(n)/g(n) existe e é finito

(nulo ou não!), então f(n) é de ordem Ω(g(n)) . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . f

◦ Seja f definida por f(n) = n se n é par e f(n) = 0, se n é ı́mpar.

f(n) é de ordem O(
√

n) . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . f

◦ O(3n2) = O(n3 + 2n + 1) . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . f

◦ Seja f : N → R definido pela recorrência f(1) = 1, f(n + 1) = 2f(n) +
√

n.

A função f(n) cresce mais rapidamente que qualquer polinómio em n . . . . . . . . . . . v

◦ Se f(n) ∈ Θ(n2) e g(n) ∈ Θ(n2), então limn→∞ f(n)/g(n) existe e é finito . . . . . . f

◦ Se f(n) ∈ O(n2), então f(n) ∈ Θ(n2) . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . f

◦ Se a equação caracteŕıstica correspondente à equação geral (homogénea) de uma re-
corrência é (x − 2)2(x − 3), as soluções posśıveis da equação geral são exactamente as

da forma α2n + βn2n + γ3n, onde α, β e γ são coeficientes reais arbitrários . . . . . v

◦ Sejam as funções f e g de N em R+; se f(n) é de ordem Ω(n),

então limn→∞ f(n)/g(n) existe e é finito . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . f

2. Mostre que log n é de ordem O(n) mas que n não é de ordem O(log n). Pode usar os seguintes
factos: log n é uma sucessão crescente e ilimitada e limn→∞ log n/n = 0.
Resp.
→ ‘log n não é de ordem O(n)’: Por definição de limite, temos sucessivamente

∀ε > 0, ∃n0, ∀n ≥ n0 : | log n/n| < ε

⇒ ∀ε > 0, ∃n0, ∀n ≥ n0 : log n/n < ε

⇒ ∀ε > 0, ∃n0, ∀n ≥ n0 : log n < εn

⇒ ∃n0, ∀n ≥ n0 : log n < n

onde a última afirmação resulta de se fixar ε = 1. Para chegarmos ao resultado pretendido,
basta tomar k = 1 e o correspondente valor de n0 na definição de “log n é de ordem n”.
→ ‘n não é de ordem O(log n)’: se isso fosse verdade, ∃k > 0, ∀n0, ∃n ≥ n0 : n ≤ k log n, ou
seja, (para n ≥ 1), ∃k > 0, ∀n0, ∃n ≥ n0 : log n/n ≥ k, o que é contraditório com o facto
de limn→∞ log n/n = 0 (verificar!).

(continua no verso)



3. Resolva a seguinte recorrência usando o método que entender, mas de forma rigorosa.
Sugestão. Pode ter interesse tabelar também 2n.{

f(0) = 1
f(n + 1) = 2f(n)− n + 1

Resp.

Tabela:

n 2n f(n)
0 1 1
1 2 3
2 4 6
3 8 11
4 16 20

Suspeita: f(n) = n + 2n

Demonstração de que a solução da recorrência é f(n) = n + log n (por indução em n).
Caso n = 0: f(1) = 1 da recorrência e 0 + 20 = 1

√

f(n) = n + 2n ⇒ f(n + 1) = (n + 1) + 2n+1:

f(n + 1) = 2f(n)− n + 1 (da recorrência)
= 2(n + 2n)− n + 1 (hipótese indutiva)
= (n + 1) + 2× 2n

= (n + 1) + 2n+1

como se pretendia.

4. Seja h(n) definida pela recorrência: h(0) = 1, h(n + 1) = 3h(n) +
√

n. Mostre que h(n) é
de ordem Ω(2n). Se neste exerćıcio tiver que resolver uma recorrência, apresente apenas a
recorrência e a sua solução. Sugestão. Transforme a recorrência noutra mais simples que
define uma função f(n) ≤ h(n) (para todo o n ∈ N) tal que f(n) também é de ordem Ω(2n).
Resp. Seja f(n) definido por: f(0) = 1, f(n + 1) = 3f(n). Por inspecção vê-se que f(n) = 3n.

Vamos mostrar que, para n ∈ N, é f(n) ≤ h(n); usamos indução em n: f(0) = 1 ≤ g(0) = 1 e
h(n + 1) = 3h(n) +

√
n ≤ 3f(n) +

√
n ≤ 3f(n) = f(n + 1). Temos então:

∀n : 2n ≤ f(n) = 3n ≤ h(n)

ou seja ∀n : h(n) ≥ 2n. Basta então tomar na definição de “h(n) é de ordem Ω(2n)” os valores k = 1

e n0 = 0.

5. Considere as funções f e g de N em R+. Sabe-se que g(n) é de ordem O(f(n)) mas que f(n)

não é de ordem O(g(n)). Pode concluir-se que ∀k > 0, ∃n ∈ N : f(n)/g(n) > k? sim.
Justifique:
Resp. Temos sucessivamente

f(n) não é de ordem O(g(n)) (1)

⇒ ¬(∃k > 0, ∃n0, ∀n ≥ n0 : f(n) ≤ kg(n)) (2)

⇒ ∀k > 0, ∀n0, ∃n ≥ n0 : f(n) > kg(n) (3)

⇒ ∀k > 0, ∀n0, ∃n ≥ n0 : f(n)/g(n) > k (4)

⇒ ∀k > 0, ∃n : f(n)/g(n) > k (5)

A última implicação resulta de fixarmos em (4) um valor de n0 (por exemplo, n0 = 1), garantindo-

se assim a existência de um n tal que f(n)/g(n) > k.
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