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@ Aulas passadas:
o Formulacio em programacio matematica
@ variaveis
Q@ restricdes
© objetivo

o Exemplos de otimizacdo linear
o Hoje:
e Algoritmo do simplex para programacio linear
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Resolucdo grafica

maximize 25xg + 30x¢

subject to xg/200 + xc /140 < 40
0 < xg <6000
0 < x¢c <4000
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Modelo AMPL

Modelo

var xb;
var xc;

maximize z: 25%xb + 30%*xc;

subject to
hours: xb/200 + xc/140 <= 40;

capB: 0 <= xb <= 6000;
capC: 0 <= xc <= 4000;
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Visualizacdo grafica: regido admissivel
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Visualizagdo grafica: linhas de isolucro
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Visualizacdo grafica: 6timo
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Algoritmo do Simplex
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Algoritmos do século XX

Computing in Science and Engineering, volume 2, no. 1, 2000: 10
algorithms with the greatest influence on the development and practice of
science and engineering in the 20th century:

Metropolis Algorithm for Monte Carlo

Simplex Method for Linear Programming

Krylov Subspace Iteration Methods

The Decompositional Approach to Matrix Computations
The Fortran Optimizing Compiler

QR Algorithm for Computing Eigenvalues

Quicksort Algorithm for Sorting

Fast Fourier Transform

Integer Relation Detection

Fast Multipole Method

(sem ordem particular)
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Método do simplex

Desenvolvido para a resolucido de problemas de otimizacdo lineares

Proposto por George Dantzig (década '40, sec.XX)

Previamente: método da programacdo linear, Leonid Kantorovich em
1939 (um método n&o “computacional” tinha sido proposto por
Fourier)

Hoje em dia: muitas aplicacdes, incluindo em otimizac3o inteira
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Algoritmos para programacdo linear

@ Vimos como resolver problemas com duas variaveis graficamente

@ Para problemas com mais de duas variaveis, & necessario utilizar um
algoritmo
o Na pratica, o algoritmo mais utilizado é o do simplex
e permite a resolucdo de problemas com muitos milhares de variaveis e
restricbes
o funciona através da analise e movimentos em pontos extremos
(vértices) da regido admissivel
o ha problemas particulares em que n3o é eficiente: pode demorar tempo
exponencial em termos do tamanho do problema, a encontrar a soluc3o
e para problemas "pequenos" (<< 1000000 variaveis/restri¢des),
geralmente é mais rapido do que algoritmos "eficientes" (e & o mais
utilizado)
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Nocdes preliminares: conjuntos convexos, pontos extremos

@ Um conjunto S é convexo se para qualquer par de pontos do conjunto,
o segmento de reta que os une estd completamente contido em S

o A regido admissivel de qualquer problema linear &€ um conjunto
convexo

@ Um ponto P diz-se um ponto extremo de um conjunto S se para
qualquer segmento de reta que esteja completamente contido em S e
que contenha P, se verifica que P &€ um ponto extremo desse
segmento de reta
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Nocdes preliminares: poliedro, politopo

@ Em espacos de dimens3o superior a dois:
@ ao conjunto de pontos que satisfazem uma desigualdade linear
chama-se um semi-espaco

@ A interseccido de semi-espacos é chamada um poliedro

@ Um poliedro limitado é um politopo

@ Num espaco de dimens3o n, um politopo com n+ 1 vértices € um
simplex

Hjhornbeck, https://commons.wikimedia.org/w/index.php?curid=57828604
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Método do simplex: visualizacdo
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Forma standard de um problema linear

@ Na forma standard de um problema linear:

© todas as restricdes sdo equacdes
@ todas as variaveis sdo n3o-negativas

@ Preliminar para a utilizacdo do algoritmo do simplex

@ Permite fazer uma analise da solucdo obtida
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Exemplo

maximizar z =4x1 + 3x

sujeito a X1 + X2 <40
2x1 4+ X <60
X1, X2 >0

@ como coloca-lo na forma standard?
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Reducdo a forma standard: varidveis de desvio

@ variavel de desvio: quantidade de recurso correspondente a uma
restricdo que n3o é utilizada
o exemplo: 51 =40 —x1 —x0 = x1 + X0 + 51 = 40
@ 0 mesmo para a segunda restricdo

@ as restricdes sdo satisfeitas sse s; > 0, Vi

maximizar z =4x; + 3x maximizar z =4x1 + 3x

sujeito a X1 + xo <40 sujeito a X1+ X2 + 51 =40
2x1 + X <60 2x1+xp+s» =60
X1, X2 >0 X1, X2, S1, S >0
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Forma standard

max / minz = cxi+ Coxo+ ot CnXn
sujeito a aiixi+ aioxo+ o+ AinXny = by
ari1x1+ ar Xo+ .ot aonXp = by
ami1X1+ am2X2+ st AmnXn = bm
X1, X2, SEES) Xp 2> 0

@ todas as restricdes sdo equagdes (i.e., igualdades)
@ todas as variaveis s3o n3o negativas
e se no problema original x; <0
— substituir por —y;,y; >0
e se no problema original x; & livre (ndo tem restricdo de sinal)
— substituir por y;" —y, ytyT >0

1
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Variaveis basicas e n3o basicas

o Considere-se o sistema anterior Ax = b, com m equacdes lineares e n
variaveis
@ uma soluc3o basica é obtida fazendo
e n— m variaveis iguais a 0
e resolvendo o sistema para as restantes variaveis, que sdo chamadas as
variaveis basicas

@ Exemplo: determinar todas as solucdes basicas para o sistema

X1 + X2 = 3
- x + x3 = -1
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Solucdes admissiveis

@ Definicdo: a uma solucdo basica do problema na forma standard em
que todas as variaveis sdo n3o-negativas chama-se solucio basica
admissivel

Teorema 1: A regido admissivel de qualquer problema de programacio
linear (PL) & um conjunto convexo. Se o PL tem uma solu¢do dnica,
devera haver um ponto extremo da regido admissivel que é étimo.

@ Teorema 2: Para qualquer PL, hd um anico ponto extremo da regido
admissivel correspondendo a cada solucdo basica admissivel. Ha pelo
menos uma solucdo basica admissivel correspondendo a cada ponto
extremo da regido admissivel

Definic3o: solucdes basicas admissiveis adjacentes: para um PL com
m restricdes, duas solu¢bes basicas dizem-se adjacentes se os seus
conjuntos de variaveis basicas tém m — 1 variaveis em comum.
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DefinicBes prévias

@ Problema linear na forma standard:

@ todas as restricdes sdo equacdes
@ todas as varidveis sdo n3o-negativas:

@ Sistema de equac¢des na forma candnica: cada equagdo tem uma
variavel com

@ coeficiente 1 nessa equacio
@ coeficiente 0 em todas as outras equacgdes

@ Forma linha zero da func3o objetivo:

Z—CX{—CXp—...— CnXp =0
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Algoritmo do simplex: descricdo geral

© Converter o problema a forma standard.
@ Determinar uma solugdo basica admissivel (SBA).
© \Verificar se a SBA é 6tima; se sim, STOP.

@ Se ndo, passar para outra SBA, adjacente & anterior mas com um
melhor objetivo, utilizando operacdes algébricas elementares.

© Comegar uma nova iteragdo (passo 3).
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Algoritmo do simplex para problemas de maximizacdo

@ Converter o problema a forma standard.
@ Determinar uma solugdo basica admissivel (SBA):

e todas as restricbes <

e termos do lado direito todos positivos,

e entdo variavel de desvio s; — variavel da base para a linha /

e caso contrario: utilizar outra estratégia.
© Variaveis n3o-basicas tém todas coeficientes > 0 na linha 07

e se sim, entdo a solucdo é étima.

e se ndo: escolher a variavel que tem o coeficiente mais negativo para

entrar na base (heuristica).
@ Passar de uma SBA para outra adjacente mas com um melhor
objetivo:
@ Determinar o valor maximo da variavel que entra na base tal que todas
as variaveis da base se mantenham n3o negativas.
@ Por o sistema na forma candnica:
o variavel que entra: coeficiente 1 na linha limitante; a variavel da base
associada a essa linha sai da base
@ eliminar a variavel que entra na base de todas as outras linhas.
© Comegar uma nova iteragdo, a partir do passo 3.
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Exemplo

Uma companhia de mobiliario fabrica secretarias, mesas, e cadeiras. O
fabrico de cada tipo de mével requer madeira e dois tipos de trabalho
especializado: acabamentos e carpintaria. A quantidade de cada destes
recursos necessarias para o fabrico de cada mével sio as seguintes:

Recurso Secretarias Mesas Cadeiras
madeira 8 tabuas | 6 tadbuas | 1 tabuas
acabamentos 4 horas 2 horas | 1.5 horas
carpintaria 2 horas 1.5 horas | 0.5 horas

Disp&e-se de 48 tabuas, 20 horas de acabamentos, e 8 horas de carpintaria.
O preco de venda é de 60 euros para secretarias, 30 euros para mesas, e 20
euros para cadeiras. Admite-se que as vendas de secretarias e de cadeiras
sdo ilimitadas, mas que ndo se consegue vender mais de 5 mesas.

Como todos os recursos foram ja comprados, pretende-se estabelecer o
plano de producdo que maximiza a receita.
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Formulacdo

maximizar z =60x; + 30x> + 20x3

sujeito a 8x3 + 6x2 + x3 < 48
4x1 + 2xp + 1.5x3 <20
2x1 4+ 1.5x + 0.5x3 <
Xo <5
X1, X2, X3 >0

Forma standard (introdugdo de variaveis de desvio):

maximizar z =60x; +30x, +20x3

sujeito a 8x3  +6x0 +x3 +s1 = 48
4x; +2xp +1.5x3 +s = 20

2x; +1.5xx +0.5x3 +53 = 8

X2 +s,= 5

X1, X2, X3, s1, S,  S3, sa2> 0
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Resolucdo pelo algoritmo do simplex

@ Por inspecio verifica-se que se x; = x» = x3 = 0 0 sistema fica forma
candnica.

o VNBl = {Xl,Xg,X3}
° VBl = {2751552553754}-

e x=x=x3=0 = z=0,51 =48,sp =20,53 = 8,54 = 5.
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lteracdo 1

“Quadro do simplex” correspondente a formulacdo anterior:

zZ X1 X X3 S S s3 s rhs vb
linhaO|1 —-60 —-30 -20 0 0 0O O O z=
linhal | 0 8 6 1 1 0 0 0 48 |s =48
linha2 | 0 4 2 15 0 1 0 0 20 |s =20
linha3 |0 2 15 05 0 0 1 0 8| s3=8
linhad |0 O 1 0 0 0 0 1 5| s42=5

e rhs = right hand side, termo do lado direito (termo independente);
@ vb = valor da variavel da base associada a linha.
Notas:
@ Linha zero: z =0+ 60x; + 30x; + 20x3 = se se aumentar o valor de
X1, X2, X3 aumenta-se z (a solugdo basica atual ndo é 6tima).
@ Escolhemos a variavel com maior coeficiente nessa equacdo para
entrar na base, e passamos a iterac3o seguinte.
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lteracdo 2

@ Aumentando o valor de x; aumentamos o valor do objetivo;

@ Mas n3o podemos aumentar x; indefinidamente. . .

@ Para a solucdo se manter admissivel: todas as variaveis > 0.

@ Nesta solucdo, vemos que:
linhal: s =48—-8x1 — x1 <6 para manter s; > 0
linha2: s55=20—-4xg — x1 <5 para manter s, > 0
linha3: s3=8-2x1 — x1 <4 para manter s3 > 0
linha 4: s, =5 (independente de x)

x1 maximo é 4, e a linha limitante é a linha 3 = s3 sai da base;

Colocando o sistema na forma candnica:

VBQ == {Z, 51,52, X1, 54}, VNBQ == {53, X2, X3}

Z X1 X0 X3 S S S3 Sy rhs vb
inhaO|1 0 15 -5 0 0 30 0 240|z=240
linhal|0 O 0 -1 1 0 —4 0 16 | ss=16
linha2|0 0 -1 05 0 1 -2 0 4 s =4
linha3{0 1 075 025 0 0 05 0 4 x1 =4
linha4|0 O 1 0 0 0 0-1 5 s2=>5

Jo3o Pedro Pedroso Métodos de Apoio a Decisdo 2023/2024 28 /34



lteracdo 3

@ Aumentando x3 aumentamos o valor do objetivo; essa variavel vai
entrar na base.

linhal: s =16+ x3 X3 n3o restringido
linha2: s, =4-0.5x3 > x3 <8 para manter s, > 0
linha3: x1 =4—-0.25x3 — x3 <16 para manter x; > 0
linha4: s, =5 (independente de x;)

o Linha limitante: linha 2 = s, sai da base.
VB3 = {Z,Sl,X3,X1,S4}, VNB3 = {S3,X2,52}

z X1 X2 X3 S1 S S3 S4 rhs vb
linhaO|1 O 5 0 0 10 10 0O 280|z=280
linhal|0 0 -2 0 1 2 -8 0 24| 51=24
linha2|0 0 -2 1 0 2 -4 0 8 x3 =28
linha3|0 1 125 0 0 -05 15 0 2 Xy =2
linha4 |0 O 1 0 O 0 0 1 5 s4=5

@ Linha zero: z =280 — 5x, — 10s, — 10s3
@ Aumentando o valor de qualquer variavel que n3o esta na base, o valor
de z ira piorar; portanto, a solucdo atual é 6tima.

@ Plano de producio 6timo: 2 secretarias, 0 mesas, e 8 cadeiras.
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Custos reduzidos

o Coeficiente das variaveis de decisdo na linha 0 (no quadro 6timo):
custo reduzido.
e Custo reduzido de uma variavel (ndo basica) no quadro étimo:
e quantidade em que o objetivo diminuiria se se aumentasse o valor da
variavel em uma unidade, em relagdo a solu¢do 6tima (maximizaco).
@ Valido se n3o implicar altera¢des no conjunto das variaveis da base
e i.e., se todas as variaveis basicas continuarem n3o negativas
@ Neste exemplo: o custo reduzido de x, & 5.

o Se se produzisse uma mesa (em vez da producdo Gtima de zero), a
receita diminuiria em 5 euros.
o (Verificar que se x, = 1 todas as varidveis basicas se mantém positivas.)
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Variaveis de desvio

@ Valor de uma variavel de desvio na solucdo 6tima: quantidade de
recurso que ndo é utilizada, na restricdo correspondente.
@ No exemplo, na solu¢do 6tima:

o todas as horas de carpintaria e acabamentos sdo utilizadas
(s2 = s3 = 0; as restricdes correspondentes s3o ativas)

o ha 24 tabuas que ndo sdo utilizadas (s, = 24)

e existe procura para 5 mesas adicionais (s; = 5)
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Apoio na Internet

Para programas interativos com o algoritmo do simplex, ver as paginas:
@ http://www.phpsimplex.com/simplex/simplex.htm?l=en
@ https://vanderbei.princeton.edu/JAVA/pivot/simple.html

@ https://www.mathstools.com/section/main/simplex_online_
calculator
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Nocdes estudadas

Forma standard de um problema linear
Forma canénica de um problema linear.
Variaveis de desvio

Solucdes admissiveis

Variaveis basicas e ndo basicas

Algoritmo do simplex para programac3o linear

Custos reduzidos
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Préxima aula

@ Algoritmo do simplex: método do Big M

@ Analise de sensibilidade: visualizacdo em problemas com duas
variaveis.
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