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1 Bases de numera�
~ao 21 Bases de numera�
~ao1.1 Sistema de representa�
~ao posi
ionalNum sistema de numera�
~ao de base (ou raiz) b usa-se b s��mbolos diferentes para b d��gitos(de 0 a b� 1). Os n�umeros s~ao representados por uma sequên
ia de d��gitos.Exemplo: Base 101358 = 1� 103 + 3� 102 + 5� 101 + 8� 100Os d��gitos na base 10 s~ao 0, 1, 2, 3, 4, 5, 6, 7, 8 e 9. Os d��gitos na base 2 s~ao 0 e 1, enormalmente s~ao designados por bits. Por exemplo,101110(2) = 1� 25 + 0� 24 + 1� 23 + 1� 22 + 1� 21 + 0� 20O seguinte teorema justi�
a esta representa�
~ao:Teorema 1 Algoritmo de divis~ao de inteiros (divis~ao eu
lidiana de inteiros):8a 2 ZZ 8b 2 ZZ+ 91q 2 ZZ91r 2 ZZ : b = aq + r ^ 0 � r < bObs: q �e o quo
iente e r o resto da divis~ao inteira de a por bCorol�ario 1 8a 2 ZZ+ 8b 2 ZZ+ n f1g91r0; r1; : : : ; rm 2 ZZ : 0 � r0; r1; : : : ; rm < b ^rm 6= 0 ^ a = rmbm + rm�1bm�1 + : : :+ r2b2 + r1b+ r0Dem. Sejam a e b inteiros 
om a > 0 e b > 1. Tem-se ou a < b ou a � b. Se a < b ent~aoa = 0b + a. Portanto, 0 < r0 = a. Se a � b ent~ao, pelo algoritmo de divis~ao inteira,existem q0 e r0 �uni
os tais que a = bq0 + r0, 
om 0 � r0 < b. Se q0 < b, toma-ser1 = q0 e obt�em-se a = r1b+ r0. Se q0 � b, ent~ao o pro
esso repete-se agora para q0.Ou seja, q0 = bq1 + r1, 
om 0 � r1 < b. Logo,a = bq0 + r0 = b(bq1 + r1) + r0 = b2q1 + br1 + r0Se q1 < b, toma-se r2 = q0 e obt�em-se a = b2r2+ br1+ r0. Se q1 � b, ent~ao o pro
essorepete-se agora para q1. O pro
esso termina porque a > q0 > q1 > : : : e qualquer qi�e n~ao negativo. 2r0, r1, r2, . . . rm dizem-se d��gitos de representa�
~ao de a na base b, e es
reve-sea = rm : : : r2r1r0(b)r0 diz-se o d��gito menos signi�
ativo e rm o d��gito mais signi�
ativo.Exemplos:Departamento de Ciên
ia de Computadores da FCUP



1.1 Sistema de representa�
~ao posi
ional 3(i) 125(10) = 53 = 1000(5) = 26 + 25 + 24 + 23 + 22 + 20 = 1111101(2) = 175(8) = 7D(16)125 50 25 5r0 0 5 5r1 0 1r2 r3
125 21 62 2r0 0 31 2r1 1 15 2r2 1 7 2r3 1 3 2r4 1 1r5 r6

125 85 15 8r0 7 1r1 r2 125 1613 7r0 r1
(ii) 101110(2) = 46(10)101110(2) = 1� 25+0� 24+1� 23+1� 22+1� 21+0� 20 = 32+8+4+2 = 46(10)46 20 23 2r0 1 11 2r1 1 5 2r2 1 2 2r3 0 1r4 r546(10) = 23� 2 + 0 = (11� 2 + 1)� 2 + 0 = ((5� 2 + 1)� 2 + 1)� 2 + 0 =(((2� 2 + 1)� 2 + 1)� 2 + 1)� 2 + 0 =((((2� 1 + 0)� 2 + 1)� 2 + 1)� 2 + 1)� 2 + 0 =1� 25 + 0� 24 + 1� 23 + 1� 22 + 1� 21 + 0� 20 = 101110(2)Para al�em da base 2 s~ao habitualmente usadas em 
omputa�
~ao as seguintes bases de nu-mera�
~ao:O
tal (base 8) e Hexade
imal (base 16): Os d��gitos em o
tal s~ao 0, 1, 2, 3, 4,5, 6 e 7. Embora os restos da divis~ao por 16 sejam 0, 1, 2, 3, 4, 5, 6, 7, 8, 9, 10, 11,. . . ,Departamento de Ciên
ia de Computadores da FCUP



1.1 Sistema de representa�
~ao posi
ional 415, por 
onven�
~ao, os d��gitos em hexade
imal a partir de 10 s~ao representados pelas letrasmai�us
ulas de A a F. Os n�umeros representados na base o
tal s~ao habitualmente indexadospor (o), por exemplo 235(o), e os na base hexade
imal por (h), por exemplo F15A(h).Em resumo:Designa�
~ao Base D��gitosBin�ario 2 0 a 1O
tal 8(=23) 0 a 7Hexade
imal 16(=24) 0 a 9, A, B, C, D, E, FDe
imal 10 0 a 9Exer
��
io 1 Das sequên
ias seguintes indique as que podem ser representa�
~oes de inteirosna base 4, e determine as representa�
~oes base 9 
orrespondentes: 78412, 12323, 0012323,1232300.Exer
��
io 2 Converter a bin�ario: 153(10); 153(6); 153(8); 153(16).Exer
��
io 3 Converter a hexade
imal: 153(10); 151323(10); 153(8); 1010101111(2).Exer
��
io 4 Converter a o
tal: 1123(4); 151323(10); 153(8); 1010101111(2).Exer
��
io 5 Converter para as bases 251 e 666 os seguintes n�umeros em de
imal:1383; 1498; 1500; 1580; 1640Exer
��
io 6 Represente:(i) x na base x (x 2 N)(ii) xn e xn � 1 em base x (x; n 2 N)1.1.1 Convers~oes de Bin�ario a O
tal e Hexade
imal e vi
e-versaSeja por exemplo, 101011110(2) um bin�ario que se pretende 
onverter a o
tal. Como foivisto, 1� 28 + 0� 27 + 1� 26 + 0� 25 + 1� 24 + 1� 23 + 1� 22 + 1� 2 + 0�e o inteiro que ele representa. A representa�
~ao o
tal 
orrespondente pode ser obtida agru-pando os d��gitos bin�ario 3 a 3: uma vez que 8 = 23 e 82 = 26, tem-se26�(1�22+0�2+1�2)+23�(0�22+1�2+1)+(1�22+1�2+0) = 82�5+8�3+6 = 536(2)Em geral se ak : : : a4a3a2a1a0(2), sendo k � 0, representa o inteiroDepartamento de Ciên
ia de Computadores da FCUP



1.1 Sistema de representa�
~ao posi
ional 5ak2k + : : :+ a525 + a424 + a323 + a222 + a121 + a020ent~ao a representa�
~ao em o
tal do mesmo inteiro pode ser obtida da forma des
rita:ak2k + : : :+ 23(a522 + a421 + a320) + (a222 + a121 + a020) =ak2k + : : :+ 8(a522 + a421 + a320) + (a222 + a121 + a020)Notar que na express~ao resultante, qualquer potên
ia de 8 tem por 
oe�
ienteai+222 + ai+12 + aipara algum i, o qual �e sempre n~ao negativo e inferior a 8, podendo assim ser d��gito darepresenta�
~ao o
tal. A 
ada d��gito o
tal 
orrespondem 3 d��gitos em bin�ario. Do mesmomodo, a 
ada d��gito hexade
imal 
orrespondem 4 d��gitos em bin�ario. Assim, para 
onverterum bin�ario a hexade
imal, agrupa-se os seus d��gitos em grupos de 4 
orrespondendo a 
adaum desses grupos um d��gito hexade
imal. Por exemplo,101011110(2) ) 1 j 0101 j 1110) 1 j 5 j E ) 15E(h)Para 
onverter um bin�ario a o
tal pro
ede-se de modo idênti
o mas formando gruposde 3. Por exemplo, 101011110(2) ) 101 j 011 j 110) 5 j 3 j 6) 536(o)Inversamente, se se pretender 
onverter de hexade
imal a bin�ario basta asso
iar a 
adaum dos d��gitos hexade
imal o grupo de 4 d��gitos bin�arios 
orrespondente. Por exemplo,3AC3A(h) ) 0011 j 1010 j 1100 j 0011 j 1010)11 j 1010 j 1100 j 0011 j 1010) 111010110000111010(2)Notar a elimina�
~ao dos zeros n~ao signi�
ativos. O que se a
aba de ilustrar �e um 
asoparti
ular da seguinte proposi�
~ao:Proposi�
~ao 1 Se z �e um inteiro positivo, a 
ada d��gito (
om poss��vel ex
ep�
~ao do maissigni�
ativo) da representa�
~ao de z na base bn 
orresponde um grupo de n d��gitos na re-presenta�
~ao de z na base b, qualquer que seja n inteiro positivo. Mais 
on
retamente,se akak�1 : : : atnatn�1 : : : a2na2n�1 : : : anan�1 : : : a1a0
om k � 0 �e a representa�
~ao na base b de um inteiro positivo z ent~ao, a representa�
~ao domesmo inteiro na base bn �e wtwt�1 : : : w1w0sendo t + 1 o n�umero de blo
os de n d��gitos da representa�
~ao de z na base b (podendoo �ultimo ser 
ompletado por zeros n~ao signi�
ativos), e wi (i � t) o d��gito da base bnque representa o inteiro a2in�1 : : : ain+1ain(b) (representa�
~ao base b a menos de zeros n~aosigni�
ativos).Departamento de Ciên
ia de Computadores da FCUP



1.1 Sistema de representa�
~ao posi
ional 6Exer
��
io 7 Repita os exer
��
ios 2 a 4.Exer
��
io 8 Mostre a proposi�
~ao anterior. Sugest~ao:(i) 
ome
e por mostrar que wtwt�1 : : : w1w0 
onforme des
rito pode ser representa�
~aobase bn de z; use em seguida o fa
to da representa�
~ao numa base ser �uni
a para
on
luir que wtwt�1 : : : w1w0 �e a representa�
~ao de z.(ii) mostre depois que se wtwt�1 : : : w1w0 representa z na base bn, a representa�
~ao de zna base b �e akak�1 : : : atnatn�1 : : : a2na2n�1 : : : anan�1 : : : a1a01.1.2 Adi�
~ao e Multipli
a�
~ao na base bRe
orde 
omo se adi
ionam dois inteiros representados na base 10, 
al
ulando por exemplo987654 + 73561.Exer
��
io 9 Justi�que que se x e y s~ao inteiros positivos representados na base 10 porxkxk�1 : : : x1x0 e ymym�1 : : : y1y0 respe
tivamente ent~ao spsp�1 : : : s1s0, a representa�
~ao nabase 10 de x + y, pode ser obtida da forma seguinte: No 
aso de x0 + y0 < 10, toma-se s0 = x0 + y0 e repete-se o pro
esso para os d��gitos seguintes. Sen~ao, s0 �e tal quex0 + y0 = 1s0, adi
ionando-se 1 a x1 + y1 repetindo-se o pro
esso (global) para os d��gitosseguintes. Quando k < m (respe
tivamente m < k) pode-se 
onsiderar xi = 0, i � k(respe
tivamente yi = 0, i � m). Notar que p = m�ax(k;m) ou p = m�ax(k;m) + 1 sendoneste �ultimo 
aso sp = 1.Exer
��
io 10 Justi�que que se x e y s~ao inteiros positivos representados na base b porxkxk�1 : : : x1x0 e ymym�1 : : : y1y0 respe
tivamente ent~ao spsp�1 : : : s1s0, a representa�
~ao nabase b de x+y, pode ser obtida por um pro
esso an�alogo ao des
rito em 9 (isto �e, seguindoa regra/algoritmo habitual).As regras/algoritmos usuais para adi�
~ao e multipli
a�
~ao base 10 s~ao v�alidas quando seutilizam representa�
~oes em qualquer outra base, embora sejam obviamente diferentes astabuada dessas opera�
~oes. O mesmo se pode dizer para subtra
�
~ao (aditivo maior do quesubtra
tivo) e divis~ao inteira. Assim, por exemplo:Tabuadas de adi�
~ao e multipli
a�
~ao bin�ario:+2 0 10 0 11 1 10 �2 0 10 0 01 0 1Tabuadas de adi�
~ao e multipli
a�
~ao em o
tal:
Departamento de Ciên
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1.1 Sistema de representa�
~ao posi
ional 7
+8 0 1 2 3 4 5 6 70 0 1 2 3 4 5 6 71 1 2 3 4 5 6 7 102 2 3 4 5 6 7 10 113 3 4 5 6 7 10 11 124 4 5 6 7 10 11 12 135 5 6 7 10 11 12 13 146 6 7 10 11 12 13 14 157 7 10 11 12 13 14 15 16

�8 0 1 2 3 4 5 6 70 0 0 0 0 0 0 0 01 0 1 2 3 4 5 6 72 0 2 4 6 10 12 14 163 0 3 6 11 14 17 22 254 0 4 10 14 20 24 30 345 0 5 12 17 . . . . . . . . . . . . . .6 0 6 . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .7 0 7 . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 61Exer
��
io 11 Complete a tabuada de multipli
a�
~ao base 8, e determine as tabelas para abase hexade
imal.Exer
��
io 12 Cal
ule:(i) 1110010(2) + 111001111(2) em bin�ario.(ii) 1F5(h) + 111001111(2) em hexade
imal.(iii) 1330(4) + 123(4) em o
tal.(iv) 1F5(h) + ABCD(h) + 1FB(h) em hexade
imal.(v) ABCD(h) � 1FB(h) em hexade
imal.(vi) 73542(o) � 27(10) em o
tal.(vii) 73542(o)=27(10) em o
tal.(viii) 111000010(2)=111(2) em bin�ario.Exer
��
io 13 (i) Qual a 
ondi�
~ao para que um inteiro representado na base 10 sejadivis��vel por 100? E se a base for 2, para que seja divis��vel por 4?(ii) Dado um inteiro representado numa 
erta base b qual �e a 
ondi�
~ao ne
ess�aria esu�
iente que deve ser satisfeita por essa representa�
~ao para que o inteiro seja divis��velpor bk, sendo k inteiro n~ao negativo. Justi�que.Exer
��
io 14 Justi�que o seguinte 
rit�erio de divisibilidade por 9: Um inteiro �e divis��velpor 9 se a soma dos d��gitos da sua representa�
~ao na base 10 for divis��vel por 9.Exer
��
io 15 Justi�que que um 
rit�erio su�
iente de divisibilidade por 11 �e o seguinte:Um inteiro �e divis��vel por 11 se a soma dos d��gitos de ordem par da sua representa�
~ao nabase 10 for igual �a soma dos d��gitos de ordem ��mpar.
Departamento de Ciên
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1.2 Representa�
~ao de n�umeros 
om um n�umero �xo de d��gitos 81.2 Representa�
~ao de n�umeros 
om um n�umero �xo de d��gitosNum 
omputador 
ada inteiro �e representado por um n�umero �xo de bits. Em 8 bits, 13seria representado por 00001101. Isto �e, introduzem-se 0 �a esquerda sempre que o n�umerode bits da representa�
~ao do inteiro seja menor que o n�umero �xo de bits. Se tal n�umerofor n, os bits s~ao designados da direita para a esquerda por bit0, bit1, . . . , bitn�1. O bitn�1diz-se o bit mais signi�
ativo.Por outro lado, ao �xar-se o n�umero de bits da representa�
~ao limita-se os valores quepodem ser representados.Se o n�umero de bits for 8 o maior inteiro positivo que se pode representar �e:1 1 1 1 1 1 1 1bit 7 bit 6 bit 5 bit 4 bit 3 bit 2 bit 1 bit 0
ujo valor �e27 � 1 + 26 � 1 + 25 � 1 + 24 � 1 + 23 � 1 + 22 � 1 + 21 � 1 + 20 � 1 = 255(= 28 � 1)Em geral, 
om n bits podemos representar n�umeros inteiros positivos de 0 a 2n � 1.Teorema 2 O maior inteiro positivo que se pode representar na base b 
om n d��gitos �ebn � 1.Dem. Suponhamos que A �e representado 
om n d��gitos na base b por an�1an�2 : : : a1a0
om ai 2 f0; : : : ; b� 1g. Ent~ao,A = an�1bn�1 + an�2bn�2 : : : a1b1 + a0b0 = n�1Xi=0 aibiOra, n�1Xi=0 aibi � n�1Xi=0 (b� 1)bi= (b� 1) n�1Xi=0 bi= (b� 1)b0 � b� bn�11� b= (b� 1)1� bn1� b= bn � 12Exer
��
io 16 (i) Qual �e o n�umero m��nimo de bits ne
ess�ario para representar 1125?(ii) Qual o valor m�aximo que pode ser representado 
om esse n�umero de bits?Normalmente o n�umero de bits usados s~ao 8, 16, 32 ou 64. Com 8 bits podemosrepresentar inteiros entre 0 e 255, 
om 16 bits entre 0 e 65535, 
om 32 bits entre 0 a4294967295, et
.Departamento de Ciên
ia de Computadores da FCUP



1.2 Representa�
~ao de n�umeros 
om um n�umero �xo de d��gitos 91.2.1 Representa�
~ao de n�umeros negativosPara representar n�umeros inteiros positivos e negativos numa base b e 
om um n�umero �xon de d��gitos �e ne
ess�ario 
odi�
ar o sinal e en
ontrar um pro
esso e�
iente de determinarse um n�umero �e positivo ou negativo. Normalmente �e reservado um d��gito para indi
aro sinal. Por exemplo, sendo A = an�1an�2 : : : a1a0(b), se an�1 = 0 ent~ao A �e positivo, sean�1 = b� 1 o n�umero �e negativo.Vamos 
onsiderar duas maneiras habituais de representar n�umeros inteiros positivos enegativos e que obede
em �a 
ondi�
~ao de sinal apresentada. Vamos supor que a base �e a 2e que o n�umero de d��gitos �e n, mas os resultados podem ser generalizados para qualquerbase b.Representa�
~ao 
om sinal Reserva-se o bit mais �a esquerda para o sinal e os restantespara o m�odulo do n�umero. n bitsz }| {n�1 n�2 . . . . . . . 0sinal m�oduloO bit de sinal �e 0 para os positivos e �e 1 para os negativos. Assim, um n�umero positivo�e da forma A = 0an�2 : : : a1a0 e um negativo A = 1an�2 : : : a1a0. Com n bits podemosrepresentar n�umeros positivos de 0 a 2n�1 � 1 e negativos de �(2n�1 � 1) a 0.As representa�
~oes de dois n�umeros 
om o mesmo m�odulo diferem apenas no bit de sinal.Se n = 3 temos o seguinte quadro:V alor Representa�
~ao 
om sinal0 0001 0012 0103 011�0 100�1 101�2 110�3 111Um problema deste m�etodo �e que o zero tem duas representa�
~oes: +0 e �0. Mais impor-tante, ainda �e que para fazer adi�
~oes de n�umeros de sinal diferente �e ne
ess�ario primeirodeterminar qual �e o maior e qual o sinal do resultado. O mesmo problema surge para asubtra
�
~ao, que pode ser tratada 
omo a adi�
~ao asso
iando o sinal negativo ao subtraendo,x� y = x+ (�y).Complemento para 2 Neste m�etodo pretende-se que metade dos n�umeros represen-tados sejam n~ao negativos e a outra metade 
orresponda a n�umeros negativos. De 0 aDepartamento de Ciên
ia de Computadores da FCUP



1.2 Representa�
~ao de n�umeros 
om um n�umero �xo de d��gitos 102n�1 � 1 tem-se n�umeros n~ao negativos e de 2n�1 a 2n � 1 n�umeros negativos. Para ospositivos a representa�
~ao 
oin
ide 
om a representa�
~ao anterior. Os n�umeros negativos s~ao
omplementos para a base. Por de�ni�
~ao, o 
omplemento para 2 de x numa representa�
~aode n bits �e o inteiro 2n � x.Se n = 3 ent~ao -1 �e representado por 111 pois 23 � 1 = 7.Em resumo, temos o seguinte quadro para n = 3:V alor Complemento para 20 0001 0012 0103 011�4 100�3 101�2 110�1 111Usando a de�ni�
~ao de 
omplemento para 2, pode-se 
on
luir que 2n�1 representa �2n�1e 2n � 1 representa �1.No sistema de representa�
~ao 
om n bits e 
omplemento para 2 os valores poss��veis dosinteiros represent�aveis variam de �2n�1 a 2n�1 � 1. Note que os n�umeros negativos est~ao\ordenados" por ordem de
res
ente do seu valor absoluto, isto �e, 1 00 : : : 0| {z }n�1 representa onegativo 
om maior valor absoluto (�2n�1) e 11 : : : 1| {z }n representa o n�umero negativo 
ommenor valor absoluto (�1).Na tabela seguinte 
ompara-se o signi�
ado de sequên
ias de n-bits para as três repre-senta�
~oes de inteiros (
om n-bits) apresentadas.00 : : : 0 01 : : : 1 10 : : : 0 10 : : : 01 11 : : : 1Sem sinal 0 2n�1 � 1 2n�1 2n�1 + 1 2n � 1Com sinal 0 2n�1 � 1 0 �1 �(2n�1 � 1)Complemento para 2 0 2n�1 � 1 �2n�1 �(2n�1 � 1) �1Para al�em de s�o haver um zero, neste 
aso todos os negativos tem 1 
omo bit maissigni�
ativo, que tamb�em fun
iona 
omo bit de sinal. Outra vantagem deste m�etodo �e queas adi�
~oes podem ser feitas sem analisar o sinal dos operandos e nas subtra
�
~oes basta
al
ular o 
omplemento para 2 do subtraendo e adi
ionar o valor resultante ao subtra
tivo.Exer
��
io 17 Quais os inteiros que podem ser representados num sistema de 
omplementopara 2 em 8, 16, e 32 bits?Como 2n � x = (2n � 1 � x) + 1 e 2n � 1 � x pode ser obtido 
omplementandotodos os d��gitos de x (isto �e tro
ando os uns 
om os zeros e os zeros 
om os uns, uma vezque 2n � 1 = (11 : : : 1| {z }n ), pode-se usar a seguinte regra pr�ati
a para 
al
ular o 
omplementopara 2 de um inteiro positivo x:Departamento de Ciên
ia de Computadores da FCUP



1.3 Adi�
~ao e Subtra
�
~ao de inteiros 11toma-se a representa�
~ao em bin�ario de x 
om n bits; tro
a-se nessa repre-senta�
~ao 
ada 1 em 0 e 
ada 0 em 1 e adi
iona-se ao resultado 1Por exemplo, para representar o inteiro �3 em 8 bits e 
omplemento para 2, toma-se 00000011 (bin�ario 3); efe
tua-se a tro
a indi
ada obtendo-se 11111100 e soma-se 1resultando 11111101.Exer
��
io 181. Qual a representa�
~ao em 8-bits e 
omplemento para 2 dos n�umeros �120 e �1 ?2. Determine a representa�
~ao 8-bits e 
omplemento para 2 dos n�umeros 01100110,10001000 e 11111111.Para obter o valor de
imal basta 
onsiderar que a par
ela an�12n�1 �e negativa. Porexemplo, 110(2) = 1� (�22) + 1� 21 + 0� 20 = �4 + 2 + 0 = �2(10)Exer
��
io 19 Quais os inteiros representados em 8-bits e 
omplemento para 2 por F2(h),4F(h), A3(h), 10010000, 00000000, 10000000, 7F(h)?Exer
��
io 20 Represente em 
omplemento para 2 e 
om 8 bits os n�umeros inteiros se-guintes 25, -25, 41, 56, 19, -31, e -87.Exer
��
io 21 Suponha que a representa�
~ao em 
omplemento para dois 
om 4 d��gitos deum inteiro �e 1101. Como �e a representa�
~ao 
om:(i) 6 d��gitos(ii) 8 d��gitos(iii) n d��gitos, 
om n � 4.Exer
��
io 22 Suponha agora que, em 4 d��gitos, a representa�
~ao em 
omplemento para dois�e 0101. Como responderia �as al��neas anteriores? Em geral, dado um inteiro x representadoem n d��gitos 
omo pro
ederia para obter a sua representa�
~ao 
om mais d��gitos?1.3 Adi�
~ao e Subtra
�
~ao de inteiros1.3.1 Inteiros n~ao negativosPara adi
ionar dois inteiros n~ao negativos, segue-se o algoritmo habitual de adi�
~ao bin�aria;se se tiver uma representa�
~ao de m bits e a soma for superior a 2m � 1 (o maior inteiropositivo 
om m bits) diz-se que h�a transporte e o valor resultante est�a errado.Por exemplo, existe transporte depois de efe
tuar a soma em 8-bits dos inteiros positivos10010000 e 11111101 
ujo resultado �e 10001101.Na subtra
�
~ao de dois inteiros n~ao negativos, se o valor da diferen�
a for inferior a zero,diz-se que h�a transporte e o valor obtido est�a errado. Por exemplo: a diferen�
a em 8-bits10010000� 11111101 = 10010011 (resultado errado)Departamento de Ciên
ia de Computadores da FCUP



1.3 Adi�
~ao e Subtra
�
~ao de inteiros 121.3.2 Adi�
~ao e Subtra
�
~ao de inteiros em 
omplemento para doisUma das vantagens da representa�
~ao em 
omplemento para dois �e que o algoritmo para aadi�
~ao para inteiros n~ao negativos pode ser utilizado para quaisquer inteiros, desprezando-se o transporte que eventualmente exista nos bits mais signi�
ativos. No entanto, dadoque trabalhamos 
om um n�umero �nito de d��gitos, pode o
orrer um over
ow, indi
andoque o resultado n~ao �e represent�avel.Se os inteiros s~ao n~ao negativos e a soma for superior a 2m�1�1 diz-se que h�a over
ow.Por exemplo: a soma em 8-bits e 
omplemento para 2 de 01111111 
om 00000001 �e10000000 ou seja, a soma de +127 
om +1 �e �128(!).Se os inteiros s~ao ambos negativos h�a over
ow tamb�em designado de under
ow), sea soma for inferior a �2m�1.Por exemplo: a soma em 8-bits e 
omplemento para 2 de 10000000 
om 11111111 seria01111111 ou seja, �128 + (�1) = +127 (!).Se forem de sinais 
ontr�arios n~ao pode o
orrer over
ow na adi�
~ao.A 
orre
�
~ao de \desprezar o transporte", se n~ao houver over
ow, �e justi�
ada a seguir.Em 
omplemento para 2 
om m bits, a representa�
~ao dum n�umero n~ao negativo 
oin
ide
om a que ele teria numa representa�
~ao sem sinal e para a representa�
~ao de um n�umeronegativo adi
iona-se 2m. Quando se adi
ionam dois n�umeros x e y em 
omplemento paradois temos 3 situa�
~oes:1. Tanto x 
omp y s~ao positivos. A soma x+y �e um n�umero positivo, 
uja representa�
~ao,se existir, �e a mesma que para as representa�
~oes sem sinal.2. Um, por exemplo x, �e positivo e o outro �e negativo. Adi
ionando, na representa�
~aoem 
omplemento para dois, temos x+ y+2m. Se o valor de x �e maior que o valor dey, ent~ao x+ y � 0 e na adi�
~ao em 
omplemento para dois, isto �e, x+ y+ 2m, haver�aum transporte que podemos desprezar obtendo x + y, que �e o resultado 
orre
to.Caso 
ontr�ario, n~ao h�a transporte, pois x+ y+2m �e menor que 2m. Como x+ y � 0,x+ y + 2m �e a representa�
~ao 
orre
ta em 
omplemento para 2.3. Tanto x 
omo y s~ao negativos. Ent~ao na representa�
~ao em 
omplemento para dois aadi�
~ao 
orresponde a (x + 2m) + (y + 2m). Se n~ao existir over
ow, ent~ao x + y ��2m�1, e ent~ao existe transporte que desprezando leva a x + y + 2m. Como x + y �enegativo, essa �e uma representa�
~ao 
orre
ta em 
omplemento para dois.A subtra
�
~ao bin�aria de inteiros representados em 
omplemento para 2 reduz-se �aadi�
~ao, se se negar o subtraendo. Considere a seguinte tabela:Exemplos(-x)-(-y) = (-x)+y 10010000-11111101=10010000+00000011=10010011(-x)-y=(-x)+(-y) 10010000-00000011=10010000+11111101=10001101y-(-x)=y+x 00000011-10010000=00000011+ 01110000=01110011y-x=y+(-x) 00000011-00010000=00000011+11110000=11110011
Departamento de Ciên
ia de Computadores da FCUP



2 Representa�
~ao em v��rgula �xa 13Exer
��
io 23 Converta os inteiros seguintes em representa�
~oes em 8-bits e 
omplementopara 2 e efe
tue as adi�
~oes. Indique em 
ada 
aso se o
orreu um over
ow.(i) 45 + 60(ii) (�45) + 60(iii) (�45) + (�80)(iv) 78 + 60(v) (�78) + (�60)2 Representa�
~ao em v��rgula �xaA representa�
~ao posi
ional de inteiros pode ser generalizada para representar n�umerosra
ionais 
onsiderando-se potên
ias negativas da base. Por exemplo, na base 10:344:45 = 3� 102 + 4� 101 + 4� 100 + 4� 10�1 + 5� 10�2Podemos ainda es
rever:344:45 = 34445:� 10�2 = (3� 104 + 4� 103 + 4� 102 + 4� 101 + 5� 100)� 10�2Se se �xar a posi�
~ao da v��rgula (neste 
aso o fa
tor �e 10�2), o n�umero pode ser tratado
omo um inteiro. Assim as opera�
~oes 
om n�umeros ra
ionais podem ser feitas internamente
omo opera�
~oes 
om inteiros, desde que os fa
tores de ajuste sejam guardados para que oresultado �nal seja 
orre
tamente 
al
ulado.Note-se em parti
ular que as representa�
~oes de inteiros em 
omputadores estudadaanteriormente s~ao representa�
~oes em v��rgula �xa, 
om a v��rgula �a direita do bit menossigni�
ativo. No 
aso geral, os ajustes da posi�
~ao da v��rgula e o seu armazenamento �edeixado a 
argo do programador.Contudo, a
tualmente, a representa�
~ao em 
omputadores dos n�umeros ra
ionais �e feita,geralmente, em v��rgula 
utuante.3 Representa�
~ao em v��rgula 
utuanteA representa�
~ao de um n�umero ra
ional em v��rgula 
utuante, 
ontrariamente �a represen-ta�
~ao em v��rgula �xa, �e feita atrav�es de um par de inteiros que representam respe
tivamentea mantissa m e o expoente e de forma que para uma determinada base b, o seu valor �e:F = m� bePor exemplo, 673� 1014.Departamento de Ciên
ia de Computadores da FCUP



4 Bibliogra�a 14A designa�
~ao v��rgula 
utuante resulta do fa
to de que a posi�
~ao da v��rgula dependerdo expoente e portanto n~ao ser �xada previamente.A nota�
~ao mais usada para v��rgula 
utuante �e a do IEEE1. A base �e a bin�aria. Empre
is~ao simples 
ada n�umero �e representado 
om 32 bits:S E (8 bits) M (23 bits)O sinal da mantissa �e representado pelo bit S, que por quest~oes de e�
iên
ia �e separadoda representa�
~ao do m�odulo da mantissa o qual �e 
onstitu��do pelos 23 bits mais �a direita.O valor do m�odulo da mantissa �e normalmente dado por 1:M(2), isto �e, 1 mais o valor deM 
onsiderado 
omo n�umero ra
ional bin�ario, 
om a v��rgula �a esquerda do bit mais signi-�
ativo. Os oito bits restantes s~ao interpretados 
omo um inteiro positivo E e representamo expoente 
ujo valor �e E � 127.O valor representado �e F = (�1)S(2E�127)(1:M)(2)ex
epto se E for 00000000 ent~ao F = (�1)S(2�127)(:M(2)) e se M tamb�em �e zero ent~aoF = 0.Considere 1 10000111 10100000000000000000000Neste 
aso S = 1 indi
a que o n�umero �e negativo; 10000111(2) = 135(10) logo o expoente�e 135� 127 = 8; e o m�odulo da mantissa �e1 + 0:101(2) = 1 + 1� 2�1 + 1� 2�3 = 1 + (5=8) = 1 + 0:625 = 1:625O valor representado �e �28 � 1:625 = �416.Existem outras representa�
~oes em v��rgula 
utuante IEEE, 
omo a pre
is~ao dupla emque s~ao usados 64 bits e a qu�adrupla em que s~ao usados 128 bits.Exer
��
io 24 Determina qual o maior e o menor n�umero que �e represent�avel em pre
is~aosimples IEEE.Exer
��
io 25 Indi
a o valor das seguintes representa�
~oes em pre
is~ao simples IEEE:(i) 0 01110101 01010100000000000000000000(ii) 1 00101010 11100000000000000000000000Exer
��
io 26 Exprima o mais exa
tamente poss��vel os seguintes n�umeros em pre
is~aosimples IEEE: 2:5, :0005, 2�40 e 2564 Bibliogra�a1. Alfred V. Aho e Je�rey D. Ullman, Foundations of Computer S
ien
e, ComputerS
ien
e Press, W. H. Freeman and Company, 1992. Cap��tulo: 4.11-12.1Institute of Ele
tri
al and Ele
troni
s EngineersDepartamento de Ciên
ia de Computadores da FCUP


