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Capitulo 1
Loégica proposicional

A légica proposicional remonta a Aristételes, e teve como objectivo modelizar o raciocinio
humano. Partindo de frases declarativas (proposi¢oes), que podem ser verdadeiras (V) ou
falsas (F') estuda-se o processo de construcao e a veracidade de outras proposi¢oes usando
conectivas como ou ( V), e ( A ), nao (), se...entao... (—). Se p e g sdo proposigoes, p A ¢
é uma proposicao verdadeira se p e g o forem, e é uma proposi¢ao falsa, caso contrario; p V ¢
é uma proposicao verdadeira se p ou q o forem, e falsa, caso contrario;—p é uma proposicao
verdadeira se p for falsa, e falsa se p for verdadeira.

Considera as seguintes frases declarativas (com o respectivo valor de verdade):

e Os gorilas sao mamiferos V
e O Porto € uma cidade V

2+3=6F

e 3cNV
e 3>T7F

o Um quadrado tem 6 lados F
Entao, podemos concluir que:
e (s gorilas sao mamiferos e O Porto € uma cidade V
porque é uma conjuncao de proposicoes V
e 2+3=60u3eNV
porque é uma disjuncao de proposicoes das quais uma é V

enao3>7V

porque é uma negacao de uma proposicao F
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1.1. LINGUAGENS DA LOGICA PROPOSICIONAL 6

e Se7>3entao 3+3=6V

porque uma implicagdo é V sse o consequente é V sempre que o antecedente é V
e Se3>T7entao24+3=6V

porque é uma implicacao cujo antecedente é F'.

Cada proposicao vai ser representada por uma varidvel proposicional (p, q, s, t, p1, ...) € as

conectivas logicas por simbolos n-drios. Em particular temos:

Conectiva | Simbolos | Aridade | Outros simbolos equivalentes
Conjuncao A 2 &, &&, -

Disjuncao v 2 |, +

Negagao = 1 ~, !

Implicacao — 2 =, D

1.1 Linguagens da légica proposicional

Uma linguagem da légica proposicional é formada a partir dos seguintes conjuntos de simbolos

primitivos:
e um conjunto numeravel de varidveis proposicionais
VProp = {pa q,7s---5P1y-- }
e conectivas logicas A, V, e —
e 0s paréntesis ( e )

Defini¢ao 1.1. Uma férmula bem-formada (¢,4,0,...) € definida indutivamente pelas se-

guintes regras:
i) uma varidvel proposicional p € uma formula
it) se ¢ € uma formula entdo (—¢) é uma formula
i11) se ¢ e sao formulas entao (¢ N ), (¢ V ) e (¢ — ) sao formulas
Exemplos de férmulas sdo:
e ((pA(=p) == A(gVr))

e ((p) ANg)— @ A (g V (=)
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1.1. LINGUAGENS DA LOGICA PROPOSICIONAL 7

O conjunto das férmulas da légica proposicional pode também ser descrito pgela seguinte

gramatica independente de contexto, em notacao BNF:

¢:=p | (=¢) [(6 A &) [(¢V 9 |(d—09)

uma gramatica independente de contexto que gere a linguagem das férmulas da logica pro-
porcional, onde p € Vp,op. Usando a gramdtica podemos associar a cada férmula uma arvore

sintactica.

Exemplo 1.1. Omitindo os paréntesis, temos a sequinte drvore pra a formula ((p A (—p)) —

—(p A (g V)
N
/N
p A

o /\
q r
Para legibilidade das férmulas, os paréntesis podem-se omitir, considerando as seguintes re-

gras:

0s paréntesis exteriores sao omitidos

- tem precedéncia sobre A

A tem precedéncia sobre V
e \/ tem precedéncia sobre —
e A e V sao associativas a esquerda

e — ¢é associativa a direita

Por exemplo, ¢ A ¢ V 6 é uma abreviatura de ((¢ A ) V ) e A ¢ A 6 corresponde a
(¥ A @) AO)

Definicao 1.2. Uma sub-formula imediata € definida indutivamente pelas sequintes regras:
1. uma variavel proposicional ndao tem sub-férmulas imediatas;

2. (=) tem ¢ como sub-formula imediata;
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1.2. SEMANTICA DA LOGICA PROPOSICIONAL 8

3. as formulas (¢ N V), (¢ V ) e (¢ — ) tém ¢ e b como sub-formulas imediatas.
Definicao 1.3. Uma formula ¢ é uma sub-férmula duma formula i se e so se:

1. ¢ € uma sub-formula imediata de

2. existe uma formula 0 tal que ¢ € uma sub-formula de 6 e 6 € uma sub-formula de
Dada uma arvore sintdctica duma férmula, cada né define uma sua sub férmula.

Exemplo 1.2. Para o exemplo 1.1 as sub-formulas sao:p,q,—p,r,p N —p,q V r,p A (¢ V
rlem(p A (g V 1))

Exercicio 1.1. Constréi a drvore sintactica (omitindo paréntisis) e determina quais as sub-

formulas e quais as sub-formulas imediatas de:

((kp A g)— (A (g V 1))
<&

1.2 Semantica da légica proposicional

Os valores de verdade s@ao Ve F, onde V representa o valor logico verdadeiro e F, falso.

Defini¢ao 1.4. Uma atribuicao de valores de verdade (ou wvalorizagio) é uma funcgdo v :
Vprop — { V, F} que atribui um valor de verdade a cada varidvel proposicional. Uma valo-

riza¢ao v pode ser estendida ao conjunto das formulas:

i. para p € Vprop v(p) jd estd definido

240.
W6 AW =V se v(d)=Veu)=V
v(ip AN ) =F caso contrdrio

1.

vip V)=V se wv(p)=Vouv)=V

v(p V ) =F caso contrario
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1.2. SEMANTICA DA LOGICA PROPOSICIONAL 9

v(@p—)=F se v(@g)=Vevy)=F

v(p—Y)=V caso contrario

Podemos resumir usando as seguintes tabelas de verdade:

P17 ¢ W eAY b Y sVY b P | ¢
F| V F F| F F F| F F F| V
V| F F V| F F V| V F V| V
V F| F V F| V V F| F
V V| V V V| V V V| V

Dada uma férmula ¢, o valor de v(¢) pode assim ser recursivamente calculdado a partir dos
valores atribuidos as varidveis da férmula ¢.
Por exemplo se v(p) = V, v(q) = F e v(r) = V, podemos calcular o valor de v((p A q) V —r):
p‘q‘rH(p Alg ) VvV oo
VIF|V] F F F

Uma férmula ¢ com n variaveis proposicionais tem 2" valorizagoes. Porqué?

Podemos construir uma tabela em que cada linha corresponde a uma delas. Seja ¢ a formula

(p A q) V —r, temos as seguintes valorizagoes:

J
~

(p

Mg HH< <4< <o
M om < < < <o
ML g << g <L =
Moo oo <L >
<H <H 4" < <<
< H < H < H < H

1.2.1 Satisfazibilidade, validade e consequéncia

Definicao 1.5. Uma formula ¢ é

satisfazivel se existe uma valorizagdo v tal que v(¢) = V. Escreve-se |=, ¢ e diz-se que v

satisfaz ¢

uma tautologia se para todas as valorizagoes v, v(¢p) = V e escreve-se = ¢. Também se

diz que ¢ é valida. FEz: E=p V —p (Terceiro excluido)
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1.2. SEMANTICA DA LOGICA PROPOSICIONAL 10

uma contradi¢ao se para todas as valorizagoes v, v(¢p) = F. Escreve-se [ ¢. FEx: [~

p A .

Proposicao 1.1. Uma formula ¢ € uma tautologia se e so se —¢ € uma contradicio. Uma
formula ¢ € satisfazivel se e s6 se =¢ nao € uma tautologia. Uma formula € nao-satisfazivel

se e so se € uma contradicao.

Demonstragao. Seja v uma atribuicao de valores de verdade. Por defini¢do, v(¢) = V se e s6
se v(—¢) = F. Se ¢ é verdade para todas as valorizagoes entao —¢ é falsa para todas elas. Do

mesmo modo se concluem a segunda e terceira afirmacao. O

Definicao 1.6. Seja I' um conjunto de formulas. Uma valorizacao v satisfaz I' se e sé se v
satisfaz toda a formula b € T'. O conjunto I' € satisfazivel se existe uma valorizacdao que o
satisfaz. Uma formula ¢ € uma consequéncia seméantica de I', se para toda a valorizagao v

que satisfaz T', se tem v(¢p) = V; e escreve-se I = ¢.

Se I' = (), entdo () = ¢ é equivalente a = ¢. Nota que | ¢ se e s6 se ¢ é uma tautologia. Se
I'={¢} el | ¢ entao diz-s que ¢ é consequéncia semantica de 1) (e escreve-se ¥ = ¢).

Todos estes conceitos podem ser avaliados usando tabelas de verdade. Uma férmula ¢ é
satisfazivel, se houver uma linha da tabela para a qual o seu valor é V; uma tautologia se
para todas as linhas o seu valor é V; uma contradicdo se para nenhuma linha o seu valor é
V. A férmula ¢ é consequéncia semantica de um conjunto finito de férmulas {11, ...,¥,} se

para todas as linhas que todos os ¥; sao V, entao ¢ também é V.
Se Y = ¢ e ¢ =1 entdo 1 e ¢ sdo semanticamente equivalentes(i.e as suas tabelas de verdade
s@o iguais), e escreve-se ¢ = ¢.

Alguns exemplos de férmulas seméanticamente equivalentes:

o N = v A @ (comutatividade)

VARV = vV @ (comutatividade)

(o AN YY) = (= vV =) (Lei de de DeMorgan)

—(¢ V ) = (¢ N ) (Lei de DeMorgan)
(0 ANY) NO = o N (Y N0 (associatividade)
(o V) Ve = oV (Y Vo) (associatividade)

(¢ V &) = ) (idempoténcia)

(o N o) = ) (idempoténcia)
(pNY)VE = (pVO) AR VO (distributividade)
(pVY)yNEO = (6 AN0O)V (v ABO) (distributividade)

(

b = 6 v

Dupla negagao)
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1.2. SEMANTICA DA LOGICA PROPOSICIONAL 11

Exercicio 1.2. Verifica as equivaléncias anteriores. ©

1.2.2 Funcoes de verdade

A tabela de verdade duma férmula ¢, com n > 0 varidveis proposicionais p1,...p,, define
uma funcao de verdade
Fy:{V,F}" — {V,F}

tal que Fy(z1,...,2,) = vx(¢), onde vx é uma valorizacao tal que vx(p;) = x; para i €
{1...n}ex; € {V,F}.
Qualquer fungao de f : {V,F}" — {V ,F}, com n > 0 diz-se uma fun¢ao de verdade ou

funcao booleana.

Exercicio 1.3. Ezistem 4 func¢oes de verdade e aridade 1 e 16 funcdes de verdade de aridade
2. Constroi as tabelas de verdade correspondentes. E quantas funcoes existem de aridade n,

para n>0? o

Definigao 1.7. Um conjunto de conectivas C diz-se completo se para qualquer funcao de
verdade f, existe uma formula ¢ com n varidveis proposicionais e contendo apenas conectivas
de C, tal que Fy = f.

Proposicao 1.2. O conjunto de conectivas { A\, V ,—} € completo.
Demonstragcao. Mostramos por inducao sobre n.

Base. Para n = 1 existem 4 funcoes de verdade:

T fi r1  fo r1  f3 r1 fa
vV F V F vV V vV V
F F F V F F F V

Sendo ¢1 =p A —p, p2 = —p, ¢3 =p, ¢4 = p V —p, tem-se que Fy, = f; para 1l <1 < 4.

Indugdo. Supondo que a hipétese é vélida para n, seja f : {V,F}"*l — [V F}. Cons-

truimos duas fungoes n-arias fi e fo tal que:
filzr, ... zn) = f(z1,..., 20, V)
fo(xy,.ooymy) = f(a1,...,zp, F).

Por hipétese de inducao existem ¢;, com varidveis pi,...,p,, tal que Fy, = f; para

i=1,2. Tome-se ¢ = (ppt1 A ¢1) V (Pppy1 A ¢2), entao Fy = f.

Proposicao 1.3. O conjunto de conectivas {—,—} é completo.

Departamento de Ciéncia de Computadores F.C.U.P.



1.2. SEMANTICA DA LOGICA PROPOSICIONAL 12

Demonstragao. Basta ver que ¢ A v =-(p— ) e o V b = (=¢ — ). O

Exercicio 1.4. Mostra que o conjunto de conectivas {—, V } é completo. ©

1.2.3 Uso de conjuntos completos de conectivas

Podemos restringuir-nos sé a conjuntos completos de conectivas. Em particular, podiamos

ter considerado na definicao da linguagem da légica proposicional, apenas ou:

e as conectivas A, V e —

e as conectivas — e —

E considerar as restantes abreviaturas.
Uma das vantagens de ter um ntmero menor de tipos de férmulas é o de facilitar as demons-
tragoes... Mas também podemos definir outras conectivas. Por exemplo uma para cada uma

das funcoes de verdade undrias ou bindrias... As mais usuais sdo:

Designacao Conectiva | Férmula semanticamente equivalente
Falso F ¢ N 9

Verdade A% ¢V 9

Implicacao ¢ — P - V P

Equivaléncia | ¢ < 1 (mo V) A (¢ V )

Ou Exclusivo | ¢ V 9 (@ A =) V (= A )

Nao-e dAY (e A )

Nao-ou OAVET) =(¢p V )

Exercicio 1.5. Constroi as tabelas de verdade associadas a cada uma das conectivas. ¢
Exercicio 1.6. Mostra que

a) pop=(p—¢) N (¥ —9)

b) ¢ — 1 = — —¢ (contrapositivo)

c) Eop— 1 seesdsedlE

d) E ¢ seesssep=1)

<&
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1.3. FORMAS NORMAIS 13

Leituras suplementares [BE00] (Cap. 1, 3, 7) [HR00] (Cap. 1.3, 1.4.1)

1.3 Formas normais

Vamos ver que podemos transformar férmulas em férmulas semanticamente equivalentes, de
modo a obter férmulas de formas especiais e que nos permitam decidir mais facilmente sobre
a satisfabilidade ou validade das formulas originais. Algumas dessas formas normais existem
para qualquer férmula, outras apenas para certas classes de férmulas.

1.3.1 Forma normal negativa

Um literal é uma varidvel proposicional (p) ou a sua negagao (—p). Uma férmula diz-se em

forma normal negativa se a ocorréncia de — for s6 em literais.

Proposicao 1.4. Qualquer formula contendo apenas as conectivas N, V e = é semantica-

mente equivalente a uma formula em forma normal negativa.
Demonstracao. Basta usar as Leis de DeMorgan e eliminar as duplas negacoes. O

Exemplo 1.3. Determinar a forma normal negativa de =((p V q) A —p).
=((p vV @) A —p)
=(p V q) V =—p  (DeMorgan)
(=p A —q) V =—p  (DeMorgan)

(—=p A —q) V p (Dupla Negagao)
Exercicio 1.7. Determina a forma mormal negativa de

(pe=q)e=r) A =pe(ger))

1.3.2 Forma normal disjuntiva

Uma férmula diz-se em forma normal disjuntiva se for da forma:

(0111 VANEPIRIVAN alkl) V ...V (Oénl VANEPERIVAN Oénkn)

onde cada «;; ¢ um literal.

Lema 1.1. Para qualquer funcdo de verdade f : {V, F}" — {V, F}, existe uma formula ¢

com n varidveis proposicionais e em forma normal disjuntiva, tal que Fy = f.

Departamento de Ciéncia de Computadores F.C.U.P.



1.3. FORMAS NORMAIS 14

Demonstragao. Se f = F, para todos os valores dos argumentos, entao ¢ = p; A —p;. Senao,

para cada valorizacao v (correspondente a uma linha da tabela de verdade de f) seja:
o =11 N ... N

onde

Nota que v(¢,) = V. Entao, basta considerar

o= \/ o

f(v(p1),...,v(pn)):v

Para a seguinte funcao de verdade:

f($17$27$3)

Mo oE e <4< < B
H e < < H< S
M < << <8
R R R

uma férmula em forma normal disjuntiva é:

(p1 A p2 Ap3)V (p1t Ap2 A p3)Vo(pr A —p2 A p3) Vo (mp1 A p2 A p3)

Corolario 1.1. Qualquer formula é semanticamente equivalente a uma férmula em forma

normal disjuntiva.
Exercicio 1.8. Demonstra o Coroldrio 1.1. ¢

Resolugao 1.3.1. Dada uma férmula, € possivel transformd-la numa semanticamente equi-

valente em forma mormal disjuntiva, considerando os sequintes passos:
1. obter uma formula apenas com as conectivas N, V e —

2. obter uma formula em forma normal negativa

Departamento de Ciéncia de Computadores F.C.U.P.



1.3. FORMAS NORMAIS 15

3. aplicar a distributividade: (¢ V ) N 0= (p N 0) V (¢ A 6)
0NV Y)=(0Ad) V(O AP

Exercicio 1.9. Determina uma forma normal disjuntiva para

(p vV r)e=(qg A p)
<&

Resolugao 1.3.2 (1.9).

(pVr)e(gnh-pepVr)=(@A-p)A{gA-p—=I(Vr)

=@ vr)vin-p)A(-eA-p)V(pVr)

& ((p A r) V(g A-p) A((mgVp) VpVr)

& (((kp A =r) V(g A =p) A (=g Vop) V (((mp A )

V(g A p) A(p Vo)

S (p A A(=gVp)VigA-pA(=qgVp)
V(pA-rApVr)VigA-pA(pVr)

& (p A Aag V (pAor Ap) V(@A TpAg) V(@A p A p)
V(pA-r Ap)V(pA-r Ar) V(@A -pAp)VI(gA-pAT)
S (p A A=g) V(g AN op AT

No dltimo passo eliminamos conjuncoes que nao eram satisfaziveis.

Lema 1.2. Uma conjuncgao de literais [y N ... N l, € satisfazivel se e sé se para todo o
1<4,5 <n,l; nao é —l;.

Corolario 1.2. Uma formula ¢ em forma normal disjuntiva € satisfazivel se e sé se alguma

das suas conjuncoes de literais o for.

Obtemos assim um método de determinar se uma férmula é satisfazivel. Em particular, se a

férmula ja estiver em forma normal disjuntiva o método é linear no seu tamanho.

Exercicio 1.10. Ezxplicita este método. <

1.3.3 Forma normal conjuntiva

Uma férmula diz-se em forma normal conjuntiva se for da forma:

(Oén V ...V alkl) VANV (Oénl V ...V Oénkn)

onde cada «;; ¢ um literal.

Por dualidade, temos
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Lema 1.3. Uma disjun¢ao de literais Iy V ... V 1, € uma tautologia se e s se para algum

1§Z,]§n,llé_\lj

Entéao, é facil determinar se uma férmula em forma normal conjuntiva é uma tautologia: basta
verificar se todas as disjungoes sao tautologias, pelo método dado no Lema 1.3.

Mas como obter uma férmula em forma normal conjuntiva?

1. se tivermos a tabela de verdade, por um método dual ao da forma normal disjuntiva:
isto é, escolher as linhas que correspondem a F, considerar para cada uma disjuncao de
literais tal que se z; = V coloca-se —p; e se x; = F coloca-se p;; e finalmente tomar a

conjungao dessas disjuncoes (Verifica a corregao!).

2. se tivermos uma férmula, adaptar o método dado para a forma normal disjuntiva, usando

a distributividade para a conjuncao...

Exercicio 1.11. Obtém uma formula em forma normal conjuntiva correspondente a tabela

de verdade dada anteriormente. <
Resolucgao 1.3.3. Uma formula é:
(7p1 V. p2 V. p3) A (p1 V —p2 V p3) A (p1 V p2 V —p3) A (p1 V p2 V ps3)

Exercicio 1.12. Determina uma forma normal conjuntiva equivalente a formula

(p vV r)e(g N —p)

1.3.4 Foérmulas de Horn e Satisfazibilidade

Uma formula de Horn da l6gica proposicional é uma férmula em forma normal conjuntiva em

que em cada disjuncao existe no maximo um literal positivo. Exemplos de férmulas de Horn

sao:
pA—gA(gV p)
(—=p VgV asVp A(—gV -rVp A(pV-asVs)
(=p V=gV =8) AN (-gV —r V p) As
Numa férmula de Horn, as disjunc¢ées —py; V ... V =p, V p também se podem escrever como

(p1 A oo A pn)—D

ou se p nao existe (ou é F):

(p1 Ao Apy) = F
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ou se 0s p; Nao existem)

F—p

Nota que nem todas as férmulas tém uma féormula de Horn equivalente...basta que as suas
formas normais conjuntivas tenham mais que um literal positivo que nao possa ser simplifi-
cado...

Para determinar se uma férmula de Horn da légica proposicional é satisfazivel podemos
usar um algoritmo (mais eficiente que a construcao da tabela de verdade correspondente e a
verificagao se para alguma linha a férmula tem o valor V).

Vamos ilustrar o algoritmo com a férmula p A =g A (¢ V —p):

e comecar por colocar numa linha as varidveis proposicionais que ocorrem na féormula e

colocar a formula. Ex:

p‘quAﬂqA(qvﬂp)

e se alguma das variaveis proposicionais ¢ um dos elementos da conjuncao atribuir o valor

V a essa variavel (porqué?). Ex:

p\quAﬁqA (¢ vV —p)
Vi
e Com a informacao dessas varidveis preencher a tabela como se tivesse a construir a

tabela de verdade (para essa linha), analisando cada disjungao para determinar se, para

ela ser verdadeira, se pode determinar mais valores para as varidveis proposicionais:

plalp A =4 A @ v - p)
v | F

Neste caso, ¢ tem de ser V e entao isso pode ser acrescentado:

p‘q‘p/\ﬂq/\(qvﬁp)
vV F

E voltando a repetir este passo, obtém-se:

P p AN - qg N (¢ V = p
V|

|
v F F

Continuar até mais nada poder ser acrescentado.
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e se no passo anterior se atribuir F a um dos elementos da conjuncao, a férmula também
fica com o valor F e nao é satisfazivel. Caso contrario podemos atribuir a férmula o valor
V se atribuirmos F as restantes variaveis proposicionais. Nota que assim no maximo
um literal por disjuncao é F' (e as disjungoes nao sao unitérias).

No exemplo que estamos a considerar, a férmula tem o valor F e portanto nao é satis-

fazivel.

Exercicio 1.13. 1. Justifica a correcao do algoritmo, isto €, que atribui o valor verdade

se e so se a formula de Horn € satisfazivel.
2. Aplica o algoritmo as sequintes férmulas:
e (P V mq) A(mg Vr)Ag
epA(pVag A(-qVp)

e pA(pVaqg AN—g
ep A (-pVq AT

1.3.5 Satisfazibilidade

O problema de determinar se uma férmula da légica proposicional é satisfazivel é um pro-
blema com muitas aplicagoes em Ciéncia de Computadores uma vez que muitos problemas
de combinatéria e optimizagdo se podem reduzir a ele (p.e. resolucao de puzzles, como o
sudoku, etc). Ja vimos que este problema se pode resolver através da construcao de tabelas
de verdade, mas no pior caso isso pode ser exponencial no namero de varidaveis. Na realidade,
nao se conhece nenhum algoritmo mais eficiente para resolver este problema para qualquer
tipo de férmulas. Contudo, existem classes de formulas para as quais o problema é polinomial
(linear): por exemplo se a férmula estiver em forma normal disjuntiva ou for uma férmula de
Horn. Por outro lado, no caso geral existem diversos algoritmos que na pratica se comportam
muito melhor que o da construcao de tabelas de verdade. Estes algoritmos podem ser apli-
cados a férmulas genéricas (com qualquer tipo de conectiva) mas sao especialmente simples
se as férmulas estiverem em forma normal conjuntiva (FNC). Este tipo de férmulas pode ser

representado de forma compacta usando a nocao de clausula.

1.3.5.1 Clausulas

Definicao 1.8. Uma clausula € uma disjuncdo de literais ;1 V lo V ... V l,, n > 0. Uma
clausula pode-se representar por um conjunto de literais. Se n = 0 dizemos que a clausula €

vazia e corresponde a F. Sen =1 dizemos que a clausula ¢ unitaria.
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Por exemplo p V —q¢ V —p V s é uma cldusula e pode representar-se por um conjunto
{p,~q,-p, s}
Qualquer férmula da légica proposicional em FNC pode-se representar por um conjunto de

clausulas. Por exemplo,
pA(@VrVvag AN(ErVv-as)ANpVs) A(ngV -s)
pode ser vista como um conjunto de clausulas:

{{_‘p}v {Q7 T}a {_'Tv _‘3}7 {p, 3}7 {_'Q7 _‘S}}

E como qualquer féormula é equivalente a uma em FNC, se tivermos um método para de-
terminar a satisfazibilidade de cldusulas, temos um método que se pode aplicar a qualquer

férmula.

Definicao 1.9. Dado um literal | designamos por literal complementar o literal | definido
por:
- { —l, sel é uma varidvel (positivo)
p, sel € da forma —p (negativo)
Como vimos no Lema 1.3, uma cldusula é uma tautologia se contém um par de literais
complementares p e —p. Estas clausulas podem ser retiradas do conjunto sem alterar a

satisfazibilidade.

1.3.5.2 O algoritmo de Davis-Putnam

O algoritmo que vamos apresentar é uma variante do original de 1960 [DP60, DLL62] e
que continua a ser a base de muitos dos algoritmos que actualmente sao mais competitivos
(estando as diferencas nas estruturas de dados e nas diversas heuristicas que usam).

A ideia base do algoritmo é considerar para cada variavel os possiveis valores de verdade e
simplificar a féormula de acordo com essas atribuigoes até se poder concluir que ela é ou nao
satisfazivel. As simplificacGes incluem um caso especial para as clausulas unitarias. Por uma
questao de legibilidade vamos continuar a representacao de cada clausula usando disjuncoes

(em vez de um conjunto de literais).

Definicao 1.10. Seja S um conjunto de cldusulas. Um conjunto S’ € obtido de S por pro-
pagacao unitdria se S’ se obtém de S por repeticio da sequinte transformacao: se S contém

uma clausula unitdaria (i.e. com um unico literal 1), entao:
1. remover de S todas as cldusulas da formal vV C’

2. substituir em S cada cldusula da formal vV C' pela cldusula C'.
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Exemplo 1.4. Considera o sequinte conjunto de cldusulas:

{p1,=p1 V —p2,p3 V p2,7p7 V p2,mp3 V pa,—p3 V ps,—pa V —p Vg,

-ps V pe V 1r,mp V g V pe,p V pr,or Vo pr}

Aplicando a propagacdo a py resulta em:

{=p2,p3 V p2,7p7 V p2,mp3 V pa,p3 V ps,—pa V —p Vg,
—ps V ops V r,mp V g V pe,p V pr,or Vo pr}

Aplicando a propagacdo a —po resulta em:
{p3,=p7,—p3 V pa,—p3 V ps,mpa V p Vg,
—ps V mpe V r,mp Vg Vopg,p V opr, TV opr}
Depois de aplicar a propagacdo a p3 e —p7, temos:
{pa,ps,~pas V =p V q,7ps V —pg V 1,7p V =g V pe,p, T}
Propagando para p4, ps,—r e p vem:
{a,—pe;—~q V ps}

FE finalmente propagando para q e —pg:

{F}

(1.1)

(1.2)

(1.4)

(1.5)

(1.6)

o que determina que o conjunto inicial de cldusulas é nao satisfazivel (e neste caso usando sé

propagacao unitdria).

O algoritmo bésico de Davis-Putnam é o seguinte:

DLL(8) {
input: conjunto de clausulas S

output: satisfazivel ou nao satisfazivel

S := propaga(S)

if S vazio then return satisfazivel

if S contem F then return nao satisfazivel
1 := selecciona_literal(S)

if DLL(S U {l}) = satisfazivel
then return satisfazivel

else return DLL(S U {i})
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A funcao propaga implementa a propagacao unitdria. A funcdo seleciona_literal retorna
um literal da clausula. Esta funcao poderd ser considerada um parametro do algoritmo, pois
uma escolha adequada do literal pode tornar o algoritmo mais eficiente. Possiveis critérios
sao: escolher uma varidvel que ocorre mais vezes; que o produto das ocorréncias de [ e lé
maximo; que ocorre mais vezes em clausulas de tamanho minimal, etc.

Para verificar a satisfazibilidade de um conjunto de férmulas serd necessério primeiro converteé-

lo para um conjunto de clausulas.
Exemplo 1.5. Vamos aplicar o algoritmo DLL ao sequinte conjunto de clausulas:
S={wpV ¢=pVagpV qpVaq} (L.7)

Como nao tem cldusulas unitdarias nao podemos aplicar a propagacdo. Temos que seleccionar
um literal, por exemplo, —p. Consideremos, primeiro, o conjunto S aumentado com —p.

Podemos nesta caso aplicar a propagacio (=) sucessivamente:

1 _|’_| 5 _|’ ’_|
{-p V =¢,~p V ¢,p V =q,p V q,7p} =
{=q,q¢} = {F}

Como S U{=p} € nao satisfazivel, pelo algoritmo temos que considerar ainda S U {p}. Neste

(1.8)

caso a propagagao €:

{-p V =¢,=p V ¢,p V mq,p V q,p} =
{=q,q} = {F}

(1.9)

E o algoritmo retorna nao satisfazivel.
Pode-se demonstrar que:

Proposicao 1.5. O algoritmo DLL € correcto e completo para a satisfazibilidade de um con-
junto de clausulas S, i.e. o algoritmo retorna satisfazivel se S € satisfazivel e retorna

nao satisfazivel se S € nao satisfazivel.

Podemos considerar ainda algumas optimizacoes a este algoritmo. A primeira é a eliminacdo
de tautologias que pode ser feita apenas uma vez quando se converte uma férmula (ou conjunto
de férmulas) para um conjunto de clausulas (e usando o Lema 1.3), dado que o algoritmo
nao introduz tautologias. Outra optimizacao pode ser feita quando uma varidvel p sé aparece

positivamente ou sé negativamente (—p) num conjunto de cldusulas.

Definicao 1.11. Um literal I é puro num conjunto de cldusulas S, se S nao contém cliusulas
da forma l VvV C. A eliminacio de literais puros remove do conjunto de cldusulas todas as

cldusulas que contém um literal puro.
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Exemplo 1.6. Considera a férmula =((p — q) N (p N ¢ = r) — (=p — r)). Umna FNC

equivalente em forma clausal é:
{-=p VvV ¢,=p VvV ~qV r,-p-r} (1.10)

O literal —p € puro neste conjunto, portanto todas as cldusulas em que ele ocorre podem ser
eliminadas. Ficdmos apenas com {—r}. Como também € puro, podemos eliminar e concluir

que o conjunto € satisfazivel.

Para implementar esta eliminacao, basta termos um contador com o nimero de ocorréncias

de cada literal [. Quando esse contador for 0, o literal 16 puro.
Exercicio 1.14. Aplica o algoritmo DLL ao sequinte conjunto de cldusulas:

{pVagVr,-pV-oqgV-rpV gV -rpVqg\V -,
(1.11)
-pV q-pVrpV-ogVr}

o

Exercicio 1.15. O seguinte conjunto de cldusulas formaliza o principio de Dirichlet (ou
pigeonhole) para 3 pombos e 2 poleiros: é impossivel colocar 3 pombos em 2 poleiros de
modo que cada poleiro s6 comtém um pombo! Considera o sequinte conjunto de varidvies
proposicionais {p;; | i = 1..3,j = 1,2} em que p;; denota que pombo i foi colocado no poleiro

j. As clausulas sequintes indicam que cada pombo € colocado nalgum poleiro:

P11V pi2,p21 V p22,P31 V P32

Agora € necessario formalizar que cada poleiro tem no mdximo um pombo: para cada par de
pombos iy e iy e qualquer poleiro j tem-se que ambos ndo podem estar em j, i.e. =(pi;j N Piyj)

ou equivalentemente —p;.: NV —p;.:. Temos entao 6 cldusulas:
i1 i2]

—p11 Vo Tp2t, P11 Vop3t, P21 Vs,
“p12 Vo op22, P12 VP32, P22 Vo D32,

Mostra a nao satisfazibilidade o conjunto de 9 clausulas usando o algoritmo DLL. <

Leituras suplementares [BE00] (Cap. 3, 4, 7) [HR00] (Cap 1.5) [GLM97] (Cap 2.2, 4.3)
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1.4 Sistemas dedutivos
Considera os raciocinios seguintes:

1 | Todos os homens sao mortais

Sécrates é um homem

2
3 | Sécrates é mortal

1 Todos os actores ricos sao bons actores

Brad Pitt é um actor rico

2
3 | Brad Pitt é bom actor

Informalmente, um raciocinio é uma sequéncia de afirmacoes das quais uma — a conclusao —
deve ser consequéncia das restantes — as premissas. A conclusao é uma consequéncia logica
das premissas, se for verdadeira sempre que as premissas forem verdadeiras. Neste caso temos
uma raciocinio vdlido. Num raciocinio valido se as premissas forem verdadeiras, o raciocinio
é integro. Nos exemplos anteriores, o primeiro raciocinio é integro, mas o segundo nao: a

primeira premissa é falsa!

1.4.1 Métodos de dedugao

Como podemos mostrar que uma conclusao € uma consequéncia logica das premissas?
Construindo uma sucessdo de passos em que em cada um a conclusdo é inequivocamente
consequéncia das conclusoes e premissas anteriores. Formalmente iremos considerar sistemas
de deducao.

Por outro lado, para mostrar que uma conclusao ndo € consequéncia logica das premissas,
temos que mostrar que existe uma situacao em que as premissas podem ser verdadeiras e a

conclusao falsa. Essa situacao é designada de contra-exemplo.

1.4.2 Sistemas de dedugao axiomaticos

Um sistema de deducao axiomatico D é um método sintactico, constituido por:
axiomas (légicos): férmulas base, que caracterizam as propriedades das conectivas
regras de inferéncia: modos de obter formulas a partir de outras

Definicao 1.12. Uma sucessao finita de formulas ¢1,...¢, € uma deducao de ¢, em D a

partir de um conjunto X de féormulas se para cada 1 <1 < n se verifica:
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e ¢, €
e ¢; ¢ um axioma

o ¢; resulta de ¢y ...¢;—1 por aplicacao duma regra de inferéncia

Neste caso diz-se também que ¢, pode ser deduzido a partir de X e escreve-se X bFp ¢y,.
A férmula ¢, é um teorema (de D) se ¥ = () e escreve-se bp ¢,,. Neste caso, a dedugio
@1, ... ¢n diz-se uma demonstragao de ¢,. Se ¥ = {01,...,0,} € finito, em vez de ¥ bp ¢

escreve-se

01,...,0, Fp o

e D serd omitido se for explicito no contexto.

1.4.3 Sistema de dedugao natural, DN

Sistema inventado por G. Gentzen (1935) (e também por S. Jaskowski), e cujas regras pre-
tendem reflectir as formas de raciocinio usadas nas demonstracoes matemaéticas. Nao tem
axiomas, s regras de inferéncia. Uma das suas originalidades, em relacao a outros sistemas
axiomaticos, é possibilidade de introduzir hipéteses no meio da deducao, mas que terao se
ser eliminadas antes da dedugao perminar. Outra caracteristica é a dualidade das regras.
Para cada conectiva logica existem dois tipos de regras: de introdu¢ao (da conectiva) e de
eliminacao (da conectiva).

Consideremos um exemplo. Suponhamos que queremos concluir que

pVi@nrr)—=(VaApVr)

¢ uma tautologia (é valida).

Para tal, supomos que (p V (¢ A 7)) se verifica e tentamos concluir ((p V ¢q) A (p V 7)).
Como temos uma disjun¢ao no antecedente, temos que supor separadamente que p se verifica
ou que (g A r) se verifica (eliminagdo de V). Suponhamos p, entao p V ¢ também se verifica
(pois numa disjun¢ao basta que um se verifique) (introducio de V ), e também temos p V r
(introdug¢ao de V). Mas entao, também se verifica a sua conjuncao ((p V ¢q) A (p V 1))
(introdugao de A ). Agora se (¢ A r) se verifica, entao ¢ e r verificam-se (eliminagao de A ).
Entao (p V q) e (p V r), também se verifica, assim como a sua conjungao. Temos a seguinte

drvore de demonstracao:
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p qnNT
pVyq q
pVr T
(Vg npVr) pVyq
pVr

((pVva)A(pVvr)

Como supondo (p V (¢ A 7)) se “deduz” ((p V ¢q¢) N (p V r)), podemos concluir que
pV(gAT)—=((pVq A (pVr) (introdugao de —).
Vamos agora formalizar as regras de inferéncia DN.

Uma regra de inferéncia é da forma:
de ¢q ... ¢y infere-se ¢,

e pode ser representada graficamente (em arvore) por:

1,0 Ok

Pn

1.4.3.1 Regras DN para a conjungao

Introducgao de A

¢
¢ N
Se ja deduzimos ¢ e ¥ entao podemos deduzir ¢ A P

AT

Eliminacao de A

oAy DAY
¢ ' P

Se deduzimos ¢ A ¥ podemos deduzir ¢; e podemos também deduzir .

N Eo

Exemplo 1.7. Mostrar que p A q,7Fq N r.

Resolugao 1.7.1. Podemos construir a dedu¢do numa arvore:

pf/q\q/\EQ r
— NI

qgnNT
em que as folhas sdo as premissas. Mas estas drvores podem ficar muito grandes, portanto va-
mos considerar uma representacao linear para as dedugoes: numerams-se 0S passos, Separam-

se as premissas e, para cada passo, indica-se qual a regra a aplicar e quais as formulas que
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intervém. Para a deducdo anterior, temos

1 |pAgq

2 |r

3 7 AE, 1
4 g AT A 3, 2

Esta notacao para a representacao de dedugoes naturais denomina-se notagao de Fitch.
Exemplo 1.8. Mostrar que (p A q¢) AN rtr A gq

Resolugao 1.8.1.

L |pAgAr

2 |pAgq AE, 1
3 |r ANE, 1
4 |q AE, 2
5 | r A gq A 3, 4

1.4.3.2 Regras DN para a disjungao

Introdugao de Vv

¢ Y

v I

¢V P ¢V Y

Se ja deduzimos ¢ podemos deduzir qualquer disjuncao que contenha ¢.

V Iz

Eliminacao de V

oV P v

se ja deduzimos a disjuncao ¢ V 1
e se supusermos ¢ deduzirmos v (numa sub-deducao)

e e se supusermos ¢ deduzirmos v (numa sub-dedugao)

entao podemos deduzir y
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Nestas regras, expressoes [¢] indicam que estamos iniciar uma sub-dedugao com premissa ¢,
que s6 deve ser considerada nessa sub-deducao. As sub-deducgoes tém de terminar pela ordem
em que foram iniciadas. Neste caso as sub-dedugoes terminam quando v for deduzido. Na

notacao de Fitch, cada sub-dedugao é iniciada com uma indentacao.
Exemplo 1.9. Mostrar que (p A q) V (¢ N 1)t q.

Resolugao 1.9.1.

1L [(pAq Vi(gAr)

2 p A q

3 q ANE, 2

4 q Nr

5 q AE, 4

6 |q VE, 1,2-3, 45

1.4.3.3 Regra DN de Repeticao

Numa deducao podemos sempre repetir uma conclusdo jé obtida. A essa regra chamaremos
repeticao:

¢

—R

¢
Exemplo 1.10. Mostrar que (p A q) V gt g

Resolugao 1.10.1.

L |(pAq Vg

2 PAq

3 q ANE, 2

4 q

5 7 R, 4

6 |q VE, 1,2-3,4°5

1.4.3.4 Utilizagao de sub-dedugoes

Como ja foi referido, uma deducao pode ser composta por sub-deducoes que introduzem novas
premissas. Mas nem essa premissa, nem as formulas delas deduzidas podem ser usadas depois

da sub-deducao em que ocorrem terminar. Considera a seguinte deduc¢do:
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L {(pAqg VAT

2 p A q

3 P AE, 2

4 q AE, 2

5 q N r

6 q AE, 5

7 lq VE, 1,2-4,56
8 |gANp AL 7,3

Esta deducao estda ERRADA! No passo 8 é usado um passo que ocorre numa sub-deducao que
ja terminou. Uma sub-dedugao é iniciada com a introducao de novas hipéteses (premissas) e
as dedugoes ai feitas dependem delas. Quando termina a sub-deducao, essas hipéteses deixam

ser assumidas e portanto nao se podem utilizar!

1.4.3.5 Regras DN para a Negacao

Eliminacao de —

Corresponde a uma das partes do principio da dupla negacao.

¢
6

-E

Introdugao de —
Esta regra corresponde a demonstragoes por contradicao. Representamos por F uma con-

tradigao (p.e., @ A —¢).

Se supondo ¢ podemos deduzir uma contradicao, entdo podemos deduzir —¢ das premissas

originais.

1.4.3.6 Regras DN para F

Se nao considerarmos F como uma abreviatura de ¢ A —¢, temos de ter uma regra para o

introduzir!:

lcaso contrério podemos ignorar...
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Introdugao de F

FI

Se deduzimos ¢ e —¢ entao temos uma contradicao.
Exemplo 1.11. Mostrar que ¢ = ——¢.

Resolugao 1.11.1.

iy
2 | | -0

3 F FI 1,2
R p— 1,23

Eliminacao de F

-
¢

Se deduzimos uma contradi¢ao, entao podemos deduzir qualquer férmula.

Definicao 1.13. Um conjunto de formulas ¥ diz-se inconsistente se X -+ F.

1.4.3.7 Meétodos de demonstracao

Vamos ilustrar algumas aplicagoes das regras anteriores, em demonstracoes em matematica.

Demonstragao por casos A regra da eliminagao da disjuncao corresponde ao método

de demonstracao por casos. Consideremos o seguinte problema:
Mostrar que existem irracionais b e ¢ tal que b¢ € racional
. - . V2 , , . . .
Demonstragdo. Demonstracao por casos: Seja v/2' . Este niimero é racional ou irracional.
V2o, ~
e Se v/2"7 é racional entdo basta tomar b = ¢ = /2

e Se \/5\/i ¢é irracional, entao seja b = \/i\/i e c=+2. Vem b¢ = \/5\/5\/5 = \/52 =2,

que é racional.

O

E de referir que a demonstragao anterior nao é construtiva, uma vez que nao foi determinado

V2, ~ .
se V2V é ou nao racional.
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Demonstragao por contradigao A regra da introducao da negacgao, é usada nas de-
monstracoes por contradicao, isto é, supoe-se a negacao do que se quer provar e chega-se a

um absurdo. Suponhamos o seguinte problema:
Mostrar que V2 ndo € racional.

Demonstra¢igo. Suponhamos que /2 é racional. Entao existem p e ¢ tal que v2 = p/q, com
um deles impar (porqué?). Entao g—z =2. E p? = 2¢%. Entdo p? é par e p também (verifica!).

E 4| p?e 4|2 Mas entdo ¢> também é par! Temos entdo uma contradicio. O
Exemplo 1.12. Mostrar usando o sistema DN :

a) ~p V gk =(p A q)

b) ==(p A —p)

¢c) =(-p VvV qkp

Resolugao 1.12.1. a) —p V =gk =(p A q)

L =V —q
2 —p
3 —p A q
4 P AE, 3
5 F FI, 2,4
6 =(p A q) -1, 3-5
7 —q
8 —p A q
9 q AE, 8
10 F FI, 7,9
11 =(p A q) =1, 8-10
12 | =(p A q) VE, 1, 2-11
b) ==(p A —p)
1 p AP
2 P ANE, 1
3 -p ANE; 1
4 F FI, 2,3
5 | =(p A —p) -1, 14
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¢c) =(-p VvV qkp

1 | =(=p V9

2 —p

3 -p V q VI, 2

4 F FI 1,3
5 | —p —I, 24
6 |p —-E, 24

Leituras suplementares [BE00] (Cap. 2,5,6)

1.4.3.8 Regras DN para a implicacao

Eliminagao de — (modus ponens)
Esta regra é habitualmente conhecida por modus ponens (em latim, modo que afirma) e
corresponde a raciocinios condicionais:

66—V
v

Se ja deduzimos ¢ e ¢ — 1, entao podemos deduzir 1.

E

Exemplo 1.13. Mostrar que p,p — q,p — (¢ — ) 1.

Resolugao 1.13.1.

L {p—=(—r)

2 |p—a

3 |p

4 7—>7’ —FE 1,3
5 |q —E, 2,3
6 |r —E, 4,5

Introdugao de — (regra da deducao)
A regra para introduzir uma implicacdo necessita duma sub-deducdo: supondo ¢ tentamos

deduzir 1. Se tal acontecer, terminamos a sub-deducao (retirando a suposi¢ao) e concluimos

¢ —
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Exemplo 1.14. Mostrar que (p V q) =1t p—r.

Resolugao 1.14.1.

L (pVag—r

2 p

3 pV q VI, 2

4 r —F, 1,3
5 |p—r —I, 24

1.4.3.9 Deducgoes sem premissas

Com a introducao da implicacao (regra da deducao) podemos converter qualquer deducao

com premissas numa deducao sem premissas:
Exemplo 1.15. Mostrar que - ¢ — ——¢.

Resolugao 1.15.1.

1| é

2 | | |-e

3 F FI 1,2
4 o 123
5 | ¢ o L 14

Em geral temos:
Lema 1.4. (da dedugdo) XU {¢} 1 se e s6 se L F ¢ — 1.

Demonstragao. =: Se ¥ U {¢} F 9, obtemos ¥ F ¢ — 1), supondo ¢, usando a deducao
anterior até obter v e aplicando a regra — 1.

<: Se X+ ¢ — 1), para obter ¥ U {¢} I ¢, usamos apenas deducao de ¢ supondo ¢. ]

1.4.3.10 Algumas regras derivadas de DN

A partir das regras base podemos obter regras derivadas que correspondem a teoremas no

sistema DN (eventualmente usando o lema da dedugao).

Modus Tollens (em latim, modo que nega)

e
¢

Exemplo 1.16. Mostrar que ¢ — 1, =) = —¢.

MT

Departamento de Ciéncia de Computadores F.C.U.P.



1.4. SISTEMAS DEDUTIVOS 33

Resolugao 1.16.1.

L |o—79

2 |

3 ¢

4 " —E 1,3
5 F FI, 2, 4
6 | ¢ ~1, 35

Introducao da dupla negacao

—— _\_|I
Reducgcao ao absurdo
[—¢]
F
RA
¢

Se tivermos uma deduc¢ao de F supondo —¢ podemos ter uma deducao de —¢ — F. Entao

basta mostrar ¢ — F F ¢:

1 | —¢—F
2 —¢
3 F —E, 1,2
4 | == =1, 2-3
5 | ¢ -E, 4
Terceiro excluido
— TE
¢V ¢
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1 (¢ vV —0)

2 ¢

3 6V ¢ VL2

4 F FI, 1, 3
5 — -1, 24
6 ¢V - VI, 5

7 F FI, 1,5
8 | oV o RA, 1-7

Exemplo 1.17. Mostrar ~q — —p+ p — —q.

Resolugao 1.17.1.

I | =g——p

2 p

3 - =1, 2

4 ——q MT, 1,3
5 | p— g —1, 24

1.4.3.11 Equivaléncia dedutiva

Dadas dumas férmulas ¢ e 9, dizemos que ¢ e ¥ sao dedutivamente equivalentes se e sb se
oY et ¢. E denotamos por ¢ - 1.

Exercicio 1.16. Mostra que ¢ 4- 1) se e s6 se b (¢ — ) N (Y — ¢). ©
Proposicao 1.6 (Contraposicao).
6 — YA — 0

Demonstragao. Vamos mostrar s6 ¢ — ¢ = = — —¢:

L 1o—9

2 —

3 - MT, 1, 2
4 | Y — —o —I, 2-3
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1.4.3.12 TIlustracao da aplicagao das regras

Demonstracao duma afirmacao condicional Como ja vimos, a regra da introducgao
da implicagao corresponde a demonstracao de uma condicional. Suponhamos que queremos

mostrar que:
Se n? ¢ par entio n é par

Demonstragdo. Suponhamos que n? é par. Vamos provar que n é par, por contradicdo.

Suponhamos que n é impar, entdao n = 2m + 1, para algum m. Entao:
n?=2m+1)> =4m? +4m +1=202m* +2m) + 1

que é impar! Entdo n é par. E temos demonstrada a implicagao. O

Demonstracao por contraposicao De igual modo temos as demonstracoes por contra-

posicao. Suponhamos que queremos mostrar que:

Se n ndo € par entdo n® nao é par

Demonstragdo. Suponhamos que n nao é par, i.e é da forma n = 2m + 1, para algum m.
Entao:
n?=(2m+1)* =4m? +4m +1=22m* + 2m) + 1

2 ¢ fmpar, e portanto nao é par. Entdo temos demonstrada a implicacio.

O

0 que mostra que n

Neste caso evita-se a reducao ao absurdo...
Exemplo 1.18. Mostra que:

a) Fp vV =(p A g

b) ~(¢ A )F=dp vV ¢
¢)FAa)VpV g

d) ¢ =Yk =p VvV

e) Fé— (¥—9)
fIE@—@W—=10)—=((¢—v¢)—(p—10))
g9) b (= = =¢) = (¢ — ¢) — V)
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Resolugao 1.18.1. a) Fp V =(p A q)

Supondo a regra do terceiro excluido (TE)

L l=pAagV®Aa TE

2 PAq

3 P ANE, 2

4 pV =(p A q) VI, 3

5 ~(p A q)

6 pV =(p A q) VI, 5

7 |pV apAq VE, 1, 2-4, 56

b) =(¢ A Y)FE=p V

I N )

2 (—p Vv )

3 -0

4 —~¢ V VI, 3

5 F FI, 2, 4
6 =g -1, 3-5
7 o ~E, 6

8 -

9 —¢ V - VI, 3

10 F FI, 2,9
11 ——p ~1, 8-10
12 " ~E, 11
13 b At AL T, 12
14 F FI, 1, 13
15 | ~=(=¢ V —p) -1, 2, 14
16 | ¢ v - ~E, 15

)b ANa VvV -pV g
Usar a regra do terceiro excluido com (p A q) V —(p A q) e ver a resolu¢ao do exercicio

anterior
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d) ¢ >t Vi

1 ¢—
2 (m¢ V )
3 -
4 —¢ V VI, 3
5 F FI, 2, 4
6 = -1, 35
7 ¢ ~E, 6
8 W SE, 1,7
9 —¢ V1 VI, 8
10 F FI, 2,9
11 (¢ V o) ~1, 2-10
12 | = Vv 1 ~E, 11
e)Fé— (Y — o)
1 ¢

P — P —1,2-3
¢— (¥ —9) —I 14

[ N

I E@—=@—0)—(¢—1v)—(—0))

1 ¢ — (¢ —0)

2 (¢ — )

3 ¢

4 ? —F 2,3
5 g~ —~E 1,3
6 0 —E, 4,5
7 b —0 —1,36
8 (6 — ) = (6 — 0) 127
9 1o=>W—=0—0@—y) —(¢—10) —1 18
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9) F (2 = =¢) = (¢ = ¢) = ¥)

1 ) — ¢

2 Y — ¢

3 1

4 ¢ —E, 2,3
5 — B 1,2
6 F FI 4,5
7 ——) -1, 36
8 W ~E, 7T

9 (Y —¢) = —1,2-8
10 | (= ——¢) > (= ¢) v —L19

Leituras suplementares [BE00] (Cap. 8.1-2)

1.5 Integridade e completude de um sistema dedutivo

Um sistema dedutivo é um conjunto de regras, puramente sintacticas. Para que possa ser
usado para obter a validade ou consequéncia l6gica de férmulas é necessdrio (desejavel) que
seja integro e completo. Isto é: que o que se deduza seja consequéncia semantica das
premissas, e se uma férmula for consequéncia semantica das premissas entao existe uma

deducao para ela.

Definicao 1.14 (Integridade). Um sistema dedutivo € integro, se dado um conjunto ¥ de
premissas e uma conclusao ¢, se existe uma deducao de ¢ com premissas 2, i.e X2 Fp ¢, entdao
a conclusao ¢ é consequéncia semantica de X, i.e ¥ |= ¢. Em particular, se -p ¢ entdo ¢ €
uma tautologia (= @) .

Definigao 1.15 (Completude). Um sistema dedutivo é completo, se dado um conjunto % de
premissas e uma conclusao ¢, se ¢ € consequéncia semantica de 3, i.e ¥ = ¢, entao existe
uma dedugdo de ¢ com premissas 3, i.e X Fp ¢. Em particular, se ¢ € uma tautologia (= ¢)

entao Fp ¢.

1.5.1 Integridade do sistema de deducao natural DN

Proposigao 1.7. Se ¥ F ¢ entio X = ¢.
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Demonstragdo. Suponhamos que temos uma deducao de ¢, ¢1,..., ¢, = ¢. Vamos mostrar
que em cada passo a férmula que ai ocorre é consequéncia semantica das premissas (ou
hip6teses) que af sdo assumidas.

Provamos por redugao ao absurdo: Suponhamos que existe um passo p que contém uma
férmula que nao é consequéncia semantica das premissas assumidas em p. E seja p o primeiro
desses passos . Vamos ver que qualquer que seja a regra de DN aplicada em p, temos uma
contradi¢do. O que permite concluir que nao existe tal passo p. Fazemos a demonstracao
por casos, considerando cada uma das regras. Basicamente temos dois tipos de casos: os que
correspondem a regras com sub-dedugoes e os a regras sem sub-deducoes.

Suponhamos que a regra a aplicar é a eliminacao da implicacao:

— E
Seja 0 a férmula deduzida no passo p por aplicacao de — E
¢ 1‘2_”” a¢ — 0 e¢d. E sejam ¢q,...,¢, as premissas assumidas
em 6, e, por hipétese, 6 nao é consequéncia semantica delas.
Mas as premissas para ¢ — 0 e ¢ estao entre os ¢1,..., ¢k €
ambos sao consequéncia semanticas delas:
L | ¢
n | ¢—10
b2
! ¢
®3
P 0
Considera a tabela de verdade para as férmulas ¢, ..., ¢r,¢,0 — 6 e 0. Por hipdtese, existe

uma valorizagdo v tal que v(¢;) = V, 1 < i < k e v(f) = F. Mas também tem-se que
v(p) =v(¢p — 0) = V. Mas isto contradiz a tabela de verdade para a implica¢ao. Portanto
concluimos que esta regra nao pode ser aplicada no passo p (se existir).

Vejamos agora o caso da regra da introducao da implicacao:
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— 1

(] : Suponhamos que o passo p deduz ¢ — 6 por aplicacao da

' regra — I a uma sub-deducao com premissa ¢ e conclusao

(0 0. Sejam ¢1,..., ¢, as premissas assumidas em ¢ — 6. Em
o 0 as premissas sao algumas das ¢1,...,¢p e ¢. E ¢ é con-

sequéncia semantica dessas premissas.
0
¢—0
Seja a tabela de verdade para ¢1,...,dr, ¢, @ — 0 e 0. Por hipotese, existe uma valorizagao

v tal que v(¢;)) =V, 1 <i < kewv(p — 60) =F. Entdo temos também que v(¢) = V e
v(0) = F. Mas isto contradiz o facto de 6 ser consequéncia semantica de ¢1, ..., ¢ e ¢. Logo
esta regra também nao pode ser aplica no passo p.

Suponhamos que a regra a aplicar é a eliminacao da disjuncao:

VE
] [¥] : Suponhamos que o passo p deduz 6 por aplicagdo da regra
' ' V Ea¢ V e duas sub-dedugoes uma com premissa ¢
VY Yo outra com premissa ¢ e ambas com conclusao #. Sejam
¥ . .
®1,..., Pk as premissas assumidas em 6 (no passo p) e por,

hipétese, 6 nao é consequéncia semantica delas. Mas ¢ V v

é consequéncia semantica de algumas delas.
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n oV P
¢
l 0
|
m 0
P 0
Seja a tabela de verdade para ¢1,...,0r, ¢ V 1, e 6. Por hipdtese, existe uma valorizacao v

tal que v(¢;) =V, 1 <i<k v(p V )=V ewv(d) =F. Entao também, ou v(¢) = V ou
v(¢) = V. Ambos os casos obrigavam a v(f) = V, no passo [ ou no passo m respectivamente,
uma vez que nesses passos 6 é consequéncia semantica de ¢1,...,¢r, € ¢ ou Y. Mas isto
contradiz a hipotese de se ter v(f) = F.

Vamos apenas considerar mais um caso. Suponhamos que se aplica a regra da eliminacao de

F:
FE : Suponhamos que no passo p se deduz ¢ de F. Sejam ¢q,...,¢. as

premissas assumidas em ¢, que sao as premissas assumidas em F (e das

quais F é consequéncia semantica). Mas isto sé pode ser se ¢1,. .., P

o=

forem todas contradi¢oes. E portanto ¢ é (vacuosamente) consequéncia

semantica de ¢1, ..., ¢p.

Depois de analisados os restantes casos e em todos obtermos uma contradicao, podemos
concluir que uma deducao no sistema DN nao pode ter passos que nao sejam consequéncia

semantica das premissas. [l
Corolério 1.3. Se - ¢ entdo = ¢.

A integridade da dedugao natural permite-nos determinar se ndo existe uma dedugao de uma
formula ¢ a partir de premissas ¢1,...,¢, (i.e ¢1,...,¢, I/ 1): basta encontrar uma valo-

rizagao v tal que v(¢;) =V, 1<i<newv(®)=F (ie que ¢1,...,d, = 1¥). Nota, contudo,
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que a integridade nao permite concluir que se ¥ é consequéncia semantica de ¢, ..., ¢, entao

existe uma deducao...isso é a completude.
Exercicio 1.17. Mostra que =p V (¢ = p)t/ —p A q. ©

Exercicio 1.18. Termina a demonstracao da proposicdo 1.7. <

1.5.2 Completude do sistema de deducao natural DN

Vamos ver que a deducao natural DN é completa para a ldgica proposicional: qualquer
consequéncia semantica pode ser deduzida em DN; em particular todas as tautologias sao
teoremas de DN.

Seja v uma atribuicao de valores as varidveis. Para cada férmula 1), define-se

o= v sev(y) =V
W sew(w)=F

Lema 1.5. Seja ¢ uma féormula cujas varidveis proposicionais $Go qi,...,qn, € S€ja U uma

atribuicao de valores as varidveis. Entdo

45 qn @Y

Por exemplo, seja p A ¢, v(p) =V ewv(q) =F. Temos que p* =p, ¢* = —ge (p A q)’ =
=(p A q). Entao pelo lema, vem que p,—qF —=(p A q).

Demonstragao. Por inducao estrutural na férmula ¢ (= no nimero de conectivas que ocorrem

em ¢):
¢ = q1 Entao é claro que ¢f - ¢}

¢ = ¢1 etem-se que i, ..., g F ¢} por hipdtese de indugao. Se v(¢) =V, entao v(¢;) = F,
donde ¢V = —¢; = ¢} e portanto ¢f,...,q; = ¢¥. Caso contrario, v(¢) = F, entao
v(¢p1) =V, entao ¢} = ¢ e ¢¥ = -¢p1. Podemos estender a dedugao de ¢, ..., ¢} F ¢1

usando a regra ——I e obtemos uma deducao q7,...,q;, = "¢ = ¢".

¢ = ¢10 ¢y onde o pode ser A, V ou —. Sejam pi,...,p; € rq,...,TE, respectivamente
as varidveis proposicionais que ocorrem em ¢1 e ¢2, € {q1,...,qn} = {p1,..., 01} U
{ri,....rg}. Depl, ... ,pf F @y er],...,r} F ¢ podemos deduzir, usando a regra A I:

Qisee o n =07 N &3

donde temos de deduzir ¢v.
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¢ =¢1 — d2 Sev(p) =F, entdo v(¢1) =V e v(pa) = F. Entao ¢} = ¢1 e ¢4 = —¢a,
eqy,....qu o1 N —¢pa. Parater ¢f,...,q) F —(¢p1 — ¢2), basta que ¢1 A g -
—(¢1 — ¢2) (mostral).
Se v(¢) =V, temos 3 casos:
e v(¢1) = v(p2) = F. Entdo ¢f = —¢1 e ¢ = g2, € qf,...,qp = 21 A —a.
Para ter ¢f,...,q) - ¢1 — ¢2, basta que —¢1 A —¢2 F @1 — @2 (mostral).
o v(p1) =F ev(pp2) = V. Entao ¢} = —¢1 e ¢4 = 2, e ¢f,...,q0 - —d1 A ¢o.
Para ter ¢f,...,q. - ¢1 — ¢2, basta que —¢1 A ¢a - ¢p1 — ¢2 (mostral)
o v(p1) =v(pp2) = V. Entao ¢} = ¢1 e ¢4 = ¢p2, e ¢f,...,qn = ¢1 N ¢2. Para
ter ¢V, ...,qu F ¢1 — b2, basta que @1 A ¢a2 - ¢ — @2 (mostral)

¢ =¢1 N ¢g Temos 4 casos:

o v(p1) =v(p2) = V. Entao ¢} = ¢1 e ¢ = o2, e qf,...,q F $1 A ¢2 e entao
4, dn E o1 A g2 =9

o v(¢1) =F ev(p2) = V. Entao ¢} = —¢1 e ¢4 = ¢2, € ¢},...,q0 F =1 A ¢a.
Para que gf,...,q F —(61 A ¢s) = ¢° basta que ~¢1 A ¢y - (61 A ¢)
(mostral)

o (1) =V ev(p2) =F. Entao ¢ = ¢1 e ¢4 = =2, e ¢f,...,q0 = d1 A —¢o.
Para que ¢f,...,q F =(¢1 A ¢2) = ¢" basta que ¢1 A o F =(d1 A ¢2)
(mostral)

e v(¢1) = v(¢2) = F. Entdo ¢f = ~¢1 e ¢ = =2, e ¢f,....q F —p1 A —a.
Para o ¢f,...,q = =(¢1 A ¢2) = ¢V basta que =1 A g F —(Pp1 A d2)
(mostral)

¢ =0¢1 V ¢o Temos 4 casos:

e v(¢1) = v(¢2) = F. Entao ¢] = —¢1 e ¢y = 2¢2, e ¢},...,qh F ~p1 A —a.
Para que ¢f,...,q0 F =(¢1 V ¢2) = ¢" basta que =1 A o = (1 V ¢2)
(mostral)

o (1) =v(p2) = V. Entdo ¢] = ¢1 e ¢ = ¢2, e ¢f,...,qp - ¢1 N ¢2. Para
que ¢f,...,q0 F @1 V ¢a = ¢" basta que ¢p1 A P2t ¢1 V ¢ (mostral)

o v(p1) =F ev(p2) =V. Entao ¢ = —¢1 e ¢ =2, eq},...,¢0 F o1 N ¢a.
Para que ¢{,...,q) F ¢1 V ¢a = ¢" basta que =¢1 A ¢2 F ¢1 V ¢po (mostral)

e v(p1) =V euv(p2) =F. Entdo ¢} = ¢1 € ¢4 = =2, e ¢},..., ¢ F d1 A o
Para o ¢f,...,q F ¢1 V ¢2 = ¢" basta que ~¢1 A g2 F @1 V ¢ (mostral)

O
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Proposigao 1.8. Se |= ¢ entdao - ¢, i.e, se ¢ é uma tautologia entao ¢ € um teorema.

Proposigao 1.9. Se ¢1,...,¢, |E ¢ entao ¢1,...,¢, F .

Demonstracdo. Prop.1.8
Seja ¢ uma tautologia e p1,...,p, as varidveis proposicionais que nela ocorrem. De = ¢ e

pelo lema 1.5, v(¢) = V e pY,...,p} I ¢, para toda a valorizagdo v. Tem-se entao que:

p11}7' . 7pz_1apn l_ (25 € p11}7 . 7p11f}L_17_‘pn l_ (25

para toda a valorizacao v. Usando TE para p, V —p, e a regra V E, podemos combinar as

duas deducoes anteriores numa de:

p11}7"'7piri_1 |_¢

Esquematicamente temos:

0] VE

p?a"'apzflapnkgb p?a"'apzfla_'pnk(b p,i)v"'vp;}zflk(b

Repetindo o processo n — 1 vezes para p1,...,p,_1 obtemos - ¢ O

Lema 1.6. ¢1,...,¢, =1 se e s6 se = (p1 — (p2 = (.. (¢ — )...))).

Demonstragao. Por contradicao. Para qualquer valorizagao v((¢p1 — (2 — (... (¢ —
¥)...)))) = F se v(¢;) = V para todos 1 < i < n e v(yp) = F (mostral). Mas isto con-
tradiz ¢1,..., ¢, E ¥! O

Demonstragao. (Prop. 1.9) Pelo lema 1.6, = (¢1 — (¢2 — (... (¢ — ¢)...))). Pela
proposicao 1.8,  (¢1 — (¢2 — (... (¢ — 1) ...))). E pelo lema 1.4 (da deducao, pagina 32),
¢17 tet a¢n H ¢ U
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O resultado anterior também se verifica para o caso X ser infinito e portanto juntando a

integridade e a completude, temos para qualquer conjunto de férmulas:

YE¢ seesése XhEo¢

Leituras suplementares [BE00] (Cap. 8.3)

1.6 Decidibilidade da légica proposicional

Proposigao 1.10. Dado um conjunto de formulas ¥ e uma formula ¢ € decidivel se ¥+ ¢,

i.e, existe um algoritmo que determina se ¢ € dedutivel de X.

Demonstragao. Pela completude e integridade, decidir X F ¢ equivale a decidir se ¥ = ¢. E
podemos supor ¥ = ) (usando a lema 1.4(da dedugdo)). Entao basta construir a tabela de

verdade para ¢ (que é finita) e verificar se ¢ é uma tautologia. O
Corolario 1.4. E decidivel se uma férmula ¢ ¢é wm teorema (= € vdlida).

Coroldrio 1.5. E decidivel se uma formula ¢ € satisfazivel.

Demonstracdo. A férmula ¢ é satisfazivel se e s6 se —¢ nao é uma tautologia. O

No entanto, utilizar o método das tabelas de verdade para determinar se uma férmula é sa-
tisfazivel é um algoritmo pouco eficiente que tem complexidade temporal exponencial. Mas,
embora, existam outros algoritmos, até ao momento nao se conhece nenhum com comple-
xidade temporal polinomial (este facto estd relacionado com a conjectura P = NP, como

poderao ver em disciplinas de Complexidade).

1.7 Outros sistemas dedutivos

1.7.1 Sistemas dedutivos de Hilbert, H

Usados inicialmente nas tentativas de mecanizacao das demonstragoes mateméticas (Séc. XIX

e inicio de XX) (também usados por Peano, G. Frege e B. Russel)

Supondo apenas o conjunto completo de conectivas {—, —}, pode tomar a forma:

Axiomas

°* o= (¥ —9)
e (0= W —0)—(o—v)— (0 —0)
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o (= =9) = (- — @) = ¥)
Regras de inferéncia
e Modus ponens: de ¢ e de ¢ — 1, inferir ¢

Proposicao 1.11. (da dedugao) Se XU {1} by 0 entdo X g p — 6.
Proposigao 1.12. X Fyp ¢ se e s6 se by ¢

Demonstracao. (<): Basta ver que os axiomas de H sao teoremas de DN (ver exercicio 1.18).
A regra de inferéncia corresponde a regra da eliminacao de implicagdo de DN (— E)
(=): é possivel transformar uma deducao em DN, numa dedugdo em H. (Nao o faremos

neste curso...) O

Corolario 1.6. O sistema de deducao H € integro e completo para a légica proposicional.

A diferenga entre os dois sistemas é a impossibilidade de se fazer novas suposi¢oes (assumir
novas premissas) no sistema H: isso torna as dedugoes neste sistema mais dificeis e menos

automatizaveis...

1.7.2 Sistemas dedutivos analiticos

Mesmo no sistema DN nao é facil construir um algoritmo para determinar se uma férmula
¢ um teorema, excepto se se usar a completude (e construir a deducao a partir da tabela de
verdade). Mas existem outros sistemas de dedugao automatizaveis e em que para determinar
se uma formula ¢ é um teorema nao é necessiria a semantica. Estes sistemas dizem-se
analiticos (ou automatizaveis). A propriedade essencial destes sistemas é que, partindo da
féormula que se pretende deduzir (i.e considerando a deducao da conclusao para as premissas),
em cada passo duma deducao, as férmulas sao sub-férmulas de alguma férmula de um passo
“anterior”. E facil ver que a regra de Modus ponens nao verifica esta propriedade.

Entre os sistemas analiticos, destacamos:

Sequentes de Gentzen Variante do sistema de deducao natural.

Tableauzr analiticos (ou semanticos) Para deduzir ¢, deduz-se que a férmula —¢ é uma

contradigao.
Resolugao também por contradigao, mas necessita de —¢ em forma normal conjuntiva.

Um sistema dedutivo diz-se de refutacao se para deduzir ¢ de X, se deduz F de ¥ U {—¢}.
A consequéncia seméantica é preservada: se X = ¢ sse X U {—¢} nao é satisfazivel. Tanto os

tableaux como a resolucao sao sistemas de refutacao.
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1.7.3 Tableauxr semanticos

Para deduzir uma férmula ¢, inicia-se com —¢ e produz-se uma contradicao. Uma deducao
é uma arvore em que os noés sao etiquetados por férmulas, sendo a raiz da arvore etique-
tada por —¢. Em cada passo, expande-se uma folha da arvore de acordo com as regras de
expansao dos Tableaux (Tabela 1.2). Nestas regras utiliza-se a nota¢do uniforme (de R.M.
Smullyan [Smu95]), que permite agrupar as férmulas da forma ¢ o ¢ e =(¢ o ¢) em duas
categorias: as conjuntivas, a, e as disjuntivas, 3. Para cada férmula o (ou f3), associam-se
duas componentes que denotamos por aj e ag (51 ou 33). Na Tabela 1.1 apresenta-se os

valores destas componentes para o € { A, V,—}.

! ap g B B Be
PANY | o Y| AY) |
(V)| b VY | b W
G ) I R U R

Tabela 1.1: Notacao uniforme: férmulas a e 3

E facil ver que:

Proposigao 1.13. Para toda a atribuicao de valores as varidveis v, e para todas as férmulas

aef:

As regras de expansao de tableauxr permitem transformar uma arvore T etiquetada por
férmulas, noutra arvore T*. Suponhamos que num ramo r da arvore ocorre uma férmula
nao literal ¢. Se ¢ é =—¢, podemos expandir a folha desse ramo com mais um né etiquetado
por ¢. Andlogamente se 1) é —F, adiciona-se V ou se é =V, adiciona-se F. Se ¢ é um «,
adicionam-se a r dois nds, um etiquetado com «; e outro com «y (filho de ay). Se ¥ é um S,

adiciona-se a folha de r dois filhos, um etiquetado por 3; outro por (s.

¢ ZF 2V a B
vV F
¢ o B1 | B2
0%

Tabela 1.2: Regras de expansao dos tableaux

Um tableau pode ser definido indutivamente por:
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Definicao 1.16. Seja {¢1,...,dn} um conjunto de férmulas.

1. Um tableau para {¢1,...,¢n} € uma drvore de um sé ramo:

o1
P2

Pn

2. Se T é um tableau para {¢1,...,¢n} € T* resulta de T por aplicagio duma regra de

expansao de tableaux, entao T* € um tableau para {¢1,...,dn}.

Um tableau para o conjunto {p A (—q V —p)} é

p A (=g V —p)
p
g V —p
—q —p

Definicao 1.17. Um ramo r de um tableau diz-se fechado se existe uma formula ¢ tal que

¢ e ~¢ ocorrem em r. Um tableau diz-se fechado se todos os seus ramos estao fechados.
O tableau do exemplo anterior tem, um ramo fechado mas nao é fechado.

Definigao 1.18. Uma dedugao por tableau de ¢ € um tableau fechado para {—¢}. A formula

¢ € um teorema se ¢ tem uma deducao por tableau.

Definicao 1.19. Um ramo r de wm tableau € satisfazivel se o conjunto de férmulas que
etiquetam os seus nos € satisfazivel. Um tableau T € satisfazivel se pelo menos um dos seus

ramos € satisfazivel.
A proposicao seguinte demonstra-se por analise de casos e usando a Proposicao 1.13.

Proposicao 1.14. Pela aplicacdo de qualquer regra de erpansdo de tableau a um tableau

satisfazivel, obtém-se um tableau satisfazivel.

Proposicao 1.15. Se existe um tableau fechado para um conjunto de férmulas T, entdo T’

nao € satisfazivel.
Temos, entao, a integridade do sistema de tableaux:

Teorema 1.1. Se ¢ tem uma deducao por tableau, entdo ¢ € uma tautologia.
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Demonstragao. Uma dedugao por tableau é um tableau fechado para {—¢}. Entao, pela

Proposicao 1.15, {—¢} nao é satisfazivel, logo ¢ é uma tautologia. O
Apresentamos, sem demonstracao, a completude do sistema de tableauz:

Teorema 1.2. Se ¢ € uma tautologia, ¢ tem uma deducdo por tableau.

Exercicio 1.19. Constroi deducdes de tableaux para as sequintes férmulas:

a) =((p vV @) N (=p N —q))

b) (p—a) N (g—1))— =(=r A p)

¢)(cp—q) = ((p—q9—0q

d) ((p—q) —p)—p

<

1.7.4 Resolugao

Recorda que um literal é uma férmula atémica ou a sua negacao: p, -p. Uma cldusula é uma
disjuncao de literais: p V —¢ V —p V s e pode representar-se pelo conjunto {p, =q,—p, s}.

Entao uma férmula da légica proposicional em FNC, p.e.
“pA(@VTrVg AN(ErVas)ANpPVs) A(-gV-s)

pode ser vista como um conjunto de clausulas:

{{_'p}v {Q7 T‘}, {_'Tv _'S}’ {pv 3}7 {_'(L _‘S}}

Seja ¥ um conjunto de cldusulas e representamos por F a clausula vazia.
O sistema dedutivo por resolugdo nao tem axiomas e apenas uma regra de inferéncia (de

resolu¢ao):

Cuip} C'U{-p}
cuc

e a conclusao diz-se a resolvente das premissas.

A deducao de F a partir de um conjunto C de clausulas diz-se uma refutacao C.

No caso anterior, tinha-se a seguinte deducao:

{q,7} {—-7,—s}
{p,s} {-p} = Aams) 107}
{s}

-8

F
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Lo} (=r st
(ps} {-p} ~ Ao 1078}

{s} {os}
F

Uma deducao por resolucdo de uma férmula ¢ é uma refutacao de clausulas que correspondem
a FNC de —¢.

Teorema 1.3. (Integridade) Seja C = {C4,...,Cy} um conjunto nao vazio de cliusulas da

logica proposicional.
i. Sejam Cj e C;j cldusulas de C e R uma resolvente de C; e C;. Entdo C = R.

1. Se C Fr F, isto é, existe uma deducdo de F a partir de C usando apenas a regra da

Resolugdo, entdo C nao € satisfazivel.
Exercicio 1.20. Mostra o teorema 1.5. ©

Teorema 1.4. (Completude) Se um conjunto de cldusulas C' € nao satisfazivel entao existe

uma deduc¢ao C Fr F.
Exercicio 1.21. Considera a férmula sequinte em forma normal conjuntiva (FNC):
PV -gVr)A-pA(gVrVp AV -r)

i. Conwverte a formula para um conjunto de cldusulas.

1. A partir desse conjunto constroi uma deducao de F,q usando apenas a regra da resolucdo.
o
Exercicio 1.22. Encontra uma dedugao de F (uma refutagdo) para:

{{=p, ~a¢.r}Ap, v} {g r} {-r}}
o

Exercicio 1.23. Encontra uma dedugao por resolucao de: ((p — q) N (¢ — 1)) — —(—r A p)

o

Exercicio 1.24. Constroi deducgoes de tableau e por resolugcao para as sequintes formulas:
a) (Y = ¢) = (- — ¢) = ¢)

b) ¢ — (¥ — (¢ AY))

c) ¢ — (¢ — =(¢ — 1))

<

Leituras suplementares [Bro00], [Fit90], [Smu95],[GLM97], [BAO1].
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Capitulo 2
Loégica de primeira ordem

Na logica proposicional nao é possivel representar adequadamente frases como:

e Todos os passaros tém penas

Alguns passaros cantam

Nem todos os passaros voam

Todos os homens sao mortais

Todas as criancas sao mais novas que os seus pais

Um inteiro ou é par ou impar
e Todos os péassaros sao mais leves que algum mamifero

Por outro lado, proposi¢oes como as seguintes podem-se representar usando relagoes n-arias

entre objectos:

Proposigao Representacao

O Carlos é irmao da Joana irmao(carlos, joana)

A Joana deu um livro ao Carlos | dar(joana,livro,carlos)
2 é par par(2)

2=1+1 igual(2,soma(1,1))

Na légica de primeira ordem vai ser possivel representar:

Objectos: Termos que podem ser simples (constantes ou varidveis) ou complexos. FEx:

joana, x, mde(joana), soma(l,1)
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Propriedades ou relagoes entre objectos: Formulas que podem ser predicados simples

ou complexos (usando conectivas). Ex: dar(joana,livro,carlos),par(2) A —par(3)

Propriedades ou relacoes entre conjuntos de objectos Férmulas quantificadas sobre

objectos. Os quantificadores permitem representar as palavras todos, alguns, etc:
V (universal) e 3 (existéncial).
Ex:

Vx (passaro(x) — penas(x))

Jx (passaro(x

(

Jx (passaro(x) A canta(x))
( —voa(x))
(

(x)
(%)
(%) A
Vx (passaro(x) — (Jy(mamifero(y) A mais_leve(x,y))))

2.1 Linguagens da logica de primeira ordem
Uma linguagem L de légica de 12 ordem ¢ caracterizada pelos seguintes conjuntos de simbolos:
Simbolos légicos que estao presentes em qualquer linguagem:

e um conjunto numeravel de varidveis, Var = {x,y,..., o, y0,.-.};

e as conectivas logicas N, V , 7 e —;

os quantificadores ¥ (universal) e 3 (existencial);

os paréntesis (e );

possivelmente o simbolo de igualdade, =.

Simbolos nao légicos que caracterizam a linguagem:

e um conjunto, possivelmente vazio, de simbolos funcionais n-arios para cada n > 0,
Fn; os elementos de Fy chamam-se constantes e representam-se por a, b, ¢,.... Os

restantes simbolos por f, g, h, ...;

e um conjunto, possivelmente vazio, de simbolos de predicado (ou relacionais) n-arios

para cada n > 0, R,,. Os simbolos relacionais representam-se por P, R, ), etc...

Defini¢ao 2.1 (Termos). Seja £ uma linguagem de 1% ordem. Um termo, € uma sequéncia

de simbolos de L, representado por t,s,...t1,s1,... e definido indutivamente por:

e Uma varidavel x é um termo;

e Uma constante a € um termo;
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e Sety, ..., t, sdo termos e f € F, um simbolo funcional de aridade n > 0, entdo

flti,... ty) € um termo .

O conjunto dos termos 7, também pode ser definido pela seguinte gramatica independente

de contexto, em notacao BNF:
teo=xlal ft,... 1)

ondex € Var,a € Fype f € F,.

Um termo diz-se fechado se nao tiver ocorréncias de varidveis e denotamos por 7p o seu
conjunto. Bx: a, f(a,g(b,¢)) e f(f(a,a)))

Exemplo 2.1. Supondo Fo = {a,d}, Fo = {f, h}, F1 = F3 = {g}, indica quais das sequintes
sequéncias de simbolos sio termos e quais sio termos fechados:
o fla,9(x,g(a),a))
* 9(d, h(y,z),d, f(a)))
e h(d, f(a,h(d)))
(f(@,2), f(y,y))
(d,9(y))
(

e f(a,a(z))

X

Definicao 2.2 (Férmulas). O conjunto de férmulas atémicas duma linguagem L é dado por:

e sety,...,t, sao termos e R € R,, € um simbolo de predicado n-drio, entao R(ty,...,t,)

€ uma férmula atémica;
e se L tiwer a igualdade e se t1 ety sdo termos entao t1 = to € uwma formula atémica;
O conjunto das formulas € definido indutivamente por:

e uma formula atémica € uma férmula;
e se ¢ ¢ uma formula —¢ € uma férmula;
e se ¢ e sao formulas entao (¢ N V), (¢ V ¢) e (¢ — ) sao férmulas

e se ¢ ¢ uma formula e r uma varidavel, entao Vr ¢ e dxr ¢ sdo férmulas.

O conjunto das féormulas pode também ser definido por uma gramatica, em notagao BNF:

¢ u=R(t1,....tn) [ 1 =t2 [ ¢ | (0 A @) [ (¢ V &) | (¢ — @) |Vzo|Txg

onde ReR,,t;, €T ex < Var.
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Exemplo 2.2. Sendo Fy = {m,d}, F1 ={f}, Fo = {9} e Ra = {R, S}, determina quais das

sequintes expressoes sio formulas:
e S(m,x)
o f(m)

o R(R(m,z))

(R(z,y) — (32 S(=, f(y))))

R(z,y) — R(3zR(z,2)))

Vo R(f(d), g(f(m),y))

o VaVy(g(z,y) — S(y,z))

Nas férmulas da l6gica de 12 ordem, podem-se omitir os paréntesis, supondo que as convencgoes

para a logica proposicional e que os quantificadores tém maior precedéncia que qualquer
operador 16gico. Por exemplo, as seguintes férmulas sao diferentes: JxP(x) V —P(z) e
Jz(P(xz) V —P(x)).

Exemplo 2.3 (Linguagem para a aritmética). Pretende-se uma linguagem para exprimir
i formulas sobre os numeros naturais e as operacoes de adi¢ao e multiplicacdo. Seja A a

linguagem com = caracterizada por:
‘7:0:{071}} f22{+7x} 6R22{<}

Os termos seguintes representam os naturais:

0,1,+(1,1), +(1,+(1,1)), +(1, +(+(1,1),1)) ...

Outros termos sao: (x(x(1,0),1), (+(0,4(0,1))), ...

E exemplos de formulas sao:

< (x(1,1),4(1,1))

Va (+(0,2) = z)

VaVy(+(z,1) = +(y,1) — z =y)

Podemos ainda adoptar a notacdo usual infixa para os simbolos funcionais e relacionais, e

escrever: (1 x1) < (141), (0+z), etc...

Exemplo 2.4 (Tradugao de frases para férmulas). Na tabela sequinte apresentam-se algumas

frases em linguagem natural e a sua representacio como férmulas da légica de 1% ordem.

Frases do tipo Representacao
Todos 0s P’s sao Qs Va(P(x) — Q(x))
Alguns P’s sao Q’s Jz(P(x) N Q(x))
Nenhum P € Q Vz(P(z) — —Q(x))
Nem todos os P’s sio Q’s | dx(P(x) N —Q(x))
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Considerando predicados adicionais, exprime na linguagem da aritmética:

e Todo o niumero par € primo

e Nem todos os nimeros primos sao pares
o Alguns primos nao sao pares

e Nenhum primo € par

e Todo o primo € nao par ou igual a 2

Definigao 2.3 (Variaveis livres e ligadas). Uma varidvel x tem uma ocorréncia nao livre (ou
ligada) numa férmula ¢ se ¢ tem uma sub-formula da forma Yz ou Jxtp e x ocorre em .

Caso contrdrio, diz-se que x ocorre livre em ¢.

Uma variavel pode ocorrer livre e ligada numa mesma férmula. Em

Va((P(z) — Q(x))) — (=P(z) V Q(y))
x tem duas ocorréncias ligadas e uma ocorréncia livre e y tem apenas uma ocorréncia livre.
Definicao 2.4 (Proposigao). Uma formula sem varidveis livres diz-se uma proposigao.
Por exemplo, R(a, f(a,b)) N Vz(R(z,z) — JyP(y) V P(x)) é uma proposicao.

Exemplo 2.5. Indica quais as ocorréncias livres e ligadas de cada uma das varidveis das

formulas sequintes. Indica quais as formulas que sao proposicoes.

o 3x(P(y,2) A Yy(=Q(z,y) V P(y,2)));

—(VzJyP(z,y,2) N VzP(x,y,2));
o Va((P(z) A C(z)) — FyL(z,y));
e P(a, f(a,b));

Su(P(a) — ~Q(a).

2.2 Semantica da légica de 12 ordem

Na légica proposicional a semantica duma férmula complexa é determinada a partir da
semantica dos seus constituintes bdsicos, i.e, as proposicoées p,q... cujo valor pode ser V
ou F. Por exemplo, se o valor de p for V e o de ¢, F, entdo a férmula seguinte tem o valor V
(verifical):

(p vV —q) — (¢ —p)
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Como avaliar uma férmula de primeira ordem? Por exemplo, como avaliar:

VaIy(P(z) V =Q(y)) — (Q(z) — P(y))

Temos que determinar qual o significado
e das varidveis (livres e ligadas)
e dos quantificadores
e dos simbolos funcionais
e dos simbolos relacionais

num dado universo ou dominio de discurso, por exemplo: os nimeros inteiros, niimeros reais,
conjuntos, grafos, objectos geométricos, etc,etc.

Informalmente para os quantificadores e para um dado universo:
VaxP(x) sera verdadeira se e s6 se P(x) satisfaz todos os objectos do universo
JzP(z) serd verdadeira se e s6 se P(x) satisfaz algum objecto do universo

Exemplo 2.6 (Mundo dos Blocos). Pretende-se descrever um conjunto de blocos com dife-

rentes formas geométricas e tamanhos, colocados num tabuleiro de xadrez...

MNea=—ms8s8s———————Wirll 9 ="="———H
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Uma linguagem para definir este conjunto pode ser a sequinte:

Fi1 = {maisafrente, maisaesquerda, maisadireita}
R1 = {Cubo,Tetra, Dodec, Pequeno, Medio, Grande}
Re = {Menor, Maior, Esquerda, Direita, MesmoT,

MesmakF, MesmaL, MesmaC'}
Rs = {Entre}

Algumas formulas:
e Jy (Cubo(y) N Medio(y))
e YV (Cubo(x) — Vy(—=Cubo(y) — Maior(z,y)))

e Jy maisaesquerda(y) =y

Vx (Pequeno(x) — maisafrente(z) = x)

e YV (maisaesquerda(z) # x — Cubo(maisaesquerda(z)))

Cubo(x)

MesmoT (z,y) N MesmaF(z,y)

Um dominio (conjunto de objectos) ird permitir determinar quais as formulas que sao satis-
feitas nesse "mundo” (estrutura). Para além do dominio é necessdrio indicar também qual o
significado de cada simbolo funcional e cada simbolo relacional.

No mundo (estrutura) A apresentado na figura:

e o dominio tem 8 objectos {o1,...08} (ordenados de cima para baizo e da esquerda pra

a direita...)
e ds constantes nao associamos nenhum objecto

e o maisafrente associamos uma funcio maisafrente® que para cada objecto indica qual
0 objecto mais a frente na mesma coluna: maisafrente’(o1) = og,maisafrente?(os) =
07, e para os restantes maisafrente(0) = o. Analogamente associa-se a maisaesquerda
e maisadireita, a fun¢do que para cada objecto indica qual o objecto mais a esquerda,

respectivamente, mais o direita.

e a C'ubo associamos uma relacdo undria que corresponde aos objectos do dominio que

sdo cubos: Cubo™ = {o4,05}. Analogamente,
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Tetra* = {01, 09,03}

Dodec™* = {og, 07, 08}

Pequeno™ = {og, 07,08}

Grande® = {09} e para os restantes o € Medio™
Esquerda™ = {(01,02), (04, 05), (06, 07), (07,08)}

MesmaLA = (Esquerda™)* (fecho de reflexivo e transitivo)
e de modo andlogo se definem as restantes relagoes bindrias.

Entret = {(07,06,08)}

Como determinar se uma formula é satisfazivel nesta estrutura?

Jy(Cubo(y) N Medio(y)) € satisfazivel em A pois o4 € Cubo™ e o4 € Medio*

Vx(Dodec(x) — Pequeno(x)) € satisfazivel em A pois para todo o € Dodec™ , o € Pequeno™
Mas, Y (Medio(z) — Cubo(x)) ndo ¢ satisfazivel em A porque oy € Medio* e 0y ¢ Cubo™
E, Yz (Pequeno(x) — maisafrente(z) = x) € satisfazivel em A. Porqué?

E para as formulas como Cubo(x) ou MesmoT(z,y) N MesmaF(z,y)?

Neste caso temos ainda de ter primeiro uma interpretacao s para as varidveis livres...

Para s(x) = o4, s(y) = o7 e s(2) = og, as duas formulas sdo satisfaziveis, pois o4 € Cubo™ e
07,06 € MesmoT* N MesmaFA

Definicao 2.5 (Estrutura duma linguagem). Uma estrutura duma uma linguagem de pri-
meira ordem L é: um par A = (A, ) onde A é um conjunto ndo vazio, e que se diz o dominio

(ou o universo) A e A uma funcio tal que:
e associa a cada constante ¢ um elemento ¢t € A
e associa a cada simbolo funcional f € Fp, n > 0 wma fungdo n-dria f* de A" em A
e associa a cada simbolo relacional n-drio R € R,,, uma relacio R C A"

Definicao 2.6 (Interpretacao de variaveis). Dada uma linguagem L e uma estrutura A =
(A,-A) de L.
Uma interpretacado das varidveis € uma funcao s : Var — A.

Podemos estender uma interpretacao s ao conjunto dos termos de L, s: T — A:

e para x € Var o valor de s(x) jd estd definido

e para c € Fy, s(c) = cA

e sety,...,t, sao termose feF,, n>1,

Departamento de Ciéncia de Computadores F.C.U.P.



2.2. SEMANTICA DA LOGICA DE 14 ORDEM 59

S(f(th e 7tn)) - fA(S(tl) s 73(tn))
Se t € To entdo s(t) nao depende de s e escrevemos .

Definicao 2.7 (Relagao de satisfazibilidade). Dada uma linguagem L, uma estrutura A =
(A, A de L e uma interpretagio s : Var — A. A relagio A satisfaz uma formula ¢ para

a interpretacio s, denota-se por A =y ¢ € definida por inducdo na estrutura de ¢:
1. Aty =ty se s(ty) = s(ta)
2. A= R(ty, ... ty) se (s(t1),...,s(tn)) € RA
3. A=y ¢ se AWy ¢ (i.e ndo é verdade que A =5 ¢)
4. AEsd NpseAlEspe Ay
5. AlEsd V Y se Alss ¢ ou A= ¢
6. AfEs ¢ — o se AfEs ¢ ou A= ¢

7. A5 Vo ¢ se para todo 0 a € A se tem A f=gq/,) ¢ onde:

sla/a](y) = { ) sey o

a sey=ux
8. Al Jx ¢ se existe um a € A tal que tem A l:s[a/:c] o)

Exemplo 2.7. Seja Ly a linguagem de 1% ordem com igualdade para os nimeros naturais
ja dada: Fo ={0,1}, Fo = {+,x} e Ra = {<}
Seja N = (N, M) uma estrutura de Ly, onde N ¢ definido por:

o 0V =0, 1V =1
o +N(n,m)=n+m, xN(n,m)=nxm
o <N={(n,m)eN?|n<m}
a) Verificar que, para qualquer interpretacao s : Var — N:
N Es Vo < (z,+(x,1))
Por 7 da Definicao 2.7, temos que ver se para todo o n € N se tem

N ’:s[n/x] < ($>+($71))

Por 2 temos:
(sln/2](x), s[n/z](+(x, 1)) e<V
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e usando a defini¢ao de interpretagio (2.6) vem,
(n,n+1) e<V
i.e, n < n—+1, o que realmente é verdade para todo o n € N.

b) Se s(x) =2, verificar que N =5 © = +(1,1).

Neste caso, por 1 da Definicdo 2.7, temos que ver se
s(z) = s(+(1,1))

Isto é:
2 =+ (s(1),5(1))

ou seja, 2=1+1 o que € verdade em N.

2.2.1 Satisfazibilidade, validade e consequéncia

Uma férmula ¢ duma linguagem de 12 ordem é:
satisfazivel: se existir uma estrutura A e uma interpretacao s, tal que A =g ¢

vélida: se para toda a estrutura A e toda a interpretagao s, se tem A ¢ ¢. E escreve-se
=

Definicao 2.8. Uma estrutura A satisfaz um conjunto de formulas I' para uma interpretacdo
s, se satisfizer todas as formulas de T', e escreve-se A =4 T.
Uma formula ¢ € consequéncia seméantica de I' se para toda a estrutura A de L e toda a

interpretacao s tal que A =g T, se tem A =5 ¢. E escreve-se I' = ¢.

Para que uma estrutura satisfaca uma férmula ¢ para uma interpretacao s, apenas interessa
o valor que s atribui as varidveis que ocorrem livres em ¢. Em particular, temos a seguinte

proposicao:

Proposigao 2.1. Seja ¢ uma formula duma linguagem L e A = (A,-*) uma estrutura de
L. Sejam duas interpretagoes s1 e so tal que s1(x) = so(x) se x ocorre livre em ¢. Entao

A=, ¢ se e s se Al=g, ¢

Demonstragao. Ideia: mostrar por indugao na estrutura dos termos que entao s1(t) = so(t)
se t é um termo de ¢ e em t s6 ocorrem variaveis livres de ¢. Mostrar o resultado por inducao

na estrutura de ¢. O
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2.2.1.1 Proposigoes e modelos

A satisfazibilidade duma proposicdo numa estrutura nao depende das interpretacgoes.

Proposigao 2.2. Se ¢ € uma proposicao de L e A uma estrutura de L entdo verifica-se uma
das sequintes condicoes:
1. A =5 ¢ para toda a interpretagdo s

2. AWs ¢ para toda a interpretacao s
Demonstragao. Consequéncia imediata da proposicao 2.1. O

Se A = ¢ diz-se que ¢ é verdadeira em A ou A é um modelo de ¢. Se A [~ ¢ diz-se que ¢ é
falsa em A.

Se ¥ for um conjunto de proposicoes e A = 1) para todo ¥ € ¥ entao A é um modelo de X e
escreve-se A = 3.

Coroldrio 2.1. Seja XU {¢} um conjunto de proposicoes. ¥ = ¢ se e so se todo o modelo
de X for um modelo de ¢.

Exercicio 2.1. Verifica o coroldrio anterior. ¢

Exercicio 2.2. Seja L uma linguagem de 1% ordem com igualdade e tal que Fy = {a,b},
Fi1= {g}: Fa = {fah}) Ra :{R7S} e Ry = {PyQ}

1. Para cada wma das sequintes proposicoes diz, justificando se é verdadeira ou falsa em

A

a) Yoy f(z,y) = a
b) 33y f(z,y) = a

¢) Vady f(z,y) = a — Iy¥af(z,y) =a
d) 3zR(z) — VzR(x)

1. Considera as sequintes interpretacoes s; : Var — N para i = 1,2,3 e onde:

e si1(x) =2, para todo x € Var;
e sy(x) =0, para todo x € Var.
o s3(x) =3, s3(y) =1 e s3(z) =5.

Para cada uma das formulas ¢ sequintes e cada uma das interpretagoes s;, diz se A =5, ¢,

para © =1,2,3:
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a) Jx3y f(z,y) = 2
b) 3z fz,y) =z —Vy (Sy) vV R(y))
o
Resolugao 2.2.i
a) Pretende-se que para qualquer interpretagao s : Var — N,
A, Vady f(e,y) = a (2.1)
Iremos usar indutivamente a definicao de |=;.
Por (vii), (2.1) é verdade, se para todo o n € N se tem
A Egn/z) 3y f(z,y) = a (2.2)
Por (viii), (2.2) é verdade, se existe um m € N tal que
A Egn/alim/y f(T,y) = a (2.3)
Por (i), (2.3) é verdade, se
sln/x|lm/yl(f(z,y)) = sn/z][m/y](a) (2.4)

Mas, pela definigao de interpretagao estendida a termos e de s[a/x| para a pertencente ao

dominio de A,

s[n/alm/yl(f(x,y)) = fA(sln/a]lm/y)(@), sln/z]lm/y)(y)) = FA(n,m) =n+m
e s[n/z][m/y](a) = a* =1
Em resumo, (2.1) é verdade se
Para todo o n € N, existe um m € N tal que n +m = 1.

o que é Falso. Por exemplo, para n = 3 ter-se-ia m = —2 ¢ N.

b) Analogamente se obteria, para qualquer interpretagao s
Al 323y f(z,y) =a
se e s6 se

Existe um n € N e existe um m € N tal que n +m = 1.
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o que é Verdade, por exemplo paran =0e m = 1.
c) Pretende-se que, para qualquer interpretacao s
A Va3y fz,y) = a— yvaf(r,y) = a (2.6)

Por (vi) da defini¢ao de =, (2.6) é verdade se

AWs Vady f(z,y) =aou A s Iyvaf(z,y) =a

Pela alinea (a), vimos que nao é verdade que A =4 Va3y f(z,y) = a, logo A P

Va3dy f(x,y) = a é verdade. E também (2.6).

Pretende-se que, para qualquer interpretacao s
A Es JxR(x) — VzR(x)
Por (vi) da defini¢ao de =, (2.7) é verdade se
A s JxR(z) ou A =5 Ve R(x)
Vamos determinar se A =, JxR(x). Isto é verdade, se existe n € N tal que
A Egn/a) R(2)

Por (ii), (2.8) é verdade se
s[n/z](z) € R*

Como s[n/z](x) =n , vem que (2.8) é verdade se
Existe um n € N tal que n é impar

o que ¢ Verdade. Entao A j-; JxR(z) é Falso.

(2.7)

Temos que analisar a veracidade de A =5 VzR(x). Analogamente obtemos que é verdade

se
Para todo o n € N, n é impar

o que também é Falso. Donde (2.7) é Falsa.

Resolugao 2.2i.ii
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a)

Sendo s; uma interpretacao que atribui o valor 2 a qualquer varidvel, pretende-se que
A=, 323y f(z,y) = 2 (2.10)

Isto é verdade se, existe um n € N e existe um m € N tal que

A Eoiin/zlim/y) f(y) = 2 (2.11)

Isto é se,

si[n/a|m/yl(f(z,y) = siln/x][m/y](2) (2.12)
Mas s1[n/z][m/y)(f(z,y) = fA(n,m) = n+m e sin/z][m/y](z) = s1(2) =2
Entao (2.10) é verdade se

Existe um n € N e existe um m € N tal que m +n =2
o que é Verdade. Basta tomar n = m = 1.

Sendo s; uma interpretagao que atribui o valor 2 a qualquer variavel, pretende-se que

AEs 32 f(z,y) =2 = Vy (S(y) vV R(y)) (2.13)

Mais uma vez isto é verdade se A (&, 3z f(z,y) =z ouse A =5, Yy (S(y) V R(y))

Temos que:
Al 3z f(z,y) =2 (2.14)
se existe n € N tal que
A Egny flz,y) =2 (2.15)
Isto é se,
si[n/2](f(x,y)) = s1[n/2](2) (2.16)

e s1[n/2](f(x,y)) = fA(s1[n/2](2), s1ln/2)(y)) = FA(s1(2), 51(y)) = 2+ 2 e s1[n/2](2) = n
Entao (2.14) é verdade se

Existe um n € N tal que 24+ 2 =mn

o que é Verdade. Tomar n = 4.
Mas entao A f&g, 3z f(x,y) = z é Falso.

Temos que

AEs, Yy (S(y) vV R(y)) (2.17)
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se, para todo o n € N
A Esiinyg (S(y) V R(y)) (2.18)
Por (v) da definicdo de =5, (2.18) é verdade se A |=4, [/ S(y) ou A =4 (/4] R(Y)

A )281[n/y] S(y) (2.19)
s1[n/y(y) € S4 (2.20)

isto é se n é par.

Analogamente A =, (,,/,] R(y), se n é impar. Entao, (2.17) é verdade se
Para todo o n € N, n é par ou n é impar

o que é Verdade. Nota que é importante a disjuncao estar no ambito do quantificador e

nao o contrario: é falso que para todo n € N, n € par ou para todo n € N, n € impar.

Finalmente, temos que (2.13) é Verdade.

Exercicio 2.3. Seja L uma linguagem de primeira ordem com igualdade e tal que Fo = {a},
Fi1={g9}, Ri ={R} e Ro ={P,Q}. Seja A a estrutura de L definida por:

o universo de A € o conjunto de nimeros naturais N = {0,1,...};
o ot =2;
o g(n) =n+1, para n € N;
e RY={necN|n ¢ par};
o PA={(n,m) e N?|n<m};
o« QA =0.

Para cada uma das proposicao indica se € verdadeira ou falsa em A.
1. Jzg(z) = a ANVzg(x) #

F23yQ(z, y)

~R(a) — VaVy Q(z,y)

Va(R(z) — vV R(g(g(x))) )

VadyP(z,y)

JyVz P(z,y)

NS S e

JyvVaP(y, z)
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8. Vax(R(z) V Iy(y = g(x) A R(y))
o

Exercicio 2.4. Seja L a mesma linguagem do exercicio 2.3. Para cada uma das proposi¢dao
sequintes indique uma estrutura de L onde ela € verdadeira e outra onde ela € falsa. Pode
concluir que nenhuma das proposicao e também nenhuma negacdo de uma das proposi¢ao €

uma férmula vdlida?

1. VaVyz =y

2. VadyP(z,y) — Jy¥aP(z,y)

3. Vrzr=a

4. VaVy(R(z) — R(y))

5. F2(g(2) # a) — F2(g(2) = a)

6. Vo Q(z,g(x)) < 3z Pa,z)

7. Vy(Va(R(z) — P(x,z)) — (R(y) — VaP(z, 1))
o

Uma proposigao pode ser vista como uma caracterizagdo de um conjunto de modelos (que a

satisfazem).

Estruturas para a teoria dos grafos Vamos ilustrar isso considerando que as estruturas
sao grafos dirigidos e considerar proposi¢oes que caracterizam propriedades desses grafos.
Seja L uma linguagem de 12 ordem com igualdade, sem simbolos funcionais e apenas com
um simbolo relacional bindrio Re = {G}. Algumas férmulas sao: G(z,z), JxVy G(y,x),
Yoy (Gla,y) — Gy, )

Qualquer estrutura G para L é um grafo (dirigido)!

Seja ¢y a formula VoeIyG(z,y) A VaVyVz((G(z,y) N G(z,2)) =y = 2)

Considera a seguinte estrutura Gi:

Tem-se que G; = ¢1. E que outros grafos satisfazem ¢1?7 Os que cada né tem exactamente

grau de partida 1 (isto é representam fungoes).
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Exercicio 2.5. Descreve os grafos que sao os modelos de cada uma das sequintes formulas:
1. Vavy(G(x,y) — G(y,x)))
2. VavVyVz((G(z,2) N G(z,y)) — G(z,y))

o

Inversamente, dado um grafo G podemos estar interessados em saber se ele tem uma dada
propriedade. Se essa propriedade for expressa por uma férmula ¢ de Lg (nao necessariamente

uma proposicao) entao o que queremos é saber se G = ¢.

Exercicio 2.6. Mostra que dado ¢ de Lg e G de dominio finito, existe um algoritmo que

determina se G = ¢. ©

Resolucgao 2.6

Por inducao na estrutura de ¢.

Estruturas para autématos finitos Seja £4 uma linguagem de 12 ordem com igual-
dade e Ry = {I,F}, Ry = {R,, Ry}. Uma estrutura A para L4 é um autémato finito nao

deterministico sobre {a,b} se e sé se [[4| = 1.
Exemplo 2.8. a) Define uma proposicio ¢ de L tal que uma estrutura A de Lx € um
modelo de ¢ se e s6 se A é um autémato finito deterministico.

Basta considerar ¢ a formula:
Vavyvyi (Ra(z,y) A Ra(z,91)) =y =y1) A (Re(z,y) A Ro(z,y1)) =y =11))

b) Indica, justificando, duas estruturas de La, Ay e Ay tal que A1 = ¢ e Ay |E —¢.

Seja a estrutura Ay de L4:

e 0 universo € Q = {qo,q1}
o I = {qo}

o FA = {q}

° Rfl = {(q0,90)}

o RM = {(q0,q1), (q1,01)}

Verifica que Ay = ¢.
Considera agora Ay de L4 igual a Ay, excepto que R = {(qo,q0), (q0,q1)}-
Verifica que Ay = —¢.
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Exercicio 2.7. a) Define uma proposicio ¢ de L4 tal que uma estrutura A de L4 € um
modelo de ¢ se e s6 se A € um autémato finito que reconhece alguma palavra de ¥ = {a, b}

de comprimento 2.

b) Indica, justificando, duas estruturas de Ly, Ay e Ay tal que A1 = ¢ e Az |E —¢p

<&

2.2.1.2 Validade e satisfazibilidade

Proposicao 2.3. Seja ¢ uma féormula duma linguagem de 1¢ ordem L.
1. ¢ € vdlida se e s6 se —¢ ndo € satisfazivel
2. ¢ € satisfazivel se e s6 se =¢ nao é vdlida
3. ¢ € vdlida se e s6 seVx ¢ € valida
4. @ € satisfazivel se e s6 se Ax ¢ € satisfazivel
Demonstragao. Consequéncia directa das defini¢oes. O

Seja ¢ uma férmula duma linguagem de 12 ordem £. Uma férmula ¢ de £ é valida se a

correspondente forma booleana é uma tautologia.

Defini¢ao 2.9. Dada uma férmula ¢ o conjunto das suas sub-férmulas principais, SP(¢) €

definido indutivamente na estrutura de ¢ por:

e se ¢ € uma formula atémica, SP(p) = {¢}

e se ¢ €V, SP(9) = {9}

e se ¢ ¢é 3, SP(p) = {Vz—}

o se ¢ ¢, SP(¢) = SP(Y)

e se ¢ €1y o1y, onde o pode ser N, V ou —, SP(¢p) = SP(11) U SP (1)
Sendo ¢ a féormula Ve P(z,y) A JzP(x,y) N (P(z,2) V VzP(z,y))

SP(¢) - {VxP(x,y),Vx—'P(ac,y),P(z,x)}

Definigao 2.10. Associando a cada sub-formula principal duma formula ¢, uma varidvel
proposicional diferente e negando a formula correspondente a um quantificador existéncial,

obtemos a forma booleana de ¢.

Para o exemplo anterior,
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p1 A —p2 A (p3 V p1)
onde P = V$P(:E7y)7 p2 = VZEﬁP(QZ',y) e p3 = P(Z,ﬂj‘)
Proposigao 2.4. Se a forma booleana duma férmula ¢ € uma tautologia, entao ¢ € valida.

Demonstracao. Seja A uma estrutura de £ e s uma interpretacao . Para cada 1 € SP(¢), se
A [=¢ 1 atribui-se & correspondente varidvel proposicional o valor V, se A [~ v, atribui-se

o valor F. Como a forma booleana é satisfeita para essa valorizacao, também se tem que

A ¢ O

2.2.2 Equivaléncia semantica

Definicao 2.11. Sejam ¢ e ¢ duas formulas duma linguagem de 1¢ ordem L. Se ¢ =1 e

Y = ¢ entao ¢ e 1) sdo semanticamente equivalentes e escreve-se ¢ = 1.
As Leis de DeMorgan para quantificadores sao féormulas semanticamente equivalentes sao as

Proposicao 2.5. (Leis de DeMorgan)

Voo = dz—¢
—dxo Vr—o¢

Demonstragao. Suponhamos que para toda a estrutura A, e interpretacdo s se tem A =4
—Vz¢. Isto equivale a dizer que A [£4 Vao, isto é, ndo se verifica que para todo o a € A,
A Eglaja) ¢- Isto é, existe pelo menos um a € A tal que A o0 ¢, 1¢, A Fglaa) @5 que
é a definigao de A =5 Jz—¢. O que prova a primeira equivaléncia (dado termos usado sé as

defini¢oes). Analogamente se prova a segunda lei de DeMorgan. O
Temos também:

Proposigao 2.6.

Va (e A 1)
dxgp vV dxip
VaVye = VyVzo
Jxdye = Jydxo

Yo N Yz (mas nao com V)

dz(p V ) (mas nao com A )

Se x nao ocorre livre em 1)
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Vi(p A ) = Vad A ¢
V(o V ¥) = Vae V 1
Je(p A W) = Fad AW
(V) = 3ad Vb
Vi —¢) = ¢ — Vao
(¢ — ) = Vb — o
e —¢) = ¢ — d
Va(p— ) = Fzp— ¢

Exercicio 2.8. Mostra as equivaléncias anteriores. <

2.2.3 Substituicao de variaveis

Seja ¢ uma férmula duma linguagem de 12 ordem L, ¢ um termo de £ e x € Var uma
variavel. Denota-se por ¢[t/z] (ou ¢L) a férmula que se obtém de ¢ substituindo todas as

ocorréncias livres de x em ¢ por t.

Seja ¢ a féormula Vz(P(x) A Q(x)) — (=P(z) V Q(y)).
olf (z,y)/2] é a férmula Vz(P(z) A Qz)) — (~P(f(z,y)) V Qy))
E se ¢ for Vy(=P(x) V Q(y)), qual a férmula ¢[f(x,y)/x]? Fica

Yy(=P(f(z,y)) V Q)

mas aqui a variavel y do termo f(z,y) passou a estar ligadal

Para evitar isto, define-se que:

Definicao 2.12 (Varidvel substituivel). Uma varidvel x € substituivel port em ¢ se nenhuma
ocorréncia livre de x em ¢ for numa sub-férmula Yyip ou Iy, para qualquer varidvel y que

ocorra em t. Também se pode dizer que t € livre para x em ¢.

Exercicio 2.9. Seja ¢ a formula 3x(P(y,z) AN Yy(=Q(x,y) V P(y,z)))

Determina:

1. glw/x], ¢lw/yl, ¢[f(x)/y] e dlg(y,2)/2]
2. Para quais dos termos w, f(x) e g(y, z) € x substituivel em ¢? e y?

<&

Proposigao 2.7. 1. Se x € substituivel por t em ¢, sao vdlidas as formulas:
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a) Yz ¢ — ¢[t/x]
b) olt/x] — Jxg

2. Se y ndo ocorre em ¢, entdao Vo = Vyoly/x]

Demonstracdo. Vamos apenas considerar 2.71a. Seja A uma estrutura e s uma interpretacao.
Temos que mostrar que se A |=¢ V¢ entdao A = ¢[t/r]. Paratodooa € A, temos A |=4/2) ¢-
Seja a’ = s(t), e como t é livre para x em ¢ sabemos que esse serd o valor da interpretagao

de todas as ocorréncias de t em ¢[t/x]. Mas entao temos também A = ¢[t/x]. O

Exercicio 2.10. Termina a demonstra a Proposicdo 2.7. ¢

2.2.4 Forma normal prenexa

Uma férmula duma linguagem de 12 ordem L estd em forma normal preneza se ou:

e nao contém quantificadores

e ¢ da forma

Q121Q272 ... Qrrnd

onde cada QQ; é ouVou 3, 1 <i<mn,e ¢ éuma férmula sem quantificadores.

Por exemplo,
VaVyVz—((-P(z,z) V (=P(z,y) AN P(z,2))) V =P(w,0))

Proposicao 2.8. Qualquer férmula duma linguagem de 1¢ ordem é semanticamente equi-

valente a uma férmula em forma normal prenexa.

Demonstracao. Ideia:
Transformar ¢ de modo a que:
e s6 ocorram as conectivas A, V e -
e nenhuma variavel ocorra livre e ligada
e uma mesma variavel s6 aparece quantificada no maximo uma vez.
Seja ¢1 a férmula resultante, que é semanticamente equivalente a ¢(mostral). Aplicar as
sub-férmulas de ¢1, as seguintes transformagoes, até que nenhuma se aplique (onde o é A
ou V):
Vo — dx—¢ Vepop — Va(yoo)
-3z — Vz—o ¢podaxp — FJx(do)
poVzy — Va(poy) dzpod — dx(yog)
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Por inducao no nimero de quantificadores que estdo no ambito de conectivas ¢; mostra-se
que a férmula resultante estd em forma normal prenexa e é semanticamente equivalente a
o. O

Exercicio 2.11. Obtém uma forma normal prenexa para
Va(P(z,z) A (YyP(z,y) vV Fy=P(y,y))) N G(w,0)
o

Resolugao 2.11
1. Substituir as varidveis ligadas por variaveis novas (Prop.2.7:2)
Ve(P(z,z) N (YyP(x,y) V 3z-P(z,2))) A G(w,0)
2. Mover Vz para fora:
Ve((P(x,z) N (YyP(z,y) V 32=P(z,2))) N G(w,0))
3. Mover Yy para fora:
VaVy((P(x,z) A (P(z,y) V 32-P(z,2))) N G(w,0))
4. Mover dz para fora:

VaVy3dz((P(x,z) A (P(z,y) V =P(z2))) N G(w,0))

Leituras suplementares [BE00] (Cap. 10,11)

2.3 Sistema de dedugao natural para a légica de 12 ordem
As regras para as conectivas sao as mesmas que para a légica proposicional.
Havera novas regras de introducgao e eliminagao para:

e a igualdade (=)

e para os quantificadores a introducao corresponderd a uma generalizagao e a eliminacao

uma instanciagao:
(V-E) de VzP(z) deduzir P(t)

(V-I) pode-se deduzir Yz P(x) se para qualquer y se deduzir P(y)

(3-I) de P(t) deduzir 3xP(x)
(3-E) se se deduziu JzP(x) podemos supor P(t)
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2.3.1 Regras de inferéncia DN:igualdade

Introdugao de =

—I
t=1

Podemos deduzir sempre que um termo ¢ é igual a si proprio...a igualdade é reflexiva

Eliminacao de =

ty =1ty  Plt1/7]
Plta/x]

Se ty € igual a ty podemos substituir em ¢, ¢t por ts.

=E e x é substituivel por t; e por t3 em ¢

Exercicio 2.12. Mostra que t1 = to - tog = t1 ety = to,ty = t3 - t1 = t3, i.e. , que sdo

deduziveis as propriedades de simetria e transitividade de =. ©

Resolugao 2.12

1 |t =t
2 |t=t =1

3 [th=t =E (péx=t),1,2
1 |t =t

2 |ty =ts

3 |t =t3 =E (¢ é t; =x), 2, 2

2.3.2 Regras de inferéncia DN:quantificador universal

Eliminacao de V

YV
—(b VE onde x é substituivel por ¢ em ¢

[t/ x]
Se se deduziu Yz ¢ podemos substituir  em ¢ por qualquer termo ¢ (instanciar o z com

qualquer valor).

Introducao de V

[v]

olv/z]
Yz ¢

vI onde v é uma varidvel nova (nao ocorre antes)
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Se supondo uma varidvel nova y podemos deduzir ¢[y/z|, entdo podemos deduzir ¢ com
qualquer valor (generalizagao). Para supor y temos de comecar uma nova sub-deducao mas
sem novas premissas. Na notacao de Fitch isso é indicando com uma nova identacao. Esta

sub-deducao termina quando concluimos a regra.
Exercicio 2.13. Mostrar que

Va(P(x) — Q(x)),VaP(x) - VzQ(x)
o

Resolugao 2.13

1| Ya(P@) — Q)

2 | VzP(x)

3 |v| Plv)— Q) VE, 1

4 P) VE, 2

5 Qv) E, 3, 4
6 | VzQ(x) VI, 3-5

Exercicio 2.14. Mostrar que
P(t),Va(P(z) — =Q(z)) - ~Q(t)
o

Resolugao 2.14

1 | P(t)

2 | Vo(P(z) — —Q(z))

3 | P(t) — —Q(t) VE, 2

4 | =Q(t) —E, 3,1

2.3.3 Regras de inferéncia D/N:quantificador existencial

Introdugao de 3

Plt/x]

———— 3I onde x é substituivel por t em ¢

Jx ¢

Podemos deduzir 3z ¢ se ja tivermos deduzido ¢[t/z] para algum termo ¢.
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Eliminacao de 3

(v olv/a]]

dz ¢ P onde v é uma varidvel nova que nao ocorre antes nem
JE

(0 em 1)

Se deduzimos dx¢, entdo existe um valor em que ¢ se verifica. Assim, supondo que v repre-
senta esse valor e se supondo ¢[v/z] se deduzir ¥ onde v nao ocorra, podemos deduzir ¢ (para
um valor genérico). Neste caso temos entao uma nova sub-dedugao em que é considerada uma

nova variavel (v) e onde existe uma premissa nova (p[v/z]).
Exercicio 2.15. Mostrar que:

a) Ve ¢t 3z ¢
Vo (P(z) — Q(x)),3x P(x) F Jz Q(x)

<&

Resolugao 2.15

1 |Vzo
a) 2 | ¢[t/x] VE, 1
3 |z o a1, 2

L | Vo (P(z) — Q(x))

2 | 3z P(x)
3 |v]| P
b) 4 P(v) — Q(v) VE, 1
5 Q(v) —E, 4,3
6 3o Q(z) aL, 5
7 | 32 Q) IE, 3-6

Como no caso das regras de introducao e eliminacao de conectivas, também aqui se tem de ter
em conta o ambito das sub-deducoes e em especial as varidveis (livres) s6 podem ser usadas
nas sub-dedugoes em que sao supostas ou ocorrem em premissas dadas.

Por exemplo, a seguinte é uma dedugao esta errada:
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1 | Va (P(z) — Q(z))
2 | 3z P(x)
3 |v| P)
4 P(v) = Q(v) VE, 1
5 Q(v) —E, 4,3
6 | Qv) 31, 3-5
7 | 3z Q=) JE, 6

Na férmula da linha 6, ocorre uma variavel que sé devia ocorrer na sub-deducao iniciada na
linha 3!

Exercicio 2.16. Mostrar que
V(Q(z) — R(@)), 3z (P(z) A Q@) - Ja(P(z) A R(x))

Resolugao 2.16

L ve(Q(z) — R(x))

> |3(P@) A Q)

3 v | P(v) A Qv)

4 Q(v) — R(v) VE, 1

5 Q) AE, 3

6 R(v) —E, 4

7 P(v) AE, 3

8 P(v) N R(v) AL 7,6

9 dz (P(z) N R(x)) L, 8

10 | 3z (P(xz) A R(x)) JE, 2, 3-9

Exercicio 2.17. Mostrar que

dz P(x),VaVy (P(x) — Q(y)) F Yy Q(y)

<&

Resolugao 2.17
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1 | 3z P(x)

vavy (P(r) — Qy))

v

co N O ot ks W N

u | P(u)

Yy Q(y)

VE, 2

VE, 4
—E, 5,3
3E, 1, 3-6
VI, 3-7

Todas as regras do sistema DN para a légica de primeira ordem encontram-se na Figura 2.1

2.4 Equivaléncia dedutiva

Dadas duas formulas ¢ e 1 dizemos que sao dedutivamente equivalentes se e sé se ¢ - ¥ e
1 F ¢. E denotamos por ¢ - .

Proposicao 2.9. Sejam ¢ e ¢ dumas formulas duma linguagem da légica de 1¢ ordem.

FEntao:

1. Vo 4F Jz—o
2. —3zé 4 V¢

co

Vo A Yoy - Va(d A o

:L\

Jz¢ V a4 (e V ¥

N

(a) Vxd o) 4 V(P o)
(b) xporp 4+ Fx(p o))

)
)

Se x nao ocorre livre em 1, eo é N ou V :
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Introdugao Eliminacgao
N iAﬁ/\I ¢>2)1/1/\E1 ¢@¢/\E2
[¢] (V]
oV Yo
¢ Y
V <Z>V1/1V11 ¢V¢VI2 5 vV E
[¢]
F /1
- _‘d) -1 T—!E
¢
F — FI(x) %FE
[¢]
¢ o=
| =gt v . -
e x ¢é substituivel
= | ==I %W:E por t1 e por ty em
¢
[v]
onde v ¢é uma onde x ¢é subs-
v Plv/ ] . ~ Va ¢ o
Vo b vI varidvel nova (nao #lt/a] VE tituivel por ¢t em
ocorre antes) ¢
[v ¢lv/z]]
: onde v ¢é uma
onde x ¢é subs- " |
Iz ¢ variavel mnova que
3 %[i/;] JI tituivel por ¢t em o IE
5 nao ocorre antes,
nem em )
R %R

Figura 2.1: As regras do sistema DN para a logica de primeira ordem
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Demonstracao. —Vr¢ = Jr—¢ Por reducao ao absurdo:

Jr-¢ - Vo

—_

© 00 N O Ot k= W N

e e R S " \V]

Yz
~Jz—¢
u ~¢lu/z]
¢
F
lu/]
Ve
F
¢
Jz-¢

Vo

Vep A ¢ FVa(p A ) e x nao ocorre livre em 1)

N O Ot e W N

Vad A

N4 o)

(U

v | ¢lv/z]
olv/z] A
(@ A Y)[v/]

Vz(p A 1)

a1, 3
FI, 4, 2
RA, 35
VI, 3-6
FI, 7,1
RA, 2-8

VE, 2
FI, 3, 4
JE, 1, 25
-1, 2-6

AE, 1
AE, 1
VE, 2
AL 3, 4
R, 5
VI, 4-6
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Vz(d A ) FVzp A ¢ e x nao ocorre livre em 1)

L | V(o A 1)

2 v (¢ A Y/ VE, 1
3 olv/x] A R, 2

4 " AE, 3
5 olv/z] NE, 3
6 | Vo VI, 25
7 | (Vo) A 4 A, 4,6

(Bzg) vV (Faep) A= 3z(o v )

L (Fz¢) vV (Bay)

2 Jdxé

3 v | ¢lv/]

4 dlv/x] V Plv/x] VI, 3

5 (¢ V Y)v/x] idéntico, 4
6 Ja(e V ) a1, 5

7 Ja (o V 1) JE, 2, 3-5
8 Jae)

9 v | YPlv/a]

10 dlv/z] V Yv/x] VI, 9

11 (¢ V Y)v/x] idéntico, 10
12 (o V P) aI, 11

13 (o V P) IE, 8, 912
14 | 3z(p Vv ) VE, 1,2 7,813
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1| 3x(o Vv 9p)

2 v (o V )v/a]

3 dlv/z] V Yv/x] idéntico, 2

4 ¢lv/z]

5 3 3l 4

6 Jx¢ vV Jxp VI, 5 O
7 Ylv/z]

8 Qe a7

9 dxg V Jxtp VI, 8

10 dxg V Jxtp VE, 3, 4-6, 79
11 | 326 v Fzy IE, 1,210

Exercicio 2.18. Mostra que:
a) EVz(¢p — ¢) — (Jx¢ — Javp)
b) EVx(¢ — ) — (Voo — Vay)

¢) JzP(x),YaVy(P(z) N P(y)) — x=y)F JzP(x)

onde FxP(x) representa Jx(P(x) N Vy(P(y) — y = x)) e diz-se existe um dnico x tal
que P(x)

d) EVaVyr =y — f(x) = f(y)
e) Fx=f(y) = (VaP(z,2) — P(f(y), 2))
<&

Resolugao 2.18

a) F V(¢ — ¢) — (3rvd — 1)
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1 Va (¢ — )

p Iz

3 u | ¢lu/x]

4 (¢ — ¥)[u/x] VE, 1

5 plu/x] — Ylu/x] R, 4

6 Ylu/z] —E, 3,5

7 Jap I, 6

8 Az 3E, 2, 3-7

9 Az — Jaab 1,28
b) FVz(¢ — ¢) — (Vg — Vai)

1 Va (¢ — )

p Voo

3 u | ¢lu/x] VE, 2

4 (¢ — ¥)[u/x] VE, 1

5 plu/x] — Ylu/x] R, 4

6 Ylu/z] —E, 3,5

7 V) VI, 4-6

8 Vad — Vi 1,28

¢) JxP(z),VaVy(P(z) N Ply) — x=y)F Jz(P(x) AN Yy(P(y) — y=x))
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© 00 N O Ot ke W Ny

— = =
N = O

13

zP(z)
Vavy(P(z) A P(y) — x=1y)
u | P(u)
v P()
P(v) A P(u) AL 3, 4
Vy((P(v) A Ply) —v=y) VE, 2
(P(v) A P(u)) — v=u) VE, 6
v=u —E, 5,7
Plv) —v=u L 48
Vy(P(y) =y =u) —1, 4-8
P(u) AN Vy(P(y) — y=u) Al 3, 10
Jz(P(x) A Vy(P(y) — y = )) 3, 11
Jz(P(x) N Yy(P(y) =y =x)) JE, 1, 2-12

d) FVavVyz =y — f(z) = f(y)

S Ot s W N

VaVyz =y — f(z) = f(y)

e) Fz=f(y) = V(zP(z,2) = P(f(y),2))

1

S Ot s W N

z = f(y)
u P(z,u)
P(f(y),u)

Pa,u) — P(f(y),u)
Vz(P(z,2) — P(f(y),2))

r = f(y) — VZ(P(HU,Z) - P(f(y)7

Leituras suplementares [BE00] (Cap.

=E (¢ ¢ f(u) = f(2)), 1,3
—1,1, 3
VE, 1-4
VE, 1-5

—E, 1,2
—I, 2-3
VI, 24

2)) —I, 1-5

2.3,12,13)
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2.5 Integridade e completude

Vamos ver que o sistema dedutivo DN para a légica de 12 ordem é integro e completo,
i.e:

Dado um conjunto de férmulas ¥ (premissas) e uma férmula ¢ (conclusdo):

Integridade se existe uma deducao de ¢ com premissas X, X F ¢, entdo ¢ é consequéncia

semantica de X, ¥ = ¢. Em particular se - ¢ (teorema), entdo ¢ é valida, = ¢.

Completude Se ¢ é consequéncia semantica de ¥, ¥ = ¢, entao existe uma dedugao de ¢

com premissas X, 3 - ¢. Em particular se = ¢ entdo ¢ é um teorema, - ¢.

2.5.1 Integridade do sistema dedutivo DN
Proposigao 2.10. Se ¥ F ¢ entdo ¥ = ¢

Demonstra¢ao. Dada uma dedugao de ¢ com premissas de X (onde, podem nao ser usadas
todas as férmulas), vamos mostrar que em cada passo p a férmula que ai ocorre é consequéncia
semantica das premissas (ou hip6teses) que ai sao assumidas. Entao em particular, ¢ sendo
o ultimo passo, serd consequéncia semantica das suas premissas (ou seja ). Provamos por

inducao no nimero de passos da deducgao:

Base. Se s6 houver um passo de dedugao entdo ¢ é uma das premissas ou uma férmula
da forma t = t. Em ambos os casos € facil ver que sao consequéncias semanticas das

premissas (mostral)

Indugao. Suponhamos que estamos no passo n e que todos os anteriores verificam a condicao.
Fazemos uma demonstracao por casos considerando cada uma das regras. Suponhamos

que a regra a aplicar é a eliminacao da implicacao:

— E
Seja 0 a férmula deduzida no passo n por aplicacdo de — E a ¢ — 6 e ¢.
¢ z_’w E sejam ¢1, ..., ¢ as premissas assumidas em . Mas as premissas para
¢ — 0 e ¢ estao entre os ¢1, ..., P, € ambos sao consequéncia semanticas
delas:
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L | &
i ¢ — 0
2
l ¢
05
n 0
Vamos ver que # é consequéncia semantica de ¢1, ..., ¢r. Seja A uma estrutura e s uma

interpretagao tal que A =4 ¢, 1 <1i < k. Entao, também A =5 ¢ — 0 e A =5 ¢. Mas
entdo, pela definicdo (vi) de |=4, tem-se que A = 6. E entao {¢1,...,¢r} E 0.

Vejamos agora o caso da regra da eliminacao do quantificador existencial:

[v ¢lv/z]]

Az ¢ P
JE:

Seja 0 a férmula deduzida no passo n por aplicacao de dE a dz¢ e a uma
sub-deducao que contém #. E sejam ¢1, ..., ¢, as premissas assumidas
no passo n, em 6. Por hipotese de indugao no passo i, dx¢ é consequéncia
semantica de premissas que sao um subconjunto de ¢1, ..., @i € no passo

m, 0 é consequéncia seméantica de premissas que sado um subconjunto de

1y ..., Pk, mais a premissa ¢fv/x.
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i dz¢
v | ¢lv/7]
m 0
n 0
Vamos ver que # é consequéncia semantica de ¢1, ..., ¢r. Seja A uma estrutura e s uma

interpretagao tal que A =5 ¢;, 1 <i < k. E também A =, Jx¢. Isto é, existe um b € A
tal que A ):s[b/:c] ¢. Nota, ainda, que v nao pode ocorrer em ¢1, ..., ¢, Jxp e 0. Seja
s' = s[b/v] e, claramente, A =, /) [v/2]. Mas também A =y ¢, 1 < i <k e, entao,

A Ey 0 (porqué?). E como v nao ocorre em 6, entao A = 6.

O caso VI é semelhante e os restantes mais simples.

Leituras suplementares [BE00] (Cap. 13,18.3)

2.5.2 Conjuntos consistentes e inconsistentes

Definicao 2.13. Um conjunto de formulas 3 diz-se consistente se e sé se ndo existe nenhuma

deducao de X+ F, caso contrdrio diz-se inconsistente.
Nota que se X é inconsistente, > F 1) para qualquer férmula .

Exercicio 2.19. Mostra que um conjunto Y € inconsistente se e so se existe uma formula ¢
tal que X e X . ©

Lema 2.1. Se ¥ U {—¢} € inconsistente se e sd se X+ ¢.
Demonstragao. (=) Por aplicacdo da regra RA e (<) pela aplicac@o da regra FI. O
Lema 2.2. (da dedugdo) X U {¢} 1 se e s6 se L F ¢ — 1.

Demonstracao. Igual ao da légica proposicional. O
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2.5.3 Completude do sistema dedutivo DN

Vamos considerar apenas o caso de £ ser uma linguagem numeravel, isto é, em que o seu
alfabeto (de varidveis, simbolos funcionais e de predicado) é numerével (ndo necessariamente

finito).

Teorema 2.1. (Teorema da completude de Gidel) Se X = ¢ entao ¥+ ¢, ou, equivalente-

mente, qualquer conjunto consistente de formulas € satisfazivel.

Comecamos por mostrar a equivaléncia entre essas duas afirmagoes:

(1< 2) Se ¥ = ¢ entdo X U {—¢} nao é satisfazivel. Por 2, ¥ U {—¢} é inconsistente, logo
DI

(1= 2) Se X U {¢} é nao satisfazivel, entdao ¥ = —¢. Por 1, ¥ F —¢ e entdo X U {—-—¢} é
inconsistente, mas entao também o é X U {¢}.

Iremos mostrar a segunda afirmacao...

Temos que encontrar uma estrutura e interpretacao que satisfaca um qualquer conjunto con-
sistente..o que nao parece tarefa facil. A demonstragao a apresentar é baseada na de L. Henkin
(e nao na de Godel...).

A ideia é construir uma estrutura cujo dominio seja o conjunto dos termos da linguagem L.

Mas a presenga de quantificadores traz dificuldades acrescidas. Por exemplo,

A ={JzP(x)} U{=P(t) : t ¢ um termo deL}

é consistente mas nao é possivel satisfazé-lo com um dominio s6 com termos de £. E também
é necessério relacionar a satisfazibilidade de P(t) e a de 3xP(x) (o que nao é possivel, p.e, s6
com a validade booleana das férmulas...)

Assim iremos introduzir novas constantes em L, que irdo servir para construir testemunhas

(de uma férmula existencial) p.e.:
Jdz P(z) — P(cp)

E iremos alargar qualquer conjunto consistente de modo a conter todas as testemunhas ne-
cessarias e a continuar consistente...
Dizemos que um conjunto consistente de formulas > de uma linguagem £ é maximal se

para toda a férmula ¢ de £ se tem ou ¢ € 3 ou —¢ € X.

Lema 2.3. Para qualquer conjunto consistente de férmulas 3 existe um conjunto A D %, da

linguagem alargada L' = LU {cg,c1,...} onde ¢; sdo constantes novas e

1. A € consistente e mazimal em L’
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2. Para qualquer férmula ¢ de L' e qualquer varidvel x € Var existe uma constante c tal

dxgp — ¢lc/x] € A
Demonstragao. (do lema 2.3)

Y. é consistente em £ Suponhamos, por contradi¢gao que 3 - F (ou alternativamente uma
qualquer férmula da forma 8 A —(). Mas nessa dedugao sé pode ocorrer um nimero
finito de constantes novas, cq,...c;. Entdo podemos substituir cada uma dessas cons-
tantes por uma variavel nova, sejam yq,...,yr. A dedugao resultante é uma deducao

de F a partir de > em £. Absurdo! Porque X é consistente em L.

Vamos construir © tal que X U O satisfaz 2 Como £’ é numerdvel, entao também o sao
Var e o conjunto das suas féormulas. Podemos entao enumerar < ¢1,x1 >, < ¢, 29 >,...
Seja 07 a férmula 3101 — ¢1[c1/x1], onde ¢; é uma constante nova que nao ocorre em
¢1. Paran > 1,6, é Ix,0, — ¢nlcn/zy], onde ¢, é uma constante nova que nao ocorre

nem ¢, nem em 6y...0,_1. Seja

© ={01,0,,...}
¥ U © é consistente Suponhamos que nao, entao existe m > 0 tal que X U {01, ...,0,41}
é inconsistente e X U {01, ...,0,,} consistente. Mas, entao

XU {91,...,9m} F =011

Como 6,,+1 é da forma Jx¢ — ¢[c/x], entdo também (mostral)

SU{01, ..., 0m) F 326
YUA{b,...,0n} F —dlc/x]

mas como ¢ nao ocorre em L U{#y,...,0,,}, podemos substitui-lo por uma varidvel nova

e usando a regra VI, concluimos também que

EU{@l,...,em}l_\V/ﬂj‘—'(ﬁ

mas como Vzr —¢ 4+ =3zp, vem
SU{61,. .. 00} F =326
Absurdo! porque X U {0y,...,60,,} é consistente.

Estendemos ¥ U© a um conjunto consistente maximal A Seja ¢1, ¢2, ...uma enu-

meracao das férmulas de £ e definimos
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A=,A,
onde
Ag = XUO
A Ap U{dn+1} se este conjunto é consistente
+1 =
" A U{=¢nt1} caso contrario

Mostra-se por indugao sobre n que os A,, sdo consistentes (mostrar!). Logo A também

é consistente e maximal.

Exercicio 2.20. Se A é um conjunto consistente mazximal e At ¢ entao ¢ € A o

Para um conjunto de férmulas A do lema anterior, vamos construir uma estrutura Ax =

(A,A2) e uma interpretacao sa tal que
Ap s, ¥, para todo ¢ € A
Considere-se o conjunto de termos 7 e seja ~ a relacao binaria dada por
ti~taseesdset; =ty € A

Pela definicao de A o fecho reflexivo de ~ é uma relacao de equivaléncia em 7, que designamos

por ~a

A estrutura Ap é:

e 0 dominio é o conjunto das classes de equivaléncia de ~a

e para cada simbolo relacional R € R,,, n > 1:
RAS = {([t1], ..., [ta]) | R(t1,... tn) € A}
e para cada simbolo funcional f € F,, n > 0 tem-se:
At ) = [F(ty o))
e para cada constante c:
s =[]

Para cada = € Var, sa(z) = [z]
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Lema 2.4. Para qualquer termo t € T, tem-se que sa(t) = [t]
Demonstragao. Por indugao sobre t¢.

Base. Para as varidveis e constantes por definicao de sa.

Inducgdo. Se f € F,ety,...,.t, €T,

Sa(flt, ... tn) = fA2(sa(tr), ..., sa(tn))
= 2 ([t [ta))
= [f(tla' 7tn)]

Lema 2.5. Seja A um conjunto de formulas nas condigcoes do lema 2.53. Entdo
Ar Es v seesosep € A
Demonstracao. Por inducao sobre 1.

Base. 1 é atémica. Se ¢ é t; = to, entdo Aa s, t1 = t2 sse sa(t1) = sa(ta) sse
[t1] = [t2] , i.e, t1 = t2 € A. Se ¢ é R(t1,...,t,) entdo Apn s, R(t1,...,tn) sse
(sa(t1),...,sa(tp)) € RA2 ie ([t1],...,[tn]) € RA2 ou R(ty,...,t,) € A.

Indugdo. Se é 1) é —¢, entdao Aa =5, —¢ sse Aa Fss, ¢, e por hipdtese de indugdo ¢ ¢ A,
logo por A ser consistente maximal, ¢ € A. Se 1) é ¢1 V ¢g entdo, Aa s, d1 V do
sse Aa [=s, ¢i pelo menos para um 4, e por hipétese de indugao ¢; € A, mas entao por
A ser consistente maximal, ¢; V ¢o € A. Analogamente para ¥ é ¢1 A ¢ . Se 1 é
¢ — 0 entdao, Aa s, ¢ — 0 sse Aa s, ¢ ou Aa =5, 0, e por hipdtese de inducao
ou ¢ ¢ A ou § € Amas entao por A ser consistente maximal, ¢ — 6 € A. Se ¢ é Vo,
tem-se que Jz—¢ — —d[c/x] € A, para algum c. Logo

Vep ¢ A sse  Jr—p €A
sse  —glc/x] € A
sse  Qle/x] ¢ A
sse A Fsn dlc/a]
donde Aa s, Yo
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Reciprocamente, se Aa s, Vo, existe ¢ tal que Aa P All)/=] - Existe 6 equivalente
a ¢ e onde x é substituivel por ¢ em 0, logo Aa [~Es.[i/2] 0 € Aa Fsa O[t/x]. Por
hipétese de indugao, 0[t/z] ¢ A e portanto Yz ¢ A. E como 6 e ¢ sao equivalentes e
A maximal, Vz¢ ¢ A. Analogamente se ¢ é Jx¢.

O

Demonstragao. (Teorema da completude 2.1) Mostrar que dado um conjunto consistente
Y ele é satisfazivel. Estendemos ¥ € A nas condigoes do lema 2.3 para £’ e sejam Ap e sa
a estrutura e a interpretacao que satisfazem A em L', pelo lema 2.5. A restricao Ay, de Aa
a L satisfaz 2. O

2.5.4 Consequéncias da completude e integridade
Coroldrio 2.2. (Teorema da compacidade)

1. ¥ | ¢ se e s6 se existe um subconjunto finito Xog C X tal que X | ¢.

2. Um conjunto de férmulas duma linguagem de 1¢ ordem € satisfazivel se e sé se todo o

seu subconjunto finito o for.

Demonstragao. As duas afirmagoes sao equivalentes (verifical), portanto basta demonstrar a
primeira. Se ¥ = ¢ entao ¥ F ¢. Como qualquer dedugao s6 utiliza um ntmero finito de

premissas (hipdteses), existe ¥y C 3 finito tal que g - ¢ ou seja Xg = ¢. O

Vamos ver uma aplicacao deste teorema que mostra as limitacoes da expressividade da logica
de primeira ordem. Em particular, que nao existe um conjunto de férmulas que caracterize

na estrutura dos nimeros naturais.

Exemplo 2.9. Modelos nao standard para a aritmética

Seja Ly a linguagem de 1¢ ordem com igualdade para os mnimeros naturais jd dada: Fo =
{0,1}, Fo = {+, x} e Re = {<}

Seja N = (N, M) uma estrutura de Ly, onde N € definido por:

e V=0 1V=1
o +Nn,m)=n+m, x¥(n,m)=nxm
o <N={(n,m)eN?|n<m}
Podemos provar, por exemplo que, N =Vx x < x+ 1 (verifical)

A estrutura N € designada a estrutura standard de Ly, pois Ly foi construida para se poder

falar das propriedades dos nimeros naturais. Mas podemos escolher outras estruturas para
Ly:
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Por exemplo, para p > 1, N, = ({0,...,p— 1}, é\f) com

o 0Vr =0, 1N =1
o +Ne(n,m) = (n+m) mod p

e xVr = (nxm) mod p

E, neste caso N, = Vo x < x + 1(verifica!)

Isto €, existe uma formula da l6gica de 1¢ ordem que permite distinguir a estrutura N da
N,. No entanto, usando o teorema da compacidade podemos demonstrar que nem sempre €
possivel distinguir por uma formula duas estruturas para a mesma linguagem.

Seja N = (NU{n+i|n e N} N a estrutura de Ly, onde i = /=1 e, por exemplo, para

o stmbolo funcional + temos:

o +No(n,m) = (n+m)

o +No(n+i,m4i)=(n+m)+i

Vamos ver que N’ ndo pode ser distinguido de N por uma proposicio de Ly (ou doutra

linguagem de 1% ordem,).

Coroldrio 2.3. Se ¥ € um conjunto de proposigoes tal que N =X entao existe um modelo

N’ tal que N" = X e o dominio de N' € um subconjunto préprio de N'.

Demonstragao. Considera as proposicoes ¢, dadas por

Jz((x £0) A (x#1) A ... A (x#n))

Entao o conjunto XU {¢, | n > 0} é consistente. Porque se nao o fosse, teria um subconjunto
finito que era inconsistente. Esse conjunto finito conteria um ntdmero finito dos ¢,. Mas
obviamente N satisfaz ¥ e qualquer conjunto finito de ¢,. Absurdo!

Portanto o conjunto X U {¢,, | n > 0} é consistente, logo é satisfazivel. Isto é, tem de existir
uma estrutura cujo dominio seja um superconjunto do de N e que seja um modelo desse

conjunto, p.e, N’. O

Corolédrio 2.4. (Teorema de Léwenheim-Skolem I) Se um conjunto de formulas ¥ é
satisfazivel por uma estrutura, entao Y € satisfazivel por uma estrutura com um dominio

numerdvel.

Demonstragao. Porque o dominio da estrutura construida na demonstracao do teorema da

completude é numeravel. O
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Sendo um modelo numeravel ele pode ser finito ou infinito. Mas sera que todas as proposicoes
tém um modelo numeravel infinito?

Sejam, por exemplo, VaVyxr = y ou JzyVz(z =2 V z =y).

Estas proposigoes nao tém modelos infinitos! A primeira nao aceita modelos com dominios

de cardinalidade maior que 1, e a segunda maior que 2.

Coroldrio 2.5. (Teorema de Lowenheim-Skolem II) Se uma proposi¢ao tem um modelo

finito de cardinalidade arbitrariamente grande, entdo tem um modelo infinito.
Demonstragdo. Seja a proposi¢ao v, para k > 1

E|:E1 PN Hl’k Algigjgk €Ty 75 T

¥, indica que existem pelo menos k objectos diferentes no dominio; nao pode ser satisfeita
por uma estrutura com menos de k elementos e todas as estruturas com mais elementos a
satisfazem. Suponhamos, por contradicao, que existe uma proposicao ¢ que tem modelos

arbitrariamente grandes, mas nenhum modelo infinito. Seja o conjunto

N={o}U{vr [ ke N\{0,1}}

Se ¥ tem um modelo M, entao M nao pode ser finito (seja k, entao 11 nao era satisfeita),
e nao pode ser infinito (satisfaria ¢). Entao, ¥ ndo tem modelo.

Pela compacidade, existe um conjunto finito D C ¥ que nao tem modelo. D tem de conter ¢
(senao haveria um modelo suficientemente grande que continha todos os ¢y de D). Seja k o
maior inteiro tal que ¥ € D. Por hipdtese, ¢ tem um modelo finito de cardinalidade maior

que k. Entao esse modelo satisfaz todas as proposicoes de D. Absurdo! O

Este teorema permite ilustrar mais limitacoes da expressividade da légica de 12 ordem. Em

particular, temos:

Coroldrio 2.6. Nao existe nenhuma formula ¢ (com duas varidveis livres) tal que saber se

existe uma estrutura G da linguagem Lq, tal que G = ¢ equivale a determinar se:

Dado um grafo dirigido (finito) G e dois nés x e y de G, existe um caminho

de x para y.

Demonstragao. Suponhamos que existe uma tal férmula ¢. Seja 1y a férmula VaVye. A
férmula 1)y indica que G é fortemente conexo. Seja ainda 1y a férmula ( que corresponde a

todos os nds tém grau de saida 1)
VadyG(a,y) A Vavyvz((G(z,y) A G(z,2) =y =2)

e 19 a férmula (que corresponde a todos os nds tém grau de entrada 1)
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VeIyG(y,z) N YaVyVz((G(y,z) N G(z,x)) — y = 2)

E seja ¢ a proposicao g A 11 A 9. Os grafos que satisfazem 1) dizem-se ciclos.
[ ]
[ ) / \ [ ]
\ . /

Obviamente, existem ciclos finitos com nimero arbitrario de nés. Pelo teorema de Lowenheim-
Skolem, 1 tem um modelo infinito, seja G. Mas ciclos infinitos (i.e com um nimero infinito
de nés) nao existem!: seja ng um né de G e consideremos todos os nés atingiveis de ny.
Como ¢ fortemente conexo esse conjunto inclui todos os nés do grafo. Mas como o grau de
entrada de ng € 1, existe um né, seja n; tal que (nj,ng) é um arco de Go. Mas entao o ciclo
é finito. Absurdo! O

Do mesmo modo, se uma linguagem da ldgica de 12 ordem tivesse um simbolo de predi-
cado que pretendesse significar é antepassado de, entao nao haveria nenhum conjunto de
proposicoes que “capturasse” este conceito pois existiria sempre um modelo que permitiria

antepassados infinitamente distantes....

Teorema 2.2. (da compacidade da légica proposicional) Um conjunto X de formulas

da logica proposicional € satisfazivel se e so se todo o seu subconjunto finito o for.

Demonstragao. Seja Lprq, uma linguagem de 12 ordem sem igualdade e um simbolo de
predicado undrio P, como tnico simbolo nao-légico. Seja A = {P(x;) | i € N} o conjunto de
férmulas atémicas de Lpyop € seja m 1 A — Vprgp tal que m(P(z;)) = pi, ¢ € N. Podemos
estender 7 a uma funcao bijectiva entre o conjunto das férmulas de Lp,,, sem quantificadores
e as férmulas proposicionais, obtendo a forma booleana das primeiras formulas. Em particular,
um conjunto X de férmulas de Lp,,, sem quantificadores ¢é satisfazivel se e s6 se o conjunto
7(X) das respectivas formas booleanas o for.

(<) Seja ¥ um conjunto de férmulas proposicionais, tal que todo o subconjunto finito 3y C %
é satisfazivel. Entdo, todo o subconjunto finito de 7~1(X) é satisfazivel. Pela compacidade,
71(X) é satisfazivel. Mas entdo também (71 (X)) = ¥ é satisfazivel

(=) Trivial. O

Exercicio 2.21. (Aplicagio do teorema da compacidade)

Seja L uma linguagem de 1% ordem com igualdade.
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1. Para cadan > 1, construir uma proposicao ¢, de L tal que A |= ¢y, se e sd se o dominio

de A tem pelo menos n elementos.
Resolucgao

Para cada i, ¢; € a formula

E|:L'1...E|:L'n /\ $i§él’j

1<i<j<n

2. Seja ¥ = U;>1{¢;}. Quanto é que uma estrutura de L é um modelo de X ?
Resolucao
Quando o seu dominio ¢ infinito (pelo menos numeravel)
3. Suponhamos que ¢ € uma proposicao tal que A é um modelo de ¢ se e s6 se o dominio
de A € infinito. Mostra que ¥ |= ¢.
Resolucgao

Se A = (A,A) satisfaz ¥ entdo A ¢ um conjunto infinito. Mas entdo satisfaz .

4. Justifica que ¢ nao pode existir.
Resolucgao

Pela compacidade, ¥ |= ¢ se e so se existe ¥g C 3 finito tal que Xy = ¢. Seja ng
o maior valor tal que ¢n, € Yo, entdo qualquer estrutura A = (A,-4), com |A| = ng
satisfaz ¥g. Logo,, A satisfaz ¢. Absurdo!

Leituras suplementares [BE00] (Cap. 19)

2.6 Axiomatizacoes e teorias

Normalmente, para além de formulas vélidas, estamos interessados na satisfazibilidade de
féormulas numa dada estrutura (ou na sua validade numa dada estrutura). Mas para que
possamos ter um sistema dedutivo associado, interessa ter um conjunto de férmulas que
sejam vélidas nessa estrutura e a partir das quais se possam obter todas as consequéncias
semanticas. Essas formulas s@o premissas nos sistemas dedutivos e sao designadas de axiomas
nao-logicos.

Para além de vélido numa dada estrutura A (e portanto consistente), um conjunto de axiomas

Y deve ser completo: se uma férmula ¢ for valida em A entdo ¢ é consequéncia semantica de
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».. Dada a completude e integridade, isso equivale a que para toda a féormula ¢, ou ¢ ou —¢

seja dedutivel de X.

Exemplo 2.10. No Mundo dos Blocos, onde hd objectos geométricos de trés formas possiveis

(cubos, tetraedros e dodecaedros), uma axiomatiza¢ao da nogao de forma € dada por:

~

~3z(Cubo(z) A Tetra(z))
~3z(Cubo(z) A Dodec(z))
~3z(Dodec(z) A Tetra(z))
Va(Cubo(z) V Dodec(z) V Tetra(z))
Vavy((Cubo(z) A Cubo(y)) — MesmaF(z,y))
Vavy((Tetra(z) A Tetra(y)) — MesmaF(z,y))
Vavy((Dodec(z) A Dodec(y)) — MesmaF (z,y))
Vavy((Cubo(z) A MesmaF(z,y)) — Cubo(y))
((
((

N S S B B R

VaVy((Tetra(z) N MesmaF (z,y)) — Tetra(y))

~
S

VaVy((Dodec(x) N MesmaF (x,y)) — Dodec(y))

As primeiras 8 proposicoes indicam que um objecto ndao pode ter duas formas; a quarta que
cada objecto tem uma forma; e as restantes indicam que dois objectos tém a mesma forma se

e 80 se sao os dois cubos, tetraedros ou dodecaedros.

Exemplo 2.11. Teoria dos grupos Considera uma linguagem de 1% ordem (com =), com
um simbolo funcional bindrio o e uma constante 1. A nocao de Grupo da teoria dos grupos €
aziomatizada completamente pelos sequintes aziomas nao-logicos (dos quais se podem deduzir

todas as propriedades de um grupo):

1. VaVyVz (xoy)oz =z o0 (yo z)
2. Vx (xol)=ux
3. VaTJy (xoy) =1

Exemplos de outras axiomatizagoes:
e Axiomas da Geometria de Euclides
e Axiomas de Zermello-Frankel para a teoria dos conjuntos

e Axiomas de Peano para a teoria dos niimeros naturais
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2.6.1 Teoria ingénua dos conjuntos

Um conjunto é uma coleccao de elementos. Seja uma linguagem de 12 ordem com igualdade
que tem um simbolo relacional bindrio €. Para distinguir entre conjuntos e elementos, usare-
mos variaveis a, b, ¢, ...para conjuntos e z, y, z, ...para elementos. Consideremos entao os

seguintes axiomas:

Axioma da extensionalidade VavVb (Vz (r €a <z €b) —»a=0)

Um conjunto é completamente determinado pelos seus elementos; assim, conjuntos com

os mesmos elementos sao iguais.

(Esquema de) Axioma da compreensao V3aVz(x € a < ¢(x))

Cada propriedade determina um conjunto, ie, cada férmula determina um conjunto: o
dos elementos que tém essa propriedade. A quantificacdo sem varidveis corresponde a

quantificar universalmente todas as variaveis que ocorram em .

A partir destes axiomas, podem-se também definir (e deduzir) férmulas correspondentes a

relacdo C, as operagoes N e U, conjunto poténcia, .... Por exemplo,

Inclusao Vz(xr € a — x €0b), (a Cb)
Uniao VavVbtVz((z € aUb) < (z €a V z€Db)), (aUD)
Interseccao YavVbVz((z € anNb) < (z€a A z€D)), (anb)

Conjunto poténcia Ybo3icVz(x € ¢ «— = C b), (P(b)) (para qualquer conjunto existe um

unico conjunto cujos elementos sao os subconjuntos desse conjunto)

e também se podem deduzir propriedades destas operagoes.
Proposicao 2.11. Para qualquer b, € falso que P(b) C b.

Demonstragao. Pretende-se provar que, para qualquer b, P(b) ¢ b, isto é, que existe um

subconjunto de b que nao pertence a b. Seja
c={z|zxeb N zxguz}

Pelo axioma da compreensao ¢ é um conjunto e ¢ C b, logo ¢ € P(b). Vamos ver que ¢ ¢ b.
Suponhamos que ¢ € b. Entao ou ¢ € c ou ¢ ¢ ¢. Mas facilmente se vé que ambas as hipoteses

nao se podem verificar. O

Proposicao 2.12. Eziste um conjunto c, tal que P(c) C c.
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Demonstragao. Pelo axioma da compreensao existe um conjunto (universal) que contém tudo:
c={z|z=uxa}
Mas entao qualquer subconjunto de ¢ é um elemento de ¢, portanto P(c) € c. O

Acabdmos de ver que se podem deduzir as férmulas Vo—(P(b) C b) e IbP(b) C b
Donde os axiomas sao inconsistentes! (Logo nao satisfaziveis...)

Esta contradicao esta relacionada com o paradoxo de Russell:
Z ={x|x ¢ x} e considerar Z € Z

Podemos entao concluir que o Axioma da compreensao nao é valido: a propriedade ndo

pertencer a si proprio nao determina nenhum conjunto.

2.6.2 Teoria de conjuntos de Zermelo-Frankel

Para evitar a inconsisténcia da teoria ingénua dos conjuntos, os axiomas usualmente adop-
tados para a teoria dos conjuntos sao os de Zermelo-Frankel. Mantém-se o axioma da ex-
tensionalidade mas o axioma da compreensao é substituido por varios outros, que evitam a

possibilidade de referéncia a conjuntos tdo grandes como o conjunto de todos os conjuntos.

Axioma da extensionalidade VaVb (Vz (r €a—x€b) —a=1b

Axioma da separagao YWa3bVz (z € b < (x € a N ¢(x)) Esta é a versdo mais fraca do
Axioma da compreensao. S6 se podem formar subconjuntos de conjuntos ja existentes.
Mas este axioma, embora torne a teoria consistente, é muito restritivo. Nem sequer
permite deduzir que a reunido de dois conjuntos é um conjunto. Assim foi necessario

acrescentar mais axiomas.

Axioma dos pares YuVvdaVz(r € a < (r =u V x =v)) (para cada dois elementos existe

um conjunto a que os dois pertencem)
Axioma da uniao Ya3dbVz(x € b« Je(c €a A x € ¢))
Axioma da poténcia VbIcVz(x € ¢ < x C b) (conjunto poténcia)
Axioma da infinitude Existe o conjunto de todos os nimeros naturais.

Axioma da substitui¢ao Se Va(Vz(z € a A (Fyo(z,y))) — IbVa(z € b « Ft (t €
a N ¢(t,x))))
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Axioma da regularidade Vz(z # 0 — Jy(y € z A Va(z € 2 — x ¢ y))) (nenhum conjunto

tem uma intersec¢ao nao vazia com cada um dos seus elementos)

Axioma da escolha Se f é uma fun¢ao com um dominio a nao vazio e para x € a, f(z) é
um conjunto nao vazio entao existe uma funcao g de dominio a tal que para cada x € a,

g(x) € f(x). (g escolhe elementos de cada f(x))

2.6.3 Axiomas para a teoria dos niimeros (aritmética)

Seja uma linguagem de 12 ordem com igualdade, Fy = {0,1} e F» = {+, x}. Podemos omitir
o operador relacional < uma vez que essa nocao se pode definir a partir da igualdade:
r<yédzrt+z=y

r<yéIzlz+z=y N 2#£0)

Ja vimos que a esta linguagem permite definir férmulas que caracterizam propriedades dos
nimeros naturais, i.e, da estrutura N' = (N,.”) onde as interpretacoes dos sfmbolos nao-
l6gicos correspodem as operacoes aritméticas usuais.

Alguns desses conceitos podem-se exprimir pelas seguintes férmulas:
Divisao inteira: v =g xy+7r A r <y =g s INTDIV(x,y,q,7)
y divide x: 3¢gINTDIV (x,y,q,0) =gy DIV (y,x)

2: 1+1:def2

[

x é par: DIV (2,x) =45 Par(x)

8
(0]

5 impar: —Par(x) =45 Impar(z)

x é primo: ~x <2 A Vy(DIV(y,z) = (y =1V y=1)) =4ey Primo(z)

(0N

x é poténcia de 2: Vy((DIV (y,z) A Primo(x)) — y = 2) =g P(2,2)

y é 2F e o k-ésimo bit de v é 1: P(2,y) A Yg¥r(INTDIV(z,y,q,7) — Impar(q)) =ges
BIT(x,y)

Os axiomas de Peano (PA) sao factos bésicos dos nimeros naturais:
1. Vz(x + 1 # 0) (0 néo é o sucessor de nenhum natural)
2. VaVy(r +1=y+ 1 — x =1y) (o sucessor é injectivo)
3. 0+1=1

4. Yz x4+ 0 =z (0 é identidade para +)
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5. VaVyxz + (y+1) = (x +y) + 1 (+ é associativo)
6. Yz x x 0 =0 (0 é absorvente de x)
7. VaVy z x (y+ 1) = (z x y) + x (distributividade)

8. (principio da inducao) (Q(0) A (Vz(Q(z) — Q(z + 1)) — VzQ(x)

E facil de verificar que os axiomas de Peano sao validos em N. Assim, pela integridade da

deducao natural, todas as proposicoes ¢ tal que PA F ¢, sao vélidas em N.
Exercicio 2.22. Mostrar que os axiomas de Peano sdo vdlidos em N. ¢
Exercicio 2.23. Mostrar que PAFVz(z+1=1+4+2z). ©

Resolugao 2.23

1 Va(r +1#0)

2 VaVy(e +1=y+1—2a=y)

3 0+1=1

4 Vex+0=z

5 VaVyz+ (y+1)=(z+y)+1

6 Vraxx0=0

7 VaVy e x (y+1) = (x xy)+x

8 1 (QMO0) A (Vo(Q(z) — Q(z +1)))) — VzQ(x)

9 |14+0=1 VE, 4

10 |[0+1=1+0 ~1,3,9

11 | u u+1=1+u

12 Vyl+(y+1)=(1+y)+1 VE, 7

13 1+ (ut+1)=(1+u)+1 VE, 7, 12

14 l+u=u+1 = simetria, 11
15 1+ (ut1)=(ut1)+1 —E, 14, 13
16 (u+1)+1=14+(u+1) = simetria, 15
17 u+l=14+u—(u+1l)+1=14+(u+1) —I, 11-16

18 |Vz(z+1=142z—(z+1)+1=1+(x+1)) VI, 11-17

19 |0+1=1AVz(z+1l=142—(z+1)+1=1+(z+1)) A, 10, 18

20 |Vo(z+1=142) —E, 8,19
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2.6.4 Teorias da légica de 12 ordem

Apresentamos em seguida uma formalizacao das nocoes de axiomatizacao e teoria.

Definicao 2.14. Uma teoria T ¢ um conjunto de proposicoes de uma linguagem L. Uma
teoria duma linguagem L diz-se (formalmente) completa se para qualquer proposicao ¢ de L
ou ¢ ou —¢ € deduzivel de T .

Definicao 2.15. (Teoria duma estrutura) Dada uma estrutura A duma linguagem L, o
conjunto de todas as proposicoes validas em A denomina-se teoria da estrutura e denota-se
por Th(A).

Definicao 2.16. (Axiomatizagdo) Uma axiomatizagao de uma estrutura A € um conjunto
de proposicoes ¥ valido em A, i.e, tal que A = X. Uma aziomatiza¢ao de A é completa se
para todo ¢ € Th(A), ¥ = ¢ (e também X F ¢).

Para a aritmética, p.e, pretendia-se uma axiomatizacao completa, isto é, em que fosse possivel
deduzir todas e s6 as proposigoes que eram verdadeiras em N, isto é, na estrutura N' = (N, .A).

Ja vimos que a axiomatizacao de Peano é integra.

Leituras suplementares [BE00] (Cap. 15,16.4)

2.7 Outros sistemas dedutivos

2.7.1 Sistemas dedutivos de Hilbert, H

Supondo apenas o conjunto completo de conectivas {—, —} e uma linguagem com igualdade:

Axiomas

o= (¥ —09)

(6= W —0)—((¢—1v)—(¢—0))

(- = =¢) = (¢ = ¢) = ¥)

Vad — ¢[t/z], onde x é substituivel por ¢t em ¢

Va(¢p — ¥) — (¢ — V), onde x ndo ocorre livre em ¢
e r=u

e v =y— (¢— ¢ly/z]) e  é atémica
Regras de inferéncia

e Modus ponens: de ¢ e de ¢ — 1, inferir 1
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e generalizagdo: para x € Var, inferir Va¢ a partir de ¢

Proposigao 2.13. X Fyp ¢ se e s6 se by ¢

Demonstracao. (<): Basta ver que os axiomas de H sdo teoremas de DN. A regra de
inferéncia modus ponens corresponde a regra da eliminagao de implicacdo de DN (— E) e a
regra generalizacao a regra da introducao do quantificador universal de DN (VI)

(=): é possivel transformar uma dedugao em DN, numa deducao em H. (Nao o faremos

neste curso...) O

2.7.2 Tableaux

Recordemos que as regras proposicionais de expansao de tableaux sao:

-—¢ SF oV a _B
v F
@ a1 B | B2
Q2

onde

a a; o B B Pe

¢ N Y ¢ Y || AY) |
(V)| b VY | b W
G ) I e B R

Exemplo 2.12. Considerar o tableaux para a nega¢do duma formula valida:

~(Va(p(x) — q(x)) — (Vap(z) — VYaq(z))))
Va(p(z) — q(z))

Vap(x)
—Vaq(x)
—q(a)
p(a)
p(a) — q(a)
—p(a) q(a)
X X

obtemos um tableaux fechado, onde a € uma constante, que ndo aparece na formula.
Para cada quantificador existencial € necessdrio usar uma constante nova. Por exemplo se

considerarmos a megacao de:

Ve(p(x) V q(z)) — Vep(z) V Yaq(z))

que € satisfazivel mas nao vdlida, se ndo tivermos esse cuidado obtemos um tableaux fechado.
Verifica!
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~(Vz(p(z) V q(z)) — (Vap(z) V Vzq(x))
(Vz(p(z) vV q(z))
~(Vzp(z) V Vaq(z))
—Vap(z)
—Vaq(z))
—q(a)
—p(b)
pla) V g(a)
p(b) v q(b)

Notar que um ramo nao fechado de um tableauzr define uma estrutura em que a férmula é

valida...

Exemplo 2.13. Consideremos ainda um tableaux para ¢ igual a ¢p1 N ¢o N ¢3 onde:

o1 = Va3yp(z,y))
b2 = Vo-p(z,z))
3 = VaVy¥z((p(z,y) A p(y,2)) — p(x, 2))

Depois de aplicar as regras o obtemos

Va3yp(z,y))
Vae—p(z,x))
VavyVz((p(z,y) A ply,2)) — p(x, 2))

Agora nao temos nenhuma constante (ou outro termo) para instanciar. Podemos escolher
qualquer elemento ay e obter Jyp(ar,y) a partir de ¢1. E depois instanciar o 3 com uma
constante nova, as. FE voltar a instanciar ¢1 com asg, ficando Jyp(az,y). E voltar a instanciar
este com uma nova constante as....e deste modo temos um processo que nao termina...
Pode-se mostrar que ¢ ndo tem nenhum modelo finito!: Suponhamos que existe A com
doninio finito mas nao vazio. Por ¢1 existe uma sequéncia de a; tal que A ):s[x/ai“y/aj] p(z,y),
para todos i e j =1+ 1. Por ¢3, j # i. Mas como o dominio € finito, existe k com ap = a;.

O que contradiz ¢o que obrigaria a A gz /q,)) (7, 7).

E podemos concluir que os tableaux nao sao um processo de decisao para a validade das
férmulas de primeira ordem.

2.7.2.1 Regras de expansao para tableaux

A notagao uniforme para as férmulas pode ser extendida para os quantificadores (y universais

e J existenciais):
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ECH IR
Voo | ole/t] || Fze | ola/t]
3w | ~¢le/t] | Vas | ~éla/t]

Nesta notagao, as novas regras de expansao dos tableaux sao:

onde ¢t é um termo fechado e p é uma constante nova.

~y(t

o(p
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Capitulo 3

Indecidibilidade e Incompletude

3.1 Programa de David Hilbert

No inicio do século XX, o matematico David Hilbert colocou diversas questoes sobre os fun-

damentos da matematica:

1. A matemadtica é completa no sentido que cada afirmacao pode ser demonstrada ou

contraditada?

2. A matematica é consistente no sentido em que para nenhuma afirmacgao pode ser de-

monstrado que ela é verdadeira e falsa

3. A matematica é decidivel no sentido que existe um método preciso que determine a

verdade ou falsidade de qualquer afirmacao matematica?
Respostas negativas:

Godél 1931: incompletude da aritmética
Church+Turing, 1936-7: Indecidibilidade da LPO

Para a aritmética, p.e, pretendia-se uma axiomatizagao (teoria) completa, isto é, em que fosse

possivel demonstrar (deduzir) todas e s6 as proposigoes que eram verdadeiras em N.

Teorema 3.1. (Teorema da incompletude de Gddel para PA) Os axiomas de Peano nao

constituem uma teoria completa.

Teorema 3.2. (Teorema da incompletude de Gédel) Nao existe nenhum conjunto recursiva-

mente enumerdvel de axiomas X, tal que para toda a formula ¢ se tem que X F ¢ se e sd se

NE ¢

Departamento de Ciéncia de Computadores F.C.U.P.



3.2. INDECIDIBILIDADE DA LOGICA DE 14 ORDEM 106

David Hilbert formulou com problema fundamental da matematica (Entscheidungsproblem)

o seguinte:

A matematica é decidivel no sentido que existe um método preciso que deter-

mine a verdade ou falsidade de qualquer afirmacao matematica?

Usando a légica de primeira ordem para representar as teorias matematicas, vem:

O problema fundamental da légica matematica é:

Dada uma férmula ¢ duma linguagem de primeira ordem L existe um processo
de computagao que determine ( decida) se ¢ é valida (ou equivalentemente se ¢ é

um teorema dum sistema dedutivo)?

Resposta Nao

Alan Turing On computable numbers, with an application to the Entscheidungsproblem,
1937

Alonzo Church An unsolvable problem of elementary number theory,1936

3.2 Indecidibilidade da Légica de 12 ordem

3.2.1 Revisoes de Decidibilidade e Maquinas de Turing

Pela tese de Church-Turing, um problema é efectivamente computdvel, i.e. tem um método

algoritmico para o resolver se e s6 se existe uma maquina de Turing que o resolve.

Maquinas de Turing Foi desenhada por Alan Turing para descrever o minimos indis-
pensavel para se obter um método efectivo de computacao.

Uma maquina de Turing (MT)

e e aj|...|a;|...|la,|e]|e

T

‘ controlo finito ‘

é constituida por

e um controlo finito (conjunto finito de estados)
e uma fita infinita dividida em células

e uma cabega de leitura/escrita que actua de cada vez sobre uma célula da fita
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No inicio os dados estao escritos na fita, um simbolo em cada célula, e as restantes células
da fita contém um caracter especial da fita, designado por “branco”, neste caso, e. A cabeca
estd no simbolo mais a esquerda dos dados.

Num passo de computagao (movimento), dependendo do simbolo lido na fita pela cabeca e

do estado do controlo finito, a maquina
1. muda de estado
2. escreve um simbolo na célula que esta debaixo da cabeca
3. move a cabeca para a esquerda ou para a direita
Formalmente uma maquina de Turing é
M = (S,AT,0,s0,0,F)
onde

e S é um conjunto finito de estados

e [' é o conjunto finito de simbolos da fita

e A é um subconjunto de I' que nao inclui e, é o conjunto dos simbolos de entrada
e J é a fungdo de transigdao, fungao parcial de S x I'em S x I' x {«—, —}
e sy é o estado inicial

e o ¢ um simbolo de I', designado por branco
e [ C S é o conjunto de estados finais

Exemplo 3.1. M = ({sg, s1,52,53},{0,1},{0,1,8, X}, e 50,{s4})

5(s0,0) = (s2, X,—) d(s0,1) = (s1,X,—) (80, X) = (80, X, —)
6(s0,®) = (s1,8,<)  6(s2,0) = (52,0, =) (s2,1) = (s3,X, )
d(s2,X) = (s2,X,—) d(s1,1) = (s1,1,—) (s1,0) = (83, X, <)
0(s1,X) = (s1,X, =) 0(s3,0) = (53,0,=)  d(s3,1) = (s3,1,)
0(s3, X) = (s3,X,) 0(s3,0) = (50,9, —).

Que linguagem reconhece M ¢

L ={ze€{0,1} | z tem igual nimero de 1’s e de 0’s}

Uma configuracao duma MT representa o estado da fita, do controlo finito e da cabega
em cada instante. Embora a fita seja infinita, ao fim dum nimero finito de passos a cabeca
8O visitou um numero finito de células.

Podemos representar a configuragao ou a descrigao instantanea (ID) por

X1 X 18X, X,

onde:
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1. s é o estado da MT
2. a cabeca da fita estd a reconhecer o i-ésimo simbolo a partir da esquerda

3. X1...X, é a sequéncia de caracteres da fita desde ou o caracter nao-branco mais a
esquerda ou o simbolo que esta sobre a cabeca, conforme o que for mais a esquerda, e

analogamente para o seu extremo direito.

A relaggo —, mudanga de configuragdo num passo € definida da seguinte forma. Seja
X1 X;-18X; -+ X,, uma configuracao. Seja d(s, X;) = (s, Y, D). Suponhamos que D = «

. Entao
X XisX; - Xy — Xi-- Xio8' X 1Y X1 X,

Excepto se:

1. Sei=1entao sX;--- X, — s oY X5--- X,

2.Sei=neY =eentao X;--- X,_15X,, — X1 - - X258 X1
Analogamente, se D = — tem-se que

X Xi1sXs Xy — X1 X; V' X1 X,

Excepto se:

1. Sei=nentao Xy ---X,—15X,, — Xj--- X,,_1Y s'e

2.8 i=1leY =eentdo sX;---X,, — s Xo--- X,,_1

Sejam as relacoes movimento em n passos — e o fecho transitivo e reflexivo —*.

Uma palavra x € A* é aceite por uma maquina de Turing M se com palavra x na fita e no
estado inicial sg, M usando a funcao de transicao J, entra num estado final. Nota: mal
a maquina atinja um estado final a computacao péara, independentemente de ter lido ou nao
todos os simbolos de entrada.

A linguagem aceite por M, é
L(M)={x]| x € A* e sopxr —* z1sx9 para algum s € F, e x1,x9 € I'*}
Se z € L(M) entdao M péara quando atinge um estado final. Caso contrério, M pode ou
e nNao parar

e parar num estado nao final.
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Linguagens recursivamente enumeraveis, recursivas e nao recursivas Uma lingua-
gem L diz-se recursivamente enumerdvel (r.e) ou semi-decidivel se é aceite por uma
méquina de Turing . Isto é existe uma MT M tal que L = L(M).

Uma linguagem ¢é recursiva se existe uma maquina de Turing que a aceita e que péara para
todos os dados. Neste casos diz-se que as maquinas reconhecem as lingugem

Uma linguagem ¢é indecidivel ou nao recursiva se nao existe nenhuma maquina de Turing
que a reconheca.

Pode ser:

e recursivamente enumerdveis (r.e): existe uma MT que pdra se os dados pertencerem &

linguagem, mas pode nao parar caso contrario.
® Nao serem r.e

Podemos dar uma outra caracterizagao dos conjuntos recursivamente enumerdaveis, e que

justifica o seu nome...

Teorema 3.3. Uma linguagem L C A* € r.e. se e so se existe uma mdquina de Turing M

que enumera 0s seus elementos, isto €, L = E(M).

Demonstragao. (<) Suponhamos que L = E(M), para alguma MT M. Entao, L é aceite
por uma maquina de Turing M’ que com dados z simula M com a fita inicialmente vazia: se
durante a computacao de M, x é enumerado, entao M’ péara e aceita x. Caso contrario M’
nao termina.

(=) Suponhamos que L é r.e.. Entao, existe uma maquina de Turing M que aceita L.
Pretende-se obter uma maquina M’ tal que L = E(M'), isto é, que enumere os elementos
de L. M’ nao pode simular directamente M para cada um dos x € A*, porque se x & L,
M nao para. A técnica que serd usada denomina-se dovetailing' — computacoes intercaladas.
M' com a fita inicialmente vazia opera da seguinte forma: os elementos de A*, zg,z1,...
sao gerados por ordem lexicografica e para cada x,, M’ simula M com dados x,, M(z,),
intercaladamente e para n = 0,1,2,... passos de computacao: simula o 12 passo de com-
putacao de M para zg; simula o 1° passo de computacao de M para xi; simula 2° passo
de computacao para xg; simula o 12 passo de computacao de M para zo; ...Pode-se ob-

ter a seguinte tabela em que os numeros da tabela sao a ordem das computacoes de M’:

LA traducéo literal de “dove tail” é “cauda de andorinha”
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1 2 3 4 ...(computagoes em M)
M(zo)|1 3 6 10
M(z1) |2 5
M(xs) | 4 8
Mxs) | 7

Se M péara para algum destes dados, por exemplo z,,, entao M’ escreve x,, na fita (seguido
de um e) e continua a simulac¢do. Isto garante que M’ s6 enumera elementos em L. Se
Ty € L, entdo M com dados x, para ao fim de um numero finito de computagoes, logo z,

serd enumerado por M’. ]
Linguagens e Complementos O estudo das linguagens complementares pode permitir
distinguir se uma linguagem é r.e mas nao recursiva/

Teorema 3.4. Se L € recursiva, L € recursiva

Demonstra¢ao. Suponhamos que L = L(M) para uma MT M que péra sempre. Basta

construir uma MT M igual a M excepto em que
e os estados finais de M passam a nao o ser em M
e tem um novo estado de final r, sem transicoes dele.

e para cada par (estado nao final de M simbolo da fita) sem transi¢oes em M, acrescenta-

se uma transicao para o estado r.

W v = Aceita Aceita
= Rejeita—] Rejeita

Teorema 3.5. Se L e L sdo r.e., entdo L € recursiva (e portanto, também o é L)

M1 —» Aceita —+—» Aceita

M2 — Acelta ——» Rejelta
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Demonstracdo. Seja L = L(M;) e L = L(M,). Construfmos uma MT M que simula em
paralelo M7 e M,, usando duas fitas e estados cujas componentes sdo os de My e M. Se com
dados w, M aceitar, M aceita. Sendo w ¢ L, mas w € L. Entdo, My tem de aceitar w.
Nessa altura M péra e rejeita. Portanto, com todos os dados M parae L(M) = L. Logo L é

recursiva. O
As linguagens podem dividir-se em:

D recursivas
SD r.e

nao-SD naor.e

SD

nao—SD

H4 apenas 4 maneiras de uma linguagem L e L se situarem no diagrama:

e Ambas L e L sao recursivas:estao em D
e Nem L nem L sao r.e: estao e, nao-SD
e [ ér.e mas nao recursiva e L nao r.e: L em SD\D e L em nao-SD

e [ ér.e mas nao recursiva e L ndo r.e: L em SD\D e L em nao-SD

Uma linguagem nao recursiva Considere-se a linguagem constituida pelos pares (M, x)

tal que:

1. M é (a codificagao em bindrio de) uma maquina de Turing cujo alfabeto de entrada é
{0,1}

2. z€{0,1}"

3. M aceita x

As méquinas U que aceitam esta linguagem denominam-se Maquinas de Universais de Turing,

Ly =LU) ={(M,z) |z € L(M)}

Com dados (M, z), U simula M com dados z.

L, é recursivamente enumeravel mas nao é recursiva.

Departamento de Ciéncia de Computadores F.C.U.P.



3.2. INDECIDIBILIDADE DA LOGICA DE 14 ORDEM 112

Reducgao entre linguagens Dadas L1 C ¥X* e Ly C A*, uma reducao de Ly a Lo é uma

funcao total computével (algoritmo) o : ¥* — A* tal que para todo = € X*:
x€ly & o(x) € Ly

Para o existe uma maquina de Turing total (que para sempre) e que com dados x para com
o(x) na fita.

Diz-se que L é redutivel a Lo, L1 <,, Lo
Teorema 3.6.

a) Se L1 <,, Ly e Ly € r.e entao Ly é r.e. Equivalentemente, se L1 <,, Ly e L1 nao € r.e

entao Lo também nao.

b) Se Ly <,, Ly e Ly € recursiva entdo Ly é recursiva. Equivalentemente, se L1 <., Ly e Ly

nao € recursiva entao Lo também nao.

3.2.2 Linguagem L

Seja Lo uma linguagem de 12 ordem cujo conjunto de simbolos nao-légicos é infinito nu-
meravel: Fo = {co,c1,...}, e paracadan >0, F, = {f, f"....} e R, = {R}, R}, ...}

Para representar esta linguagem como uma linguagem formal temos que considerar um alfa-
beto finito.

Podemos escrever os termos, as férmulas e as dedugoes de L, como palavras de um alfabeto

apropriado. Por exemplo:
AOO = {':U7C?f?R?Q7l7"'?Q767T7"'?§7:7 /\ ) \/ 7—>7_|7v737 (7)7F}

onde os inteiros n serdo usados para indentificar o simbolo funcional (ou relacional) e os
inteiros m a aridade do simbolo. Assim,

O termo f2 (741, f2(cog)) pode ser representado por
f233241 f15c28

A férmula Vaoi33mo3(RY, (213) — R25(213, 723)) pode ser representada por

Va133x23(R114213 — R212x13x23)

Uma deducao no sistema de deducgao natural é uma sequéncia finita de férmulas, onde cada
férmula é precedida de uma sequéncia de inteiros que indica qual o nivel e qual o niimero de
ordem da sub-deducao a que pertence (11 é a dedugao de topo).

Nota que uma deducao pode entao ser vista como uma palavra de A.
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Uma deducgao num sistema dedutivo de Hilbert é a uma sequéncia finita de férmulas aq, - - - , ag,
A *

logo também uma palavra de A% .

Para uma sequéncia aq, ..., ser uma deducao de oy é necessario ainda que cada «; seja

um axioma ou um dos «;, j < 7, ou o resultado da aplicagao de uma regra.
Proposicao 3.1. O conjunto dos termos de Lo, ¢ decidivel.

Demonstragao. Pela tese de Church-Turing basta encontrar um algoritmo que verifique se

a € A% corresponde a um termo:
e se = cf ou a=x0, F tem de ser uma sequéncia nao nula de ns, comn =0,1,2,...

e se a = ff3, B ¢é da forma ng ... Tgmy ... Mgy, com ng, ..., Nk, Mo,...,my € {0,...,9},
nE #0se k #0, my #0sel # 0 ey comeca com ¢, x ou f e pode-se decompor em

termos 71, ..., Yp, com p = Zf:o n; X 10°. O processo termina pois || < |a.

Proposicao 3.2. O conjunto das formulas atémicas de Lo, € decidivel.
Proposicao 3.3. O conjunto das formulas de Lo, é decidivel.
Exercicio 3.1. Demonstra as proposicoes 3.2 ¢ 3.3. ©

Proposigao 3.4. O conjunto das proposicoes de Lo, € decidivel.

Demonstracao. Uma proposicao é uma férmula sem variaveis livres. Convém comecar por
determinar o conjunto das varidveis livres de uma férmula ¢, V L(¢). Isso pode ser feito por

inducao na estrutura da férmula:

VL(ty =t2) = Var(ty)UVar(te)
VL(R}(t1,...,tn) = Ui Var(t;)
VL(=¢) = VL(¢)
VL(povy) = VL@)UVL({) o€ N, V,—
VL(Vz¢) = VL(¢)\{z}
VL(Ezg) = VL(¢)\{z}

e Var(t) é o conjunto de varidveis que ocorrem em ¢ (determinal).

Bastard entao determinar se VL(¢) = 0. O

Comecamos por ver que o conjunto das proposicoes validas é recursivamente enumeravel.
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Proposicao 3.5. O conjunto das proposicoes de Lo que sdo teoremas é semi-decidivel (ou

recursivamente enumerdvel (r.e)).

Demonstragao. Qualquer que seja o sistema dedutivo é possivel encontrar um algoritmo que
verifica se uma palavra de a € A% é da forma a; ...ayx e tal que a; ...y é uma deducao de
ag. Também é possivel decidir se a, é uma proposicao. Entao é possivel construir uma MT

M que dada a representacao « de uma férmula ¢:

1. determina se v é uma proposicao
2. gera as palavras de A%, lexicograficamente

3. para cada uma verifica se é uma deducao aq,...,qp e se ay é a. Se for, M aceita a.

Senao continua no passo 2.
O

Nota que nao é garantido que a maquina de Turing pare sempre: s6 é garantido que pare se

« for uma representacao dum teorema.

Coroldrio 3.1. O conjunto das proposi¢oes vdlidas de Lo, é semi-decidivel (ou recursivamente

enumerdvel (r.e)).

Demonstracao. Pelo teorema da completude basta mostrar que o conjunto de teoremas de

Lo € recursivamente enumeravel, o que foi feito na proposicao anterior. O

Concluimos assim que o problema de determinar se uma proposi¢ao da légica de primeira
ordem ¢é valida é pelo menos semi-decidivel.

Seja Ly, a linguagem das proposicoes validas de Ly,. Por reducao de L,, vamos ver que L,y
nao é recursival

Seja L, = {(M,z) |z € L(M)}

Dado M e x vamos construir (com um algoritmo o) uma férmula ¢ tal que:
(M,z) € Ly sse o((M,x)) = ¢ € Lya

Isto é, ¢ é valida se e s6 se M aceita x. Pela completude, ¢ é um teorema se e sé se M aceita
x.

E se houvesse um algoritmo para determinar se ¢ € L,, entao haveria um algoritmo para
determinar se (M, x) € L,. Absurdo!

Vamos entao especificar a reducao L, <,, Lyq-

Suponhamos que uma méaquina de Turing M é dada por:

({817 525 .- ,Sk}, {07 1}7 {X17X27 v aXm}767 51, @, {82})
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Vamos considerar alguns simbolos nao légicos de Lo, a que para legibilidade iremos dar nomes
sugestivos. Seja c¢. uma constante, fx, um simbolo funcional unario para cada simbolo da fita
X; de M e R,, um simbolo de predicado binério para cada estado s; de M. As varidveis de
L serao vy, vs,. ...

Sendo x = ajas . ..a, com a; € {0,1}, podemos representéd-lo pelo termo:

fay(fas - (fan_1 (fan(ce))) - -)

Para simplificar iremos denotar por x este termo e analogamente os restantes termos que
denotam palavras de {X1, Xo,..., X;n }*.
Seja a estrutura A = (A,-A) de L tal que A = {X1, Xo,..., X}, ¢t = ¢, fﬁb_(w) = X;w

para 1l <i<mew € A e para cada estado s;,

RA = {(w,y) € Ax A| sz At ws;y}

Si

isto €, estao em R;‘: os pares (w,y) tal que existe uma configuragdo ws;y atingivel da inicial.

Em A a proposicao
Ry, (ce, )
é verdadeira , dado que a configuracao inicial (de M com dados z) é atingivel. E
Jv1 vy Ry, (v1,v9)

é verdadeira em A se e s6 se M aceita x.

Para 0(X;, s;) = (Xj, s, D1), a proposicao seguinte é verdadeira em A:
Vo Vg (R, (v1, Xiv2) — R, (11X, v2))
Analogamente se 6(X;, s;) = (X}, s;, D), a proposigao seguinte é verdadeira em A:
Vo1 Yua(Rs, (01X, Xiv2) — R, (v1, X X;v2))

Excepto nos casos especiais em que a cabeca de M estd sob simbolos extremos da configuracao:

nesses casos, para D; (direita)

Vo (Rs, (v1, X;) — Rs, (11X, ¢0))
Vo (Rs, (e, Xiva) — Ry, (ce,v2)), se X; = o

e para Dy (esquerda)

Vo (Rs, (ce, Xiva) — Ry, (ce, 9 Xjv2))
VUI(RSk (Ulein) - RS[ (Ul,Xm))a se Xj = e
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Seja T' a conjuncao de todas as férmulas anteriores. Nota que sdo em numero finito! E seja

¢ a férmula
(Rs, (ce,z) N T) — FvyIvgRs, (v1,v2)

O processo descrito é um algoritmo (seja o) e o((M,x)) = ¢.

Falta ver que (M,z) € Ly, sse 0((M,x)) = ¢ € Lyq-

(=) Se M aceita x entao existe uma sequéncia de configuragoes ( computagao valida) que
conduz da configuracao inicial a um estado final. Cada passo corresponde a uma instancia

duma das férmulas da conjuncao T'. Podemos entao construir uma dedugao para ¢ (- ¢):
e Supor Ry (e,z) N T
e Aplicar A E tantas vezes quantos os elementos de T’

e aplicar VE para obter a instancia adequada para simular cada um dos passos a partir

de Rg, (e,2) e — E, para obter a configuragcdo seguinte

e Quando se deduzir a férmula correspondente a ter-se atingido o estado final, podemos

deduzir Jw3yR;,(w,y) aplicando duas vezes a regra 3I.  E aplicando — I deduzimos
?.

Entao ¢ é um teorema, logo ¢ € L.
(<) Se ¢ for vélida em todas as estruturas, entao é vélida em A. O que implica que M tem
uma computacao que leva ao estado final, comegando com x na fita. Isto é (M, z) € L,.

Temos entao demonstrado que:

Teorema 3.7. Determinar se uma férmula ¢ duma linguagem de 1¢ ordem € vdlida é um

problema indecidivel.

Corolario 3.2. Determinar se uma férmula ¢ linguagem de 1¢ ordem é satisfazivel é um

problema indecidivel.
Exercicio 3.2. Demonstra o coroldario anterior. <

Resolucgao 3.2
Uma férmula ¢ é satisfazivel se e s6 se —¢ é nao vélida. Mas o problema de determinar se
uma férmula é nao vélida, é o problema complementar de determinar se é valida, logo tem

de ser indecidivel (porqué?).

3.3 Subconjuntos decidiveis de L.

Se restringirmos o tipo de férmulas podemos ter subconjuntos onde o problema de determinar

se uma férmula é vélida é decidivel. Por exemplo:
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A linguagem Lp,,, correspondente & légica proposicional

A linguagem em que os simbolos de predicado sao todos unérios

As férmulas cuja forma prenexa é dzq...dz,Vy1...Vym,® e ¢ nao tem termos com

simbolos funcionais

3.4 Incompletude dos axiomas de Peano (PA)

Recordemos os axiomas da aritmética de Peano:
Seja uma linguagem de 12 ordem com igualdade, Fy = {0,1} e F» = {+, x}

Os axiomas sao factos béasicos dos niimeros naturais:
1. Vz(z +1#0)
2. VaVy(ze+1=y+1—2x=y)
3.0+1=1
4. Veax+0=2x
5. VaVyao +(y+1)=(z+y)+1
6. Ve x0=0
T.VaVyxx (y+1)=(xxy)+a
8. (principio da inducao) (Q(0) A (Vz(Q(z) — Q(x + 1)) — VzQ(x)

Os axiomas de Peano sao uma axiomatizagao de N’ = (N, N ) (onde as operagoes aritméticas

tém o valor habitual). Entao se PAF ¢, N |= ¢, isto é, o sistema é integro. Mas, temos que

Teorema 3.8. (Teorema da incompletude de Gddel para PA) Os axiomas de Peano nao

constituem uma teoria completa.

Teorema 3.9. (Teorema da incompletude de Gédel) Nao existe nenhum conjunto recursiva-
mente enumerdvel de axiomas X, tal que para toda a formula ¢ se tem que X F ¢ se e sd se
N = ¢ (i.e ¥ nio é completo).

A demonstracao feita por Kurt Godel é um pouco complexa: ele construiu uma férmula G
de Ly que afirmava que esta proposicio nao é deduzivel dos ariomas de Peano (ou noutro
conjunto r.e de axiomas).

A proposicao G é verdadeira!

Se G fosse falsa entao, G era deduzivel em PA,| mas entao pela integridade seria verdadeira.
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Para a construcao de G é necessario codificar as férmulas como nimeros inteiros, assim como

as dedugoes. E também é necessario poder exprimir que x € uma deducao de y:
Ded(z,y)

Se se representar por [¢] o cddigo de ¢, temos:

PA + G < —3zDed(x, [G])

Mas os pormenores, para esta construcao sao ainda bastante complicados. Vamos ver outra
demonstracgao, proposta por Alan Turing.

Seja X, PA ou outro conjunto (r.e.) de axiomas para N.
1. O conjunto de proposigoes {¢ | X F ¢} é recursivamente enumerédvel
2. O conjunto Th(N') ndo é recursivamente enumeravel.

entao estes 2 conjuntos nao podem ser iguais e portanto X, se for integro, nao pode ser

completo. Assim temos demonstrado o (Primeiro) Teorema da incompletude de Gédel.
Exercicio 3.3. Mostra que PA é um conjunto recursivamente enumerdvel. <
Exercicio 3.4. Mostra que {¢ | PAF ¢} € recursivamente enumerdvel. <
Proposicao 3.6. Th(N) nao € recursivamente enumerdvel.

Demonstragdo. Por uma reducio de L, <,, Th(N), onde
Ly ={(M,z) [z € L(M)}

Dado (M, z) constréi-se uma férmula ¢ de Ly, tal que
(M,z) € L, < ¢ € Th(N)

Isto é, 1 tem de exprimir que M ndo aceita x.
Usando férmulas mais simples constréi-se uma formula VALCOM Py, (y) tal que y repre-
senta uma historia de computacao valida de M com dados x.
Isto é, y representa uma sequéncia de configuragoes C; tal que:

e () é configuracao inicial de M com dados x: soz

e (' é uma configuracao de aceitacao

e (41 segue num passo de Cj, i.e., C; — Ciq, para 0 <1 < N — 1
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Se M nao aceita x, nao existe histéria de computacao valida.

Entao v é a férmula -3yVALCOM Py »(y).

Nota que VALCOM Py ,(y) tem de ser expressa s6 usando operagoes aritméticas e construida
por um algoritmo (a partir de M e z).

Suponhamos que as configuracoes de M estao codificadas num alfabeto A de tamanho p, com
p primo (em bindrio seria mais complicado).

Sendo x = ajas...a,, a configuragao inicial sera codificada por kokiks ...k, digitos p-arios:

sO a1 as ... ap

ko ki ko ... ky
Suponhdmos ainda que o simbolo e corresponde ao digito k.
Duas configuragoes consecutivas C; e Cjy1 s6 podem diferir no maximo nos digitos que cor-
respondam a mudanca de configuracdo (4 no méaximo). Por exemplo, se:
0(s1,a) = (s2,b,—)
entao podemos ter, p.e

a s1 a b a b sy b

Dado A ser finito s6 hd um ndmero finito destes uplos. Seja C' o conjunto de todos os uplos
(a,b,c,d,e, f,g,h) tal que (a,b,c,d) ocorrem consecutivamente numa configuragao Cj;, e se
(e, f,g,h) ocorrem nas posi¢oes correspondentes em Cj;1 entao isso é consistente com as
transigoes d de M. Agora temos que codificar tudo isto em férmulas de PA. Notar que a
sequéncia de configuragoes (histéria) vai ter de ser representada por um ndmero v (e nao
vai haver separadores entre elas). Se houver uma configuracao de aceitacao entao pode-se
calcular qual o “espaco gasto” no maximo por cada configuracao. Existird uma poténcia de p
suficientemente grande (serd designada por ¢) e que permita determinar quais os digitos que
correspodem a cada configuragao.

Comecemos por recordar algumas férmulas.
Divisao inteira: v =g xy+r A r <y =g INTDIV(x,y,q,7)
y divide x: 3gINTDIV(x,y,q,0) =gy DIV (x,y)

2: 1+1:def2

[

x é par: DIV (2,x) =45 Par(x)

8
(o]

5 impar: —Par(x) =45 Impar(z)

x é primo:

—x <2 AN Vy(DIV(y,z) = (y=1V y=2x)) =45 Primo(x)
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x é poténcia de 2:
Vy((DIV (y,x) A Primo(x)) — y=2) =gy P(2,)
y é 2% e o k-ésimo bit de z é 1:
P(2,y) N Yg¥r(INTDIV (x,y,q,7) — Impar(q)) =4y BIT(x,y)
Divide-se x por y em bindrio e o quociente tem de ter o ultimo bit 1. Assim podem-se
ver os numeros como palavras e extrair ”bits”.

Vamos definir mais algumas ( omitindo o sinal x):

o numero y é uma poténcia de p
Vz(DIV (z,y) N Primo(z) — z = p) =aey Poty(y)

O nimero d é uma poténcia de p e d = |v|, v como palavra de A Poty(d) N v <d
—def CO’I’pr(U, d)

Vamos supor y e z poténcias de p.

O digito p-ario de v na posicao y é b
Juda(v =a+by+upy AN a<y AN b<p)=qsr DIGIT(v,y,b) (Dividindo por p o
quociente de v dividido por y, temos b como resto)

Os 4 digitos p-arios de v ”na”posicao y sao b, c,d,e

Juda(v = a + by + cpy + dppy + epppy + uppppy
ANa<y ANb<p ANc<pANd<pAe<p)
=def 4DIGIT (v,y,b,c,d,e)

Os 4 digitos de v na posicao y e os na posigao z correspondem

\/ (ADIGIT(v,y,a,b,c,d) A ADIGIT(v,z e, f,g,h))
(a,b,c,d,e, f,g,h)EC
=gef MATCH (v,y,2)

A palavra v representa as configuragoes consecutivas de M de tamanho entre ¢

ed

Vy((Poty(y) A yppe < d) — MATCH (v,y,yc)
—def MOVE(”»Q d))
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Cada configuragao tem no maximo tamanho c e duas configuragoes consecutivas estao

de acordo com o § de M. ¢ e d sao poténcias de p.

A palavra v comega com a configuracao inicial de M com dados x, preenchida

com brancos até ao comprimento ¢

/\ DIGIT(v,p", ki) A p" <c
i=0
AVy((Poty(y) N p" <y <c¢) — DIGIT(v,y,k))

=4ef Inicio(v, c)
¢ é uma poténcia de p;n e p*, 0 < i < n representam constantes que dependem de z

A palavra v tem um estado final algures

Jy(Poty(y) N y<d A \/ DIGIT (v,y,w)
weF
=qef Aceita(v,d)

onde F' é o conjunto dos digitos p-arios que representam os simbolos de A que corres-

pondem a estados finais.

A palavra v é uma histéria de computagao valida de M com dados x

Jedd(Poty(c) A e <d N Comp(v,d)
A Inicio(v,c) N Move(v,c,d) N Aceita(v,d))
=def VALCOMPM7m(’L))

A maquina M nao aceita x

—JVALCOM Py 5(v)
U

Leituras suplementares [BE00] (Cap. 10.5,12.5,15,16.4,18.4) [Koz97] (Cap. 39 e 40)
[Pap94] (Cap. 6)
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Capitulo 4
Programacao em Lodgica

Pretende-se que um programa seja um conjunto de féormulas logicas e que a execugao desse
programa corresponda a uma demonstracao de que uma férmula é um teorema. Os sistemas

que vamos ver baseiam-se em:
e considerar férmulas em forma prenexa e em que a matriz estd em normal conjuntiva
e como sistema dedutivo usar variantes da resolucao
e 0 sistema dedutivo deve ser integro e completo, pelo menos para uma dada estrutura.

e ser computacioanlemente “universal”, i.e, equivalente a maquinas de Turing.

4.1 Clausulas

Seja £ uma linguagem de 12 ordem com igualdade e pelo menos uma constante.

Definicao 4.1. Um literal positivo (ou dtomo) é uma féormula atémica.

Um literal negativo € a negacdo de uma formula atomica.
Exemplo 4.1. P(x,y), f(x) = a sao literais positivos. E, =P (x,y) € um literal negativo.
Definicao 4.2. Uma clausula é uma formula ¢ da forma:

V... Vog(ar V ... Voag V 201 V ...V 2f6)

onde «;, (B; sdo dtomos e x1, ..., Ts sdo todas as varidveis que ocorrem na formula.

Também se pode escrever ¢ como:
le...vxs((ﬂl AN oo A Bp)— (a1 V..oV oag))

ou ainda iremos representd-la pela notacao clausal seguinte:

al?"'7ak<_/817"'7/8n
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4.1.1 Conversao em forma clausal

Vamos ver que para qualquer formula ¢ da légica de primeira ordem ¢é possivel encontrar uma
conjunto de cldusulas que é satisfazivel se e s6 se ¢ é satisfazivel.

A proposigao seguinte vai permitir eliminar quantificadores existénciais.

Proposicao 4.1. Seja Yy ...yp3dxd uma proposicao de uma linguagem de 1% ordem L e
seja L' uma linguagem com os simbolos de L e com mais um simbolo n-drio f. Entao,

Vyi...yp3xg € satisfazivel em L se e $6 se Vy1 ... ynd[f(y1,...,yn)/x] € satisfazivel em L.

Demonstragao. Temos que mostrar que existe A (estrutura de £) tal que A = Vy; ...y, 3z
sse existe A" (estrutura de £') tal que A" = Vy1 ... ynd[f(y1,---,yn)/2]
(=) Para todos os aq,...a, € A, existe b € A tal que

Asla/yl - lan/yalb/x]d

Nota que b depende dos ay, ..., a,.
Entao a estrutura A’ pode ser igual a A (mesmo dominio e interpretagao dos simbolos comuns)

e tal que o valor de fA" seja dado pela seguinte fungao:
Yai,...,a, € A,fA’(al,...,an) =b

sendo b cada um dos definidos anteriormente.
(<)

. !/ ~
Em A’, consideremos os valores de f4 (a1,...,a,). Estes sao os valores de cada um dos b. O

Existe um algoritmo que converte uma proposicao ¢ de uma linguagem de 12 ordem, numa
conjunc¢ao (ou conjunto) de cldusulas ® = ¢1 A ... A ¢, (duma linguagem alargada £') tal

que:
e cada ¢; é da forma Vzy...Va,(A1 V ... V A,), onde cada \; é um literal
e a formula ¢ é satisfazivel se e 36 se ® é satisfazivel

Esse algoritmo denomina-se Skolemizag¢do e consiste em:

1. Converter ¢ em forma normal prenexa (Q1x1Q2xs ... Qnx,1 onde cada Q); € ou V ou 3

e ¢ nao tem quantificadores (e denomina-se a matriz).:

2. Para 1 <i <mnse Q; é um quantificador existencial 3 e z;,,...x;,, as varidveis quanti-
K2

ficadas universalmente de indice menor que ¢ entdo substitui-se:

Jz:0 por O[fi(ziy, ... i, )/ ]
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onde f; é um novo simbolo funcional de aridade m;.

3. Converter a matriz da féormula resultante para forma normal conjuntiva aplicando su-

cessivamente as seguintes transformacoes:

g — ¢

—(¢ A ) — ¢V

—(¢ V 1) — ¢ A
¢V W AO) — (pVY) AoV

4. Aplicar a seguinte transformacao: Vx(¢ A ¢) — Vagp A Vay

Exercicio 4.1. Justifica a correcao do algoritmo: isto €, que a formula resultante verifica as

condicoes indicadas. ©

Exercicio 4.2. Aplica o algoritmo a sequinte formula:
Va(Vy(P(y) — Ry, z)) — Q(z))

o

Resolugao 4.2

Para forma normal prenexa basta passar par fora os qauntificadores:

VaVy((P(y) — R(y,z)) — Q(x))

Como nao tem quamtificadores existénciais basta, converter a matriz para forma normal

conjuntiva:
VaVy(=(=P(y) Vv R(y,z)) V Q(z)) (4.1)
VavYy((P(y) A ~R(y,x)) V Q(x)) (4.2)
VaYy((P(y) v Q(z)) A (-R(y,z) V Q(x))) (4.3)
Vavy((P(y) vV Q(z))) A YaVy(=R(y,z) vV Q(z)) (4.4)

Em notacao clausal vem:

{Py), Qx) — Q(x) — R(y,x)}

Definicao 4.3 (Férmulas de Horn). Uma cldusula é uma férmula de Horn (ou uma cldusula
de Horn) se tem no mdzimo um literal positivo. Uma férmula de Horn é positiva se tem um
literal positivo:

Vazl...sz(ozl V =281 V...V ﬂﬁn)
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Ou em notagdo clausal:
ar < By, By
onde aq € a diz-se a a cabeca da cldusula e 31, ..., B3, o corpo da clausula. Se o corpo € vazio
a cldusula diz-se unitaria (ou facto). Uma cldusula de Horn € (objectivo) se nao tem literal
positivo:
Vay.. Ve (=01 V ... V 206)

que € equivalente a
ﬂEle...EIxs(ﬁl VANEPERIVAN ﬁn)

Ou em notagdo clausal:

— P, Bn

A cldusula vazia representa-se por € corresponde a uma contradi¢ao (F) e € uma cldusula sem

cabeca nem corpo.

Exemplo 4.2. Das sequintes formulas, indica quais sao cldusulas de Horn, positivas ou

negativas e escreve-as na notagao clausal:

o VavVyVz(P(z,z) V Q(z,y) V —Q(z,z)) Nao Horn
P(z,2),Q(z,y) — Q(z, 2)

o VaVyVz(P(xz,2) V =Q(z,y) V =Q(z,z)) positiva
P(z,z) < Q(z,y), Q(x, 2)

o VaVzP(x,z) unitdria P(z,z) «
o VaVYTs(-P(z,2) V ~Q(z,y)) negativa — P(z,2), Q(z,)

Proposicao 4.2. Seja A = (A, ) uma estrutura de £ e ¢ a cldusula oy, ..., o5 < Bi,. .., B,
com varidveis x1,...xs. A satisfaz ¢, A= ¢, se e sé se para todos os ai,...,as € A existe

um literal X € {aq, ..., 0, 01,...,70n} tal que A =g X para s(x;) =a;, 1 <i<s
Demonstragao. Resulta directamente da defini¢ao de cldusula e da relagao ;. O

Definicao 4.4. Um programa definido € um conjunto finito de cldusulas de Horn positivas.
Num programa o conjunto de clausulas com cabecas com mesmo simbolo de predicado P,

chama-se a definicao de P.

Exemplo 4.3. Considera a linguagem de 1% ordem Lss sem igualdade com Fy = {0,nil},
Fi1 = {s}, Fo = {cons}, Ry = {sorted}, Ro = {slowsort, perm,less_eq} e R3 = {delete}. O
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programa sequinte dada uma sequéncia de inteiros permuta os seus elementos até estarem

ordenados:
slowsort(x, y) « sorted(y), perm(x,y)
sorted(nil) «
sorted(cons(x, nil)) «
sorted(cons(x, cons(y,z))) < less_eq(x,y), sorted(cons(y, z))
perm(nil, nil) «
perm(cons(x,y),cons(u,v)) < delete(u, cons(x,y), z), perm(z,v)
delete(x, cons(x,y),y) «
delete(x, cons(y, z), cons(y, w)) < delete(x, z, w)
less_eq(0, x)
less_eq(s(x),s(y)) < less_eq(x,y)
onde:

e um inteiro n € representado pelo termo s(s(...s(0))) com n simbolos funcionais s. Eu:

s(s(s(0))) representa 3

e uma lista de inteiros é representada por termos cons(x,y) onde x € um inteiro ey é uma
lista. A lista vazia € representada por nil Ex: cons(s(s(0)), cons(s(0), cons(s(s(s(0))), nil)

representa a lista [2,1, 3]
e slowsort dada uma lista x, verifica se estd ordenada (sorted), sendo permuta (perm)...

Proposigao 4.3. Seja P um programa, «— (1,..., B, um objectivo e yi,...,Yy, as varidveis

que ocorrem nos 3;, 1 <i <n. Entao

Phﬂyl...ﬂy,ﬂl A ... N\ By

se e s6 se PU{— [B1,...,0n} € nao satisfazivel.
Demonstracao. Directamente das definigoes. O

Exemplo 4.4. Verifica que
P U {« slowsort(cons(s(s(0)), cons(s(0),cons(s(s(s(0))),nil),y)}
nao € satisfazivel. Ou por outras palavras executa P com o objectivo
— slowsort(cons(s(s(0)), cons(s(0), cons(s(s(s(0))), nil),y)

e obtém em y a resposta.
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Exercicio 4.3. Considera o sequinte programa definido P:

Add(x,0,x) «—
Add(z, s(y), s(z)) «— Add(z,y, z)

e o objectivo G:
— Add(s(0),5(s(0)), z)
1. Escreve cada formula do programa e do objectivo sem ser na notacao clausal (i.e com

0s quantificadores e operagoes logicas usuais).

2. Mostra que P U{G} - F usando o sistema de dedu¢do natural (e a notagio de Fitch) e

as formulas na forma obtida em 1.

<&

Exemplo 4.5. Justifica a validade ou a falsidade das sequintes afirmacoes, para uma lingua-

gem de 1% ordem:
1. todo o conjunto de férmulas de Horn positivas € satisfazivel
2. todo o conjunto de formulas de Horn negativas € satisfazivel

3. todo o conjunto de formulas de Horn é satisfazivel

4.1.2 Satisfazibilidade de Clausulas

Para determinar que um conjunto de férmulas ® nao é satisfazivel é necessario que nenhuma
estrutura de £ seja modelo de ®. Mas se as formulas forem clausulas basta mostrar que nao
tém um modelo de um dado tipo: um modelo de Herbrand. Mais ainda se as clatisulas forem
de Horn, sao satisfaziveis se o forem no seu modelo minimo de Herbrand. Dado um programa
definido P e um objectivo G, PUG é nao satisfazivel se e s6 se G nao ¢ satisfazivel no modelo
minimo de P.

Comecamos por definir estrutura de Herbrand.
Definicdo 4.5. Uma estrutura A = (A,-4) de L ¢ estrutura de Herbrand se:

e A =17y, o conjunto de termos fechados de L

o A=c¢, parace F

o fAty, ...\ ty) = flt1,...,tn), para f € Fn,n>0ety,...,tn €Ty
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Todas as estruturas de Herbrand tém o mesmo dominio (ou universo) e coincidem no valor

dos simbolos funcionais: apenas diferem no valor dos simbolos de predicado.

Exemplo 4.6. Para a linguagem Lss (do slowsort) o dominio (ou universo) de qualquer

estrutura de Herbrand A é:
A = {0,nil,s(0),s(nil),cons(0,0),cons(0,nil),cons(nil,0),cons(nil,nil),. .. }
e 04 = 0, nil*t = nil, s4(0) = 5(0), etc

Exemplo 4.7. Seja a linguagem L tal que F1 = {f,g}, R1 = {p,r} e Re = {q}. Como L

nao tem constantes adicionamos uma constante ¢ a 7y de L. O universo de Herbrand é:

A = {cf(c)g(c)f(f(c))flg(c))g(f(c))eg(c). -}
e ct =c, fA(c) = f(c), fFA(g(c)) = f(g(c)), etc

Teorema 4.1. Seja & um conjunto de cldusulas. Entdo ® € satisfazivel se e s se tiver um

modelo de Herbrand.

Demonstragao. (<) E 6bvio que se ® tiver um modelo de Herbrand ¢ satisfazivel
(=) Seja A um modelo de ®. E necessario mostrar que ® tem um modelo de Herbrand, As:

associamos a cada simbolo relacional R a relacgao:
RAM = {(t1,...,tn) € TP | (t1,... 1Y) € R}
Vejamos que Ay é um modelo de ®: seja V(A1 V ... V \,) € D.
A EVAML V..o V)
sse para toda a interpretacao das varidaveis sy em Ay se tem
An Esyy (M V 0V AR)
Se sy(z) =t € Ty seja s(x) = t4 em A. Como A = V(A1 V ... V Ap), entdo A =,

(M V ...V Ap), isto é, existe pelo menos um k tal que A =4 \;. Mas, por construcao de

Az e como cada A; é um literal, A =4 A\; sse Ay =g, Ai, 1 <0 < m (verifical). Donde

A Es, MV ooV A, sse AEs (A VooV Ay)

Nota que se ® nao fosse um conjunto de clausulas o teorema nao se verificava.
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Exemplo 4.8. O conjunto de proposicoes {p(c), Jz—p(z)} da linguagem com Fy = {c} e
Ry = {p} € satisfazivel mas ndo tem modelo de Herbrand: A = ({0,1},-A) com c* =0 e
pA = {0} satisfaz o conjunto. Mas Ty = {c} e as tnicas estruturas de Herbrand sdo tais que

pt = e p’2 = {c}, e nenhuma satisfaz o conjunto.

Corolario 4.1. Um conjunto de cldusulas de Horn € satisfazivel sse tiver um modelo de
Herbrand.

Definicao 4.6. Dado um conjunto de cldusulas de Horn ® o modelo minimo de Herbrand

de ® € a estrutura de Herbrand Ag tal que, para R € Ry:
RA* = {(t1,...,tn) €T | D R(t1,...,tn)}
O modelo da definicdo anterior é minimo porque:

Teorema 4.2. Seja ® um conjunto satisfazivel de clausulas de Horn. Entao:

e Ag =@
e se Ay € um modelo de Herbrand de ®, entdo para todo o simbolo relacional n-drio R,
RAcp C R.AH
Demonstracao. Para toda a férmula atémica «, com varidveis x1,...,x) e para toda a inter-

pretacao de varidveis s, se s(z;) = t;, 1 <i < k, entao, pela definigao de Agp, tem-se:
Agp =, asse @ F afth /zF] (4.5)

onde aft? /2] é a férmula que resulta de a substituindo simultaneamente todas as ocorréncias
de z1,...,x por t1,..., 1.

Seja Vzp...Vx,0 € ®, e § ndo tem quantificadores. Vamos mostrar que se tem Ag =5 6
qualquer que seja a interpretacao s.

Temos dois casos:

0= (-1 V ... V may, V a), com n >0 Temos que demonstrar que Ag =5 (g A ... A
apn) — «, para toda interpretagdo s. Se n = 0, entdo 6 é uma férmula atémica e o
resultado segue de (4.5). Sen > 0, se Ap Fs a1 A ... A ap, entdo Ag =5 o,
1 <i<n.Mas, de (4.5), ®F a[t"™/x™], ..., P F a,[t"/2™]. E entao, ® - aft™/z™],
porque ® F ((ag A ... A ap) — a)[t"™/z™]. Temos entao que Ag =5 6.

0= (-ap V ... V 7ay) De V.. .Vr,0 € &, vem que ® F §[t™/2™] (aplicando m vezes a
regra VE). Logo, ® - —(ag A ... A ap)[t"™/z™]. Se A [~s (mag V ... V —ay,), entao
Ao Es ag, ... As FEs an. Mas, por (4.5), ® F ag[t™/z™],..., ® F a,[t™/2™], donde
DE (g A ... A ay)[t™/a™]. Absurdo! Entdo, Ag = 6.
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Seja Az um modelo de Herbrand de ® e R um simbolo relacional. Se (t1,...,t,) € RA
entdo ® - R(t1,...,t,), e pela integridade, Ay = R(t1,...,t,), i.e, (t1,...,t,) € RAH O

O teorema seguinte garante que dado um programa definido P (conjunto de cldusulas de Horn
positivas) e um objectivo G (uma clausula de Horn negativa) , P U {G} é nao satisfazivel se

e s6 se G nao é satisfeito em Ap.

Teorema 4.3. Seja ® uwm conjunto de clausulas de Horn. Para qualquer férmula fechada
da forma Jzxy...3xp(ag N ... AN aq), onde cada a; é uma formula atomica, as sequintes

afirmacgoes sao equivalentes:
1. ®F Jzy ... Jxp(ag A o0 A o)
2. Ap EJxy ... Fop(ag A ..o A )

3. existem ty,...,t, € Ty, tal que P+ (g A ... N ap)[t"/z"]

Demonstracao.
(1)=(2) pela integridade da LPO.
(2)=(3) Se Ap =3x1...3zp(ap A ... A o) existe uma interpretagao das varidveis s, com

s(z;)) =t;, 1 <i<mn,tal que Ap =5 (g A ... A «q). Logo Ag s o, ..., A Es i, e,
por (4.5), ® F ap[t"/x"], ... P F o[t"/2"]. E aplicando a regra A Il vezes, P+ (apg A ... A
ap)[t"/x™].

(3)= (1) Basta aplicar n vezes a regra JI. O

Exercicio 4.4. Seja L uma linguagem de 1¢ ordem sem igualdade e ® um conjunto de

PTroposicoes.

1. Mostra que ® + Jdxg nao implica necessariamente que existe um termo t € T tal que
O ¢[t/7]

2. Supoe que ® € um conjunto de cldusulas de Horn e ¢ da forma ag N ... N o onde oy

sao formulas atomicas. Mostra que se ® - Jx¢ existe t € Ty tal que @ + P[t/x].
o
Resolugao 4.4
1. Basta considerar Ry = {R}, ® = {3z R(x)} e ¢ a férmula R(x).

2. Segue do teorema anterior.

Seja P um programa definido. Entao:
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Lp linguagem de primeira ordem constituida por todos os simbolos nao légicos de P (even-

tualmente com mais uma constante c). Ex: Seja P

Lp é dada por Fy = {c}, F1 ={f, g}, R1 = {p,r} e R2 = {q}

Up O universo de Herbrand de P, isto é, o conjunto dos termos fechados da linguagem Lp.
Ex:

Up = {c/f(c).g(c).f(f(c)) f(g(c)).&(f(c)).&(8(c)) . - - }

Bp A base de Herbrand de Lp, é o conjunto de todas as formulas atomicas fechadas da

linguagem Lp. Ex:

Bp = {p(c),a(c,c),r(c), p(f(c)), p(g(c)), a(f(c),c),. ..}

I, Cada estrutura de Herbrand de Lp fica identificada por um subconjunto de Bp (dos
atomos que sao verdadeiros nessa estrutura)...Isto é, dada uma estrutura de Herbrand
A, existe um e um s6 I4 C Bp tal que, para cada simbolo relacional n-drio R de Lp e

para ti,...,t, € Up:
R(t1,...,ty) € Ly sse (t1,...,t,) € RA
Ex: Seja A tal que pA = r* = {c,f(c),g(c)} e ¢ = 0. Entdo,

L4 = {p(c), p(f(c)), p(&(c)), r(c), r(f(c)), r(g(c)) }

. Nota que A & P (porqué?).

Mp Mp = 1I4,,onde Ap é modelo minimo de Herbrand. Ex: Mp = {r(t) [t € Up}
Corolario 4.2. Seja P um programa definido. Entao
Mp={¢€Bp|P[ ¢}
Exercicio 4.5. Mostra o coroldrio anterior. <
Exercicio 4.6. Mostra que Mp C I 4 para qualquer modelo de Herbrand A de P. ¢

Exercicio 4.7. Para cada um dos programas definidos P e objectivos G descritos abaizo

determina:

.EP
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@)

b)

cada formula do programa e do objectivo sem ser na notacao clausal (i.e com os quan-

tificadores e operacdes logicas vV, N e )

um modelo de Herbrand A de P

Up

Bp

14 para o modelo de Herbrand A que escolheste

para G =« aq,...,q determina os termos fechados ty,. .. t, tais que P = (a1 A ... A
ap)[ti/x1, ... tn/Ty], onde x1,. ..z, sdo as varidveis que ocorrem em G ou mostra que

P U{G} € satisfazivel.

P:  Nesimo(s(0),cons(z,y),x) «—

Nesimo(s(w),cons(y, z),z) « Nesimo(w, z, x)

G : <« Nesimo(z,cons(y, cons(z,nil)), z)

P:  Delete(x,cons(x,y),y) <

Delete(x, cons(y, z), cons(y,w)) < Delete(x, z,w)

G : « Delete(y, cons(z, cons(y, nil), z)

P: Max(x,y,z)«— Less_eq(y,x)

Mazx(x,y,y) < Less_eq(z,y)
Less_eq(0,x) «—
Less_eq(s(x), s(y)) < Less-eq(x,y)

G: «— Max(s(0),z,s(s(0)))

4.2 Unificacao

Definicao 4.7. Uma substituicdo € uma funcao o : Var — T tal que o conjunto dos

x; € Var com o(x;) =t; # x; € finito. E escreve-se

g = [tl/a:l,... ,tn/xn]

A substituigao identidade € a substituicdo ¢ tal que v(x) = z, para todo o x € Var.

Uma substituicdo [t1/x1, ..., ty/xy,] € fechada se todos os t; sao termos fechados.
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Por exemplo [f(a)/z,b/y, g(b,b)/z] é uma substituigdo fechada, mas nao [f(y)/z,z/y,a/z]

Definicao 4.8. Seja uma expressao E um termo, um literal, uma conjuncao ou wma dis-
juncao de literais. Uma expressao simples € um termo ou uwm dtomeo.

Seja o = [t1/x1,...,tn/2n] e E uma expressio, Eo (ou o(F)), uma instancia de E € a
expressao que resulta de E substituindo simultaneamente todas as ocorréncias de x1,...,Ty,
por ti,...,t,. Fo € uma instancia fechada se nao contiver varidveis.

Se S = {E1,...,Ey}, € um conjunto finito de expressoes E;, e o uma substitui¢ao, entdo
So ={Fyo,...,E,o}

Exemplo 4.9. Seja
E = P(z,y,f(a)) e 0 = [b/z,x/y], Eo é P(b,x, f(a)),

E=f(z,9(y,2),2) e o = [g(y,2)/w,a/z, 2y, f(f(b)/ul, Ec € f(g(y,2),9(z,a),a),
E = P(f(z),z) e o = [a/y], Eo é P(f(x), ).

Definicao 4.9. Sejam 0 = [s1/x1,...,8n/%n] € 0 = [t1/Y1, ..., tn/yn] duas substituicoes, a

o
substituigdo composta o : Var — T, Oo(x) = 0(o(z)) = (v0)0 € obtida de

[s10/%1,. . 800/ Tn,t1 /Y1y -y tn/Yn]
retirando os s;o = x; e todos t;/y; tal que y; € {x1,...,z,}.
Sendo 0 = [f(2)/z,a/y,y/z] e 0 = [a/z,z/y,b/z,d/u], a composta é

Oo = [f(b)/x,a/y,d/u]
Sendo 0 = [¢/x, f(2)/y,u/v] e 0 = [v/u,z/z], a composta é
0o = [c/z, f(x)/y,v/u, x/z]

Proposicao 4.4. Sendo 0, o e v substituicies e & uma expressao tem-se que:
a) o=10 =10
b) E(fo) = (E6)o
¢) (bo)y = 0(o7)
Exercicio 4.8. Mostra a proposicdo anterior. ©
Definigao 4.10. Uma substituicao o é idempotente se oo = 0.

Definicao 4.11. Dada uma expressao E, seja V o conjunto das varidveis que ocorrem em

E. Uma substituicio 0 = [y1/x1,...,yn/xy] € uma renomeacao de varidveis para E se
o conjunto {x1,...,x,} estd contido em V', todos y; sao distintos e (V \ {z1,...,z,}) N
{ylv"'ayn}:(b-
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Definicao 4.12. Duas expressoes E e F sdo variantes se existirem substituicoes o e T tais
que E = Fo e FF = ET.

Exemplo 4.10. P(f(x,y),9(z),a) € uma variante de P(f(y,x),g(u),a). P(x,x) ndo € uma

variante de P(z,vy).

Proposicao 4.5. Sejam E e F' duas variantes. Entao existem substituicoes 0 e o tais que

E=F0c¢F =FEo el eco sio renomeacoes de variaveis, respectivamente para F e E.

Demonstragdo. Sejam 61 e o1 substituigdes tais que £ = F1y e F'= Eoy. Seja V' o conjunto
das varidveis que ocorrem em E e seja o a obtida de oy retirando os elementos t/x, tais
que z ¢ V. Entao F = Eo e E = Ff; = Eof;. Logo, o tem de ser uma renomeacao de

variaveis. O
Seja S um conjunto finito de expressoes simples.

Definicao 4.13. Um unificador de S € uma substituicao 0 tal que SO tem exactamente um
elemento. E diz-se que S ¢ unificavel. Um unificador 0 de S € um unificador mais geral

(umg) de S, se para qualquer unificador o de S existir uma substituicao v tal que o = 0.

Exemplo 4.11. {P(f(x),z), P(y,a)} € unificdvel: [f(a)/y,a/x,a/z] é um unificador e [f(x)/y,a/z]
é um unificador mais geral. E o = 0a/x].

{P(y,9(u,z)), P(x,x)} € unificavel: [g(u,z)/y,g(u,z)/x] é um unificador mais geral
{P(f(x),a), P(y, f(w))} nao é unificavel: pois a e f(w) nao sao unificdveis.

Se 6 e o forem dois umgs de S os elementos de S@ e So sao variantes (porqué?). Entao, pela

Proposicao 4.5, os umgs de S sao tnicos a menos de renomeacao de variaveis.

Definicao 4.14. O conjunto de diferencas de um conjunto finito S de expressoes simples, €
dado por: localizar a posicdo mais a esquerda, na qual nem todas as expressoes de S tém o

mesmo simbolo, e extrair de cada uma a suberpressdo que comeca nessa posicao.

Exemplo 4.12. Para {R(f(x),g(h(2)),a), R(f(z),g((f(u)),b), R(f(z),g((w),a)} o conjunto
de diferencas € {h(z), f(u),w}. Para {R(f(a),g(z)),R(y,y)} o conjunto de diferencas €

{f(a),y}.

4.2.1 Algoritmo da Unificagdo (de Robinson)

Dado um conjunto finito .S de expressoes simples, vamos descrever um algoritmo que retorna

um umg de S, se e s6 se, S for unificdvel:

1. Sejak=0eoyg=1
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2. Se Soj contém exactamente um elemento, entao parar e retornar o como umg de S.

Caso contrario, determinar o conjunto de diferengas Dy, de Soy,

3. Se existirem v e t em Dy, tais que v é uma variavel que nao ocorre em t, entao ox4+1 =
ok[t/v], incrementar k e voltar para 2. Caso contréario, parar e indicar que S nao é

unificavel.

Exemplo 4.13. 5 = {R(f(x),g(h(2)),a), R(y, 9(f(u)),b), R(f(z),g(w),a)}
©0o=1
o Do ={f(z),y}, or=1[f(x)/y] e
Soy = {R(f(x), 9(h(2)), a), R(f(x), g(f(u)),b), R(f(x), g(w),a)}
o Dy ={h(2), f(u),w}, o2 =[f(z)/y][h(z)/w] = [f(2)/y, h(z)/w] e
Soy = {R(f(x),9(h(2)),a), R(f(x),g(f(u)),b)}
o Dy ={h(z), f(u)}
Logo, S ndo € unificdvel.
Exemplo 4.14. Seja S = {P(a,z, h(g(2))), P(z, h(y), h(y))}. Entdo,
¢ 0o=1
o Do ={a,z}, o1 =[a/z] e So1 = {P(a,x,h(g(a))), Pla, h(y), h(y))}
o Dy ={xzh(y)}, o2 =la/z,h(y)/] e
Soy ={P(a,h(y), h(g(a))), P(a, h(y), h(y))}
o Dy ={y,g(a)}.o3 = [a/z h(y)/z,g(a)/y] e

Sog = {P(a, h(g(a)), h(g(a)))}-

Logo, S € o unificavel e o3 um umg de S.
Exemplo 4.15. S = {P(z,z),P(y, f(y))}.

e 0p=1
o DO = {x>y}a o1 = [y/l'] e 50'1 = {P(y,y),P(y,f(y))}
e D ={f(y),y}. Comoy ocorre em f(y), S nao € unificdvel.

Teorema 4.4. (do algoritmo da unificacao) Seja um conjunto finito S de expressoes

simples. Se S ¢ unificavel, entdo o algoritmo da unificacdo termina e retorna wm umg de S.

Se S nao € unificavel entdo o algoritmo da unificacao termina e reporta esse facto.
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Demonstragdo. O algoritmo termina sempre: S s6 tem um numero finito de varidveis e no
passo 3 uma varidvel é eliminada. Se S nao é unificavel, para no passo 3 e reporta o facto. Se
S é unificavel, seja # um unificador de S. Entao o algoritmo tém de parar no passo 2. Basta
provar que se o é a substituicao da k + 1-ésima iteracao, entao existe 7y tal que 6 = oy vy (e

quanto parar, o, é um unificador de S). Por indugao em k:

Base. Para k=0, basta vy =0

Indugdo. Suponhamos que para k existe -y tal que § = oy, e |Sox| > 1. Seja Dy o
conjunto de diferencas de Sor. Como 0 = oy e 6 unifica S, v unifica Dy. Podemos
concluir que Dy, tem pelo menos uma varidvel v' (sendo um conjunto de diferengas,
nao podia ter termos todos com o mesmo simbolo funcional, mas para unificar nao
podem ser distintos, logo tem de haver uma variavel). Seja t’ outro termo de Dy. Entao
Ve = t'y,. Logo v/ nao ocorre em t'. Seja entdo, i1 = og[t'/v']. E definimos

Vo1 =Yk \ [V /V']. Se vy /v" € i entdo

/

Ve = [V Uy

[ (4.6)
[t /0T Ukt (4.7)
[t'Vk+1/v'] Uyks1 ndo ocorre em ¢/ (4.8)
[t' /'] Y141 definicdo de composta (4.9)
Senao, Vi1 = Yk, todos os elementos de Dy sdo varidveis e vy, = [t/ /0] V1.

Entao, 0 = ox e = op[t' /v k41 = Okr1 V41

O

Exemplo 4.16. (Regra de Resolug¢do) A regra da resolu¢ao para clausulas de primeira
ordem pode ser definida usando a no¢ao de unificaga@o.

Dado L = {ly,...,l,} um conjunto de literais, seja L = {li,...,l,}. Sejam Cy e Co duas
clatisulas sem varidveis em comum. Seja L1 C Cy e Ly C Co, tal que Ly e Lo unificam com
umg o.

A resolvente C de Cy e Cy é:

(010 — Llo’) U (020' — LQU)

Sendo {p(f(z),9(y)), q(x,y)} e {-p(f(f(a)),9(2)),q(f(a),g(2))}. Um umg de{p(f(x),g(y))}
e {p(f(f(a)),g(2))} €

[f(a)/x,y/z]. Entdo, uma resolvente €

{q(f(a),2),q(f(a),9(2))}
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4.3 O operador Tp

Definigao 4.15. Dado um programa definido P e um conjunto formulas atomicas fechadas
I € Bp,

T,(I) = {a€Bp|ap,...,0, € uma instancia fechada

duma clausula de P e {f1,...,0,} C I}
Para n € (N), definimos Tp | n indutivamente por:

Tp 10 = 0
TpTn = Tp(Tp 1 (n—1))

e ainda

TpTw = UpenTp I n

Nota que

Tp 11 = Tp((0)
= {a € Bp | @ «— ¢ uma instancia fechada

duma cldusula de P}

Exemplo 4.17. Seja P:

eI ={P(a,b),Q(b)}
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Exemplo 4.18. Para P do exemplo 4.17:

Tp 10 = 0

Tp 11 = {Q(a),Q(c),P(a,g(a)),P(b,g(b))}

Tp12 = {P(g(a),a),P(g(c),c),P(b,g(b)),P(a,g(a)),Qla),Qlc) }
Tp 13 = {P(g(a),a),P(g(c),c),P(b,g(b)), P(a,g(a)), Qa), Q(c),

Tp 14 = {P(g(a),a),P(g(c),c),P(b,g(b)),P(a,g(a)), Qa), Q(c),

TpTw = {P(g(a).a),P(g(c),c),P(b,g(b)),P(a g(a)),Qa), Qc),
S(f(g(a))), S(f(g(c))) }
Exemplo 4.19. Seja P

Double(0,0) «
Double(s(x),s(s(y))) < Double(x,y)

Tp 10 = 0

Tp 11 = {Double(0,0)}

Tp 12 = {Double(0,0),Double(s(0),s(s(0)))}
Tp 13 = {Double(0,0), Double(s(0),s(s(0))),

Double(s(s(0)), s(s(s(s(0))))) }

Tp Tw = {Double(s(...s(0)...),s(...s(0))...)) | n € N}

n 2n

Proposigao 4.6.

1.Tp T kCTp T (k+1), para k>0

2. Tp(Tp Tw)=Tp Tw, isto €, =Tp | w é um ponto fixo de Tp
Exercicio 4.9. Mostra a Proposicdo 4.6. ©

A proposicao seguinte caracteriza os modelos de Herbrand de um programa definido P:

Proposicao 4.7. Seja P uma programa definido e A uma estrutura de Herbrand de Lp. A
¢ um modelo de P (i.e Al=P) se e s6 se Tp(I4) C 14.
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Demonstragao. A |= P sse para cada instancia fechada « < (1,..., (3, de qualquer clausula
de P,se A (1, ..., A (1, entdo A = o. Mas entao, por definigao de I 4, se f1,... 0, € 14
entdao «a € I 4. Isto é, se a € Tp(I4) entao a € I 4. O

Em particular, para qualquer programa P, a estrutura de Herbrand A tal que I 4 = Bp é um

modelo de P. (porqué?)
Teorema 4.5. Seja P um programa definido, Mp =1Tp T w

Demonstragdao. C: A estrutura de Herbrand A tal que I4 = Tp T w é um modelo de P,
porque Tp(Tp { w) =Tp | w. Entdo Mp C Tp T w.

D: mostra-se por indugao sobre n que se « € Tp T n entdao P | a. (mostral) Entao
T TnC Mp, para todon € N, logo T T w C Mp. O

Exemplo 4.20. Para o programa P do exemplo 4.19,

Mp = {Double(s(...s(0)...),s(...s(0))...)) | n € N}

n 2n

Exercicio 4.10. Para os programas definidos do exercicio 4.7 determina o T T w(=Mp). <

4.4 Resposta correcta

Definicao 4.16. Seja P um programa definido e G um objectivo. Uma resposta para PU{G}

€ wma substituicao para varidveis que ocorrem em G.
Para P do exemplo 4.19, P U {< Double(x, s(y)}, [s(0)/x] é uma resposta.

Definigao 4.17. Seja P um programa definido e G um objectivo «— By,...,0k, kK > 1 e 0

uma resposta para P U{G}. 0 é uma resposta correcta para P U {G} sse

PEVYzy .. Ve, (B A ... A Br)f)

onde x1,...,xs SG0 as varidveis que ocorrem em (B A ... N [)6.

Entao, 6 é uma resposta correcta sse PU{=Vzy...Vas((B1 A ... A Br)0)} é ndo satisfazivel.
Para o exemplo acima:

[s(0)/x,s(0)/y] é uma resposta correcta.

[s(z)/x,s(z)/y] ndo é uma resposta correcta.

Se P U {G} nao é satisfazivel entao P = 3(81 A ... A [,). Isto quer dizer que existe uma

substituigao fechada o tal que P = (81 A ... A (,)o. Suponhamos que podemos escrever
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o =60y tal que em que P = (f1 A ... A (3,)0v para qualquer substituicao fechada . Entao
temos que P =Y(01 A ... A Bk)0, i.e., 6 é uma resposta correcta para G.

Podemos relacionar as respostas correctas com o modelo minimo de Herbrand de um programa
definido:

Teorema 4.6. Seja P um programa definido, G um objectivo «— (1,...,0k, k> 1 € 0 uma

resposta para P U{G}, tal que (81 N ... N Bi)0 € fechada. Entdio sio equivalentes:

1. 0 € uma resposta correcta
2. se A € um modelo de Herbrand para P, entao A= (61 N ... N ()0
3. ApE(Br A ... A Br)b

Demonstragao. Obviamente 1=2 e 2=-3. Basta ver que 3=-1:
ApEBL A oo AN B0 = AE(B1 A ... A Br)f, para qualquer A modelo de
Herbrand para P

= A6 N ... AN Br)f, para qualquer A modelo de
Herbrand para P

=  PU{=(B1 A ... A ()8} nao tem modelos de Herbrand
(e como =(fB1 A ... A (k) é uma clausulal)

= PU{=(B1 AN ... N Bk)0} nao é satisfazivel.

4.5 Resolucao-SLD

Vamos definir um sistema dedutivo que permita determinar se P U {G} nao é satisfazivel e,

nesse caso, calcular uma resposta.

Definicao 4.18. Seja G um objectivo < ai,...,0p,...,0p e« < B1,...,0,, uma cldusula
C. G’ é derivado por resolucao de G e C, com unificador mais geral 0 se:
1. oy € o dtomo seleccionado em G

2. 60 é um umg de oy, € «
3. G/ é<—(al,...,51,...,Bq,...,ak)9

Isto €,
ALy, Oy e O aHﬁlv"'aﬁq

<_(a17"'aﬁla"'aﬁqa"'aak)e

G diz-se a a resolvente de G e C.
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Definicao 4.19. Seja P um programa definido e G um objectivo. Uma derivagao SLD de
P U{G} ¢€ constituida por:
e uma sequéncia (finita ou infinita) Gy = G,G1,Ga, ... de objectivos

e uma sequéncia Cy,Co,... de variantes de cldusulas em P, de modo a que nenhuma

variavel de C; tenha ocorrido antes na derivagao

e uma sequéncia de substituicoes 01, o, ... tal que cada G;y1 foi derivado (por resolugao)

de G; e C; com umg 6,11

A sigla SLD significa Resolucao Linear com funcao de Selecao para Clausulas Definidas.

Go=G  Cy,6h

! v
Gy Co, 09
! e
Go
Gn1 Ch, 0,
! v
G
!

Definicao 4.20. Uma refutacao-SLD de PU{G} é uma derivagao SLD finita de PU{G} cujo
ultimo objectivo é a cldusula vazia (€). Se G,, = € dizemos que a refutagao tem comprimento

n.

Exemplo 4.21. Seja P: Max(x,y,x) < Less_eq(y, x)
Max(x,y,y) < Less_eq(x,y)
Less_eq(0,x) «—
Less_eq(s(x),s(y)) < Less_eq(x,y)
e G : — Max(s(0),x,s(s(0)))
Uma refuta¢ao para P U{G} de comprimento n = 3 é:
— Max(s(0),x,s(s(0))) (Max(x1,y1,y1) < Less_eq(x1,y1)
01 = [s(0)/x1,5(s(0))/y1,5(s(0))/])
« Lesseq(s(0),s(s(0)))  (Less_eq(s(x2),s(y2)) < Less_eq(xz,y2))
02 = [0/x2,5(0)/y2])
— Less_eq(0,s(0)) (Less_eq(0,x3) <, 03 = [s(0)/x3])

€
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Definicao 4.21. Seja P um programa definido e G um objectivo. Se 61,. .., 0, for a sequéncia
de umgs usada numa refuta¢ao-SLD de P U {G}, a resposta calculada para P U {G} € a

restricao da substituicao composta 01 ...0, as varidveis de G.
Exemplo 4.22. Para a refutagdo do exemplo 4.21, a resposta calculada é a restricao de
01...05 = [s(0)/x1,5(s(0))/y1,5(s(0))/x][0/x2,5(0) /y2][s(0) /x3]
= [s(0)/x1,s(s(0))/y1,5(s(0))/x,0/x2,5(0)/y2,5(0) /x3]
a varidvel x, i.e, 0 = [s(s(0))/x]
Exercicio 4.11. Sendo G = <« Max(x,y,y), Max(y,s(0),s(0)), determina uma resposta cal-
culada para PU{G}. <
4.5.1 Integridade da resolugao SLD

Teorema 4.7. (Integridade da resolugao SLD) Seja P um programa definido e G um

objectivo. Toda a resposta calculada para P U{G} é uma resposta correcta para P U {G}.

Demonstracao. Seja G um objectivo «— aq,...,q; e seja uma refutacao de comprimento n
para PU{G}, constituida por Gy = G, G, ..., G, objectivos, C1,. .., C), variantes de clausulas
de Peby,...,0, umgs. Mostramos por inducao sobre n que P =V((aq A ... A ag)fy...0,):

Base. Para n=1, tem-se G =— a1, C = a <+ e a16; = af;. E, como C é uma variante
duma cldusula de P, P = V(a16,)

Indugao. Suponhamos que o resultado é valido para refutacoes de comprimento menor que
n. Seja Cp = o« B1,..., 04 (¢ > 0) e seja a,y, 0 dtomo seleccionado em G. Por hipdtese

inducao,
Pl:V((Oél AN oo N o1 NP1 A LA ﬂq A Qmy1 A oo N ag)br .. 6y)

Para ¢ > 0, resulta em particular que P =V((51 A ... A By)b1...6,).

Mas V(a1 ...0,) é igual a V(ab; ...0,), donde P =V (anb; ... 0,), logo

P):V((Oél VAN Oék)elen)

O

Corolario 4.3. Seja P um programa definido e G um objectivo. Se existir uma refutacao-SLD
de PU{G}, entao P U{G} nao € satisfazivel.
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Demonstragao. Seja G um objectivo «— aj, ..., ax e § uma resposta calculada para P U {G}.
Pelo teorema 4.7, § é uma resposta correcta para PU{G}, i.e, P = V(a; A ... A a)f, logo
P U {G} nao é satisfazivel. O

Definicao 4.22. Dado um programa definido P o conjunto sucesso de P ¢é
Suc(P) = {«a € Bp | existe uma refuta¢ao de P U {« a}}.

Podemos considerar Suc(P) uma versao sintdctica de Mp...na realidade:
Lema 4.1. Dado um programa definido P, Suc(P) C Mp.

Demonstragao. Se o € Suc(P), entao existe uma refutacao SLD de P U {« «}, donde pela
integridade, P = . Logo, o € Mp O

Vamos ver que também Mp C Suc(P).

Definicao 4.23. Uma refutagcao-SLD ndo restringida é uma refutacdo-SLD em que se usam
substituicoes 01,0, ... que sao unificadores, mas nao necessariamente unificadores mais ge-

rais.

Vamos ver que se ha uma refutagao-SLD nao restringida entao também existe uma refutacao-
SLD...

Lema 4.2. Seja P um programa definido e G wm objectivo tal que existe uma refutacao-SLD
nao restringida de PU{G} de comprimento n com unificadores 01, ...,0,. Entdo existe uma
substituicao v e uma refutacao-SLD de P U {G} de comprimento n e com umgs 0] ...0., tal

que 01...0, =0 ...00y
Demonstragao. Por indugao sobre n.

Base. Para n = 1. Tem-se que Gy =« «, G1 = ¢, C1 = a1 e a101 = afy. Mas entdo existe
um unificador mais geral 0] de {a, a3}, donde existe ~ tal que 1 = 6;v. E entao tem-se

uma refutacdo de comprimento 1 e umg 6.

Indugao. Suponhamos que o resultado é valido para refutagdes de comprimento < n. Seja
Gy = G,G1,Go, ..., G, = € uma refutacao nao restringida, com variantes de clausulas
C1,...,C, e unificadores 6y, ..., 6,. Entao existe um umg 0] para o dtomo seleccionado
em G e a cabega de C1, tal que 0; = 0]p para alguma substitui¢do p. Logo existe
uma refutacdo nao restringida para P U {G}, Gy = G,G},Gs,...,G, = €, com com
variantes de cldusulas C1,...,C), e unificadores 0}, pfa, ..., 0, tal que Gy = G)p. Por

hipétese de indugao existe para P U {G]}, uma refutacdo-SLD G, Ga,...,G, = € com
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umgs 05 ...0, tal que pbs...0, = 05 ...0.~, para alguma substitui¢do v. Logo existe
P U{G}, uma refutagao-SLD Gy = G,G),Ga,...,Gy, = € com umgs 0,6} ...0), tal que
O1.. 0, =0p0s...0,=06,0,...0.

O

Lema 4.3. Seja P um programa definido, G um objectivo e 8 uma substituicdo. Suponhamos
que existe uma refutagao-SLD para PU{GO} de comprimento n e com umgs 61, ...,60,. Entao

existe uma substituicao vy e uma refutagao-SLD para P U{G} de comprimento n e com umgs
Lyevn, 0 tal que 001 ...60, =0)...0)~.

Demonstracao. Suponhamos que, no primeiro passo, C; é uma variante duma clausula de
P tal que C10 = Cq. Entao 06y é um unificador da cabeca de C; e do atomo em G que
corresponde ao atomo seleccionado em G6. A resolvente de G e C7 com unificador 66, é
precisamente G1. Entao obtemos uma refutacao nao restringida de P U {G} que é idéntica a
refutagao original de P U {G#} a menos do primeiro passo, pois comega com G e utiliza 66, .

Basta agora aplicar o lema 4.2. O
Teorema 4.8. Seja P um programa definido, Suc(P) = Mp.

Demonstragao. Suc(P) C Mp: pelo lema 4.1.
Mp C Suc(P): Seja a € Mp. Entdao o € Tp T w. Logo, existe n € N tal que o € Tp T n.

Mostramos por indugao sobre n que existe uma refutacao de P U {« a},i.e, a € Suc(P).

Base. Para n =0 é trivial.

Indugao. Suponhamos que o resultado se verifica para 6 € Tp 11,7 <n, e seja o € Tp | n.
Entao existe uma instancia fechada a0 <« 310,..., 0,0 de uma clausula de P, tal que
£10,....0k0 € Tp T (n—1) e « = aqf. Por hipétese de indugao, existem refutagdes
de P U {« B;0}, para j = 1,...,k e como cada ;6 é um atomo fechado é possivel
combinar essas refutagoes para uma refutacao de P U {« (B1,...,3,)0}. Logo, existe

uma refutagao-SLD nao restringida para PU{« a} e pelo lema 4.2 uma refutacao-SLD.

O

4.5.2 Completude da resolucao-SLD

Teorema 4.9. Seja P um programa definido e G um objectivo tal que P U {G} nao € satis-

fazivel. Entao existe uma refutagao-SLD de P U {G}.

Demonstragao. Seja G o objectivo « [(1,...,0;. Como P U {G} nao é satisfazivel, entao
PEIBL AN ... AN Br). E também, existe P = (61 A ... A [r)f, e tal que ;0 sao

Departamento de Ciéncia de Computadores F.C.U.P.



4.5. RESOLUCAO-SLD 145

atomos fechados. Logo {8160,...,00} C Mp e pelo Teorema 4.8 existe uma refutagdo de
PuU{« (0}, parai=1,..., k. Podemos entao obter uma refutacao para PU{G6} e aplicar
o lema 4.3. O

Lema 4.4. Seja P um programa definido e o um dtomo tal que P |= Vxi...Vrsa, onde
X1,...,Ts $GO as varidveis em «. FEntao existe uma refutacao-SLD de P U {«— a} cuja

resposta € uma substituicao identidade.

Demonstragao. Consideremos temporariamente, P como um conjunto de clausulas da lingua-
gem alargada £ = LpU{ay,...,as} onde a; sdo constantes novas e distintas. Entao, P = af
para 6 = [a1/x1,...,as/xs]. Mas af é fechado, pelo Teorema 4.8, existe uma refutacao para
P U {« af}. Substituindo nessa refutacao as ocorréncias de a; por z;, para i = 1,...,s,

obtemos uma refutagao para P U {« a} cuja resposta é uma substitui¢ao identidade. O

Nao vamos ter exactamente inverso do teorema da integridade, dado que as respostas calcu-

ladas sao todas com umgs.

Teorema 4.10. (Completude da resolu¢cdo SLD) Seja P um programa definido e G um
objectivo. Para toda a resposta correcta 0 para P U {G}, existe uma resposta calculada o de

P U{G} e uma substitui¢ao v, tal que § = oy

Demonstracdo. Seja G o objectivo «— (1,...,0,. Como 6 é uma resposta correcta para
PU{G}, tem-se que P |=Vx;...Vas(Bi A ... A ()0
Pelo lema 4.4, parai = 1,..., k existe uma refutacao de PU{« [3;0} que tem uma substituigao

identidade, como resposta calculada. Combinando estas refutagoes é possivel obter uma
refutacao de P U {G0}, cuja resposta calculada é a identidade.

Seja entao 61,...,0, a sequéncia de umgs utilizada na refutacao de P U {GH}. Entao
GO0 ...0, = GO. Aplicando o lema 4.3, existe uma refutacdo de PU{G} com umgs 0}, ....,0,,
tal que 66, ...60,, =07 ...0,~, para algum /. Tomando as restri¢oes as varidveis de G, o de

0]...0,, ey der, vem 0 = 0. O

Leituras suplementares [L1o87] [BAO1] (Cap. 7,8)
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Apéndice A

Sistema de deducao natural para a

l6gica proposicional
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Regra da Repetigao

Algumas regras derivadas:

TE
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