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1 Introducao a Programacao em Ldgica

1.1 Férmulas de Horn

Foérmulas de Horn para Légica proposicional

Uma formula de Horn é uma férmula em forma normal conjuntiva em que em
cada disjuncdo (cldusula) existe no maximo um literal positivo.

pA=gAN(qgV p)
((pV gV -asVp A(ngV -rVp A(pV-asVs)
(=pV =gV =8) A(=gV —rVp As
Numa férmula de Horn, as disjungoes —p; V ... V —p, V p também se podem
escrever como
(p1 A oo A pn)—0p

ou se p nao existe (ou é F):
(p1 A ... ANpp)—F

ou se 0s p; nao existem:
V-op



Férmulas de Horn

Nem todas as férmulas tém uma férmula de Horn equivalente!

Mas,

Para determinar se uma férmula de Horn da 16gica proposicional é satisfazivel
podemos usar um algoritmo eficiente.

Satisfazibilidade duma férmula de Horn
Considera a férmula p A =g A (¢ V —p):

e comecgar por colocar numa linha as varidveis proposicionais que ocorrem
na férmula e colocar a formula. Ex:

plallp A g A (g V —p)

e se alguma das varidveis proposicionais é um dos elementos da conjunc¢ao
atribuir o valor V a essa varidvel . Ex:

Satisfazibilidade duma férmula de Horn

e Com essa informacao preencher a tabela como se tivesse a construir a
tabela de verdade (para essa linha), analisando cada disjungao para de-
terminar se, para ela ser verdadeira, se pode determinar mais valores para
as variaveis proposicionais:

plallp A = ¢ AN (¢ V - p
VI F

e Neste caso, ¢ tem de ser V e entao isso pode ser acrescentado:

plallp A = ¢ A (@ vV = p
VIV F

Satisfazibilidade duma férmula de Horn

e E voltando a repetir este passo, obtém-se:

plallp A = ¢ A (g V = p
VIV F F

Continuar até mais nada poder ser acrescentado.



e se no passo anterior se atribuir F a um dos elementos da conjuncao, a
férmula também fica com o valor F e nédo é satisfazivel. Caso contrario po-
demos atribuir a férmula o valor V se atribuirmos F as restantes varidveis
proposicionais.

No exemplo que estamos a considerar, a formula tem o valor F e portanto nao
é satisfazivel.

Férmulas de Horn para Légica de primeira ordem

Uma cldusula é uma férmula de Horn se tem no méximo um literal positivo.

Uma férmula (ou cldusula) de Horn é positiva se tem um literal positivo:

Va:l...szzs(al V _|,81 V...V _‘Bn)

a1 é a a cabeca da clausula e (1, ..., 3, o corpo da clausula. Se o corpo é vazio
a clausula diz-se unitaria.

Uma cldusula de Horn é negativa (objectivo) se ndo tem literal positivo:

V.’El...VZ’S(_'ﬂl V...V _‘Bn)

ﬁ3.I'|...;.)‘\( ) VAN on )

eﬁla---aﬁn

A cldusula vazia representa-se por € corresponde a uma contradigio (F) e é uma
cldusula sem cabeca nem corpo.

Formulas de Horn

Exemplo 25.1. Das segquintes formulas, indica quais sao cldusulas de Horn,
positivas ou megativas e escreve-as na notagdo clausal:

o VaVyVz(P(z,2) V Q(x,y) V —Q(z,z)) Nao Horn P(x,z),Q(z,y) +
Qz, 2)
o VaVyVz(P(xz,z) V =Q(x,y) V =Q(x, z))positivaP (z, z) < Q(x,y), Q(z, z)
o VaVzP(x, z)unitdiriaP(x, z) <
o VaVyVz(—P(z,z) V —Q(z,y))negativa < P(x,z),Q(x,y)
Proposigao 25.1. Seja A = (A, -4) uma estrutura de L e ¢ a cldusula oy, . . ., oy
Bi,. .-, Bn, com varidveis x1,...xs. A satisfaz ¢, A |E ¢, se e s se para to-

dos o0s a1,...,as € A existe um literal A € {aq,...,ar,2B1,...,70n} tal que
AEs X para s(z;) =a;, 1 <i<s

Demonstragdo. Resulta directamente da definicao de cldusula e da relagdo =;.
O



Programa definido

Um programa definido é um conjunto finito de clausulas de Horn positivas.

Num programa o conjunto de clausulas com cabecas com mesmo simbolo de
predicado P, chama-se a definicao de P.

Exemplo 25.2. Considera a linguagem de 1¢ ordem L5 sem igualdade com

Fo ={0,nil}, F; = {s}, Fo = {cons}, R; = {sorted}, Ro = {slowsort, perm, less_eq}

e Rg = {delete}.

O programa sequinte dada uma sequéncia de inteiros permuta os seus elementos
até estarem ordenados!:

slowsort(x,y) + sorted(y), perm(x,y)

sorted(nil) <

sorted(cons(x, nil)) «+

sorted(cons(x, cons(y, z))) «+ less_eq(x,y), sorted(cons(y, z))
perm(nil, nil) +

perm(cons(x,y), cons(u, v)) < delete(u, cons(x,y),z), perm(z, v)

delete(x, cons(x,y),y) +
delete(x, cons(y, z), cons(y, w)) < delete(x,z, w)
less_eq(0, x)

less_eq(s(x),s(y)) < less_eq(x,y)

e um inteiro n é representado pelo termo s(s(...s(0))) com n simbolos funci-
onais s. Ex: s(s(s(0))) representa 3

e uma lista de inteiros é representada por termos cons(x,y) onde x é um in-

teiro e y é uma lista. A lista vazia é representada por nil Ex: cons(s(s(0)), cons(s(0), cons(s(s(s(0))), nil)

representa a lista [2,1, 3]

e slowsort dada uma lista x, verifica se estd ordenada (sorted), sendo permuta
(perm)...

Resolugao para clausulas de Horn
Seja P um programa (conjunto de cldusulas de Horn positivas) e G uma cldusula
negativa (objectivo), < B1,..., Bn.
Temos que
PEILL A - ANBysse P AG
Sendo a resolugéo integra, basta que P U {-G} F F.
Mas entao

Pl A A Bl

para alguma substituicao 6.



1.2 Resolucao SLD

Resolugao para clausulas de Horn

Exemplo 25.3. Considera o sequinte programa P:

Resolugao para clausulas de Horn

Exemplo 25.4. Considera o objectivo: < q(y,b),q(b,z). Em cada passo es-
colher um literal que complemente a cabe¢a duma cldusula do programa (usar
varidveis novas para o programal).

1. Escolher q(y,b) e resolver com a primeira cldusula (q(x1,y1) < p(x1,91)):
«— p(y,b),q(b, z) e a substituicao [y/x1,b/y1]
2. Escolher p(y,b) e resolver com a quinta cldusula:

+ q(b, z) e substituicdo [d/y]
3. Resolver o literal que resta com a primeira cldusula:
«— p(b,2)

4. Resolver o literal que resta com a terceira cldusula: [| e a substitui¢do

[a/z].

A resposta € [d/y,a/z] e P = q(d,b) A (g(b,a). E também, P = Jy3zq(y,b) A
q(b, z) (como se pretendia...).

Regras de Computacao e de Procura

Regra de Computacao

Uma regra de computacao é uma regra para determinar um literal do objectivo
com o qual aplicar a regra de resolugao (resolver).

Estratégia de Procura

Uma estratégia de procura é uma regra para determinar como escolher qual a
clausula do programa que se vai usar para resolver com o literal escolhido no
objectivo.



Resolucao SLD (Selectiva Linear para c. Definidas)

Seja P um programa definido, R uma regra de computagao e G um objectivo.
Uma derivacao por resolugao-SLD é uma sequéncia de passos de resolugao entre
as clausulas do objectivo e as de programa. Seja Gy = G. Dada a clausula G,
Giy1 6 obtida selecionando um literal §; de G;, de acordo com R e escolhendo

C; € P (com varidveis novas) tal que a cabeca de C; unifica com f; com umg
91'2

G’i = <_617"'7ﬁi75i+17"'u6n

Ci = a<ag,...,o
ab; = pib;
Gi+l = <_(ﬁh-~-aa17'"7ak76i+17"'76n)9i
Uma refutacao SLD é uma derivagdo-SLD de []. Se G,, = [] dizemos que a

refutacdo tem comprimento n.
Exemplo 25.5. Seja P: Max(x,y,x) < Less_eq(y,x)

_ Max(x,y,y) < Less_eq(x,y)
Refutagao SLD Less_eq(0, x) +

Less_eq(s(x),s(y)) < Less_eq(x,y)
e G : + Max(s(0),x,s(s(0)))

Exemplo 25.6. Uma refuta¢io para P U {G} de comprimento n =3 é:

+ Max(s(0), x,s(s(0))) (Max(x1,y1,y1) < Less_eq(x1,y1)
01 = [s(0)/x1,5(s(0)) /x,5(s(0)) /y1])
< Less_eq(s(0),s(s(0))) (Less_eq(s(x2),s(y2)) + Less_eq(x2,y2))

62 = [0/x2,5(0)/yz])
< Less_eq(0,s(0)) (Less_eq(0,x3) <, 63 = [s(0)/x3])

Arvore de derivacao SLD

Dado um programa definido P, uma regra de computagao e um objectivo G,
todas as derivagoes-SLD podem ser representadas por uma arvore tal que:

A raiz é etiquetada por G

Cada né ¢ etiquetado com uma cldusula objectivo GG; e cria-se um novo ramo
para cada G, que pode ser obtido resolvendo G; com uma cldusula Cj
cuja cabeca unifique com um literal de Gj;.

As folhas se forem e sao designadas nds de sucesso (que correspondem a solugoes),
sendo nés de insucesso (ou falha).



Arvore de derivacao SLD

Os ramos da arvore podem entao ser

de sucesso se terminarem numa folha de sucesso
de falha se terminarem numa folha de falha
infinitos se corresponderem a uma derivagao infinita

Exemplo 25.7. Determinar a drvore-SLD do exemplo 25.3, considerando
como regra de computacdo a escolha do literal mais a esquerda.



