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Capitulo 1
Logica proposicional

A logica proposicional remonta a Aristoteles, e teve como objectivo modelizar o raciocinio
humano. Partindo de frases declarativas (proposi¢oes), que podem ser verdadeiras (V) ou
falsas (F) estuda-se o processo de construc¢ao e a veracidade de outras proposi¢oes usando
conectivas como ou ( V), e ( A ), nao (—), se...entao... (—). Se p e q sdo proposigdes, p A ¢
é uma proposicao verdadeira se p e q o forem, e é uma proposicao falsa, caso contréario; p V ¢
é uma proposicao verdadeira se p ou q o forem, e falsa, caso contrario;—p é uma proposicao
verdadeira se p for falsa, e falsa se p for verdadeira.

Considera as seguintes frases declarativas (com o respectivo valor de verdade):

e (Os gorilas sao mamiferos V
e O Porto é uma cidade V

2+3=6F

e 3¢c6NV
e 3>T7F

Um quadrado tem 6 lados F

Entao, podemos concluir que:
e (Os gorilas sao mamiferos e O Porto é uma cidade V
porque é uma conjunc¢ao de proposi¢oes V
e 2+3=60u3eNV
porque é uma disjungao de proposi¢oes das quais uma é V

enawi3>7V

porque é uma negacao de uma proposicao F
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e Se7>3entan34+3=6V
porque uma implicacao é V sse o consequente é V sempre que o antecedente é V
e Sed3>Tentao24+3=6V

porque é uma implicacao cujo antecedente é F.

Cada proposigao vai ser representada por uma varidvel proposicional (p, q, s, t, p1, ...) e as

conectivas logicas por simbolos n-drios. Em particular temos:

Conectiva | Simbolos | Aridade | Outros simbolos equivalentes
Conjuncao A 2 &, &&, -

Disjungao v 2 l, +

Negacao - 1 ~,

Implicagao — 2 =, D

1.1 Linguagens da légica proposicional

Uma linguagem da légica proposicional é formada a partir dos seguintes conjuntos de simbolos

primitivos:
e um conjunto numeravel de varidveis proposicionais
VPTO]) = {pa q7---5sP15 - - }

e conectivas légicas A, V, ~e —
e os paréntesis ( e )

Definigao 1.1. Uma formula bem-formada (¢,1,0,...) € definida indutivamente pelas se-

guintes regras:
i) uma varidvel proposicional p € uma férmula
ii) se ¢ € uma formula entao (—¢) é uma formula
i11) se ¢ e sao formulas entao (¢ N ), (¢ V ) e (¢ — 1) sao formulas
Exemplos de féormulas sao:
o ((p A (=p) = =(p A (g V)

e (M) ANg)—= @A (¢gV (-1)))
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O conjunto das formulas da légica proposicional pode também ser descrito pgela seguinte

gramatica independente de contexto, em notacao BNF:

¢:=p [(=¢) [(6 A &) [(pV @) [(d—9)

uma gramética independente de contexto que gere a linguagem das férmulas da légica pro-
porcional, onde p € Vp;op. Usando a gramatica podemos associar a cada formula uma arvore

sintactica.

Exemplo 1.1. Omitindo os paréntesis, temos a sequinte drvore pra a formula ((p A (—p)) —

~(p A (g vV T)):
/_\
/A\ T
p T /\
o A
q r
Para legibilidade das formulas, os paréntesis podem-se omitir, considerando as seguintes regras:

e 0s paréntesis exteriores sao omitidos
e — tem precedéncia sobre A

e A tem precedéncia sobre V

e V tem precedéncia sobre —

e A e V sao associativas & esquerda

e — & associativa & direita

Por exemplo, ¢ A 1 V 6 é uma abreviatura de ((¢ A ) V ) ey A ¢ A 0 corresponde a
(¥ A @) A D)

Definigao 1.2. Uma sub-formula imediata € definida indutivamente pelas seguintes regras:
1. uma varidvel proposicional nao tem sub-formulas imediatas;
2. (=) tem ¢ como sub-formula imediata;

3. as formulas (¢ N ), (¢ V ) e (¢ — ) tém ¢ e p como sub-formulas imediatas.
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Definigao 1.3. Uma formula ¢ é uma sub-formula duma férmula ¢ se e so se:

1. ¢ € uma sub-formula imediata de

2. existe uma formula 0 tal que ¢ € uma sub-formula de 6 e 8 € uma sub-formula de 1
Dada uma arvore sintactica duma férmula, cada né define uma sua sub férmula.

Exemplo 1.2. Para o exemplo 1.1 as sub-férmulas sao:p,q,—p,r,p N —p,q V r,p A (¢ V
rjem(p A (g V r)).

Exercicio 1.1. Constrdi a drvore sintdctica (omitindo paréntisis) e determina quais as sub-

formulas e quais as sub-formulas imediatas de:

(pAg)=(p A gV )

o

1.2 Seméantica da légica proposicional

Os valores de verdade sao V e F, onde V representa o valor logico verdadeiro e F, falso.

Definigao 1.4. Uma atribuicao de valores de verdade (ou walorizagao) é uma fungio v :
Vprop — { V, F} que atribui um valor de verdade a cada varidvel proposicional. Uma valori-

za¢do v pode ser estendida ao conjunto das formulas:

i. para p € Vprop v(p) jd estd definido

1.

241.
WO A=V s w(@)=Veu)=V
v(ip N Y)=F caso contrdrio

.

vV P)=V se v(p)=Vouv(y)=V

v(p V ) =F caso contrdrio
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v —s¥)=F se v(@)=Vev(t)=F

v(p =)=V caso contrdrio

~—

Podemos resumir usando as seguintes tabelas de verdade:

b1m0 o wlenw o vleve o w[eoy
F|V F F F F F| F F F| V
V| F F V| F F V| V F V| V
V F F V F| V V F| F
vV V| V vV V| V vV V| V

Dada uma férmula ¢, o valor de v(¢) pode assim ser recursivamente calculdado a partir dos
valores atribuidos as variaveis da férmula ¢.

Por exemplo se v(p) = V, v(q) = F e v(r) = V, podemos calcular o valor de v((p A q) V —r):

b
v

q\rH(p Adg ) vV oo
F|Vv| F F F

Uma férmula ¢ com n varidveis proposicionais tem 2" valorizagoes. Porqué?
Podemos construir uma tabela em que cada linha corresponde a uma delas. Seja ¢ a formula

(p A q) V —r, temos as seguintes valorizagoes:

plalr|(p A a ) VvV =7
V| V|V A4 V F
V|V|F A% vV V
V|F |V F F F
V|F|F F vV V
F| V|V F F F
F|V|F F V V
F|F|V F F F
F|F|F F vV V

1.2.1 Satisfazibilidade, validade e consequéncia

Definigao 1.5. Uma formula ¢ é

satisfazivel se eziste uma valorizagio v tal que v(¢) = V. FEscreve-se =, ¢ e diz-se que v

satisfaz ¢
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uma tautologia se para todas as valorizagoes v, v(p) = V e escreve-se = ¢. Também se diz

que ¢ é valida. FEz: =p V —p (Terceiro excluido)

uma contradigao se para todas as valorizagoes v, v(¢p) = F. Escreve-se l= ¢. Ex: = p A —p.

Proposigao 1.1. Uma formula ¢ € uma tautologia se e so se =¢ € uma contradi¢cao. Uma
formula ¢ € satisfazivel se e s6 se =¢ nao € uma tautologia. Uma formula é ndo-satisfazivel

se e s0 se € uma contradicdo.

Demonstragao. Seja v uma atribuicao de valores de verdade. Por defini¢ao, v(¢) =V se e s6
se v(—¢) = F. Se ¢ ¢ verdade para todas as valorizagdes entao —¢ é falsa para todas elas. Do

mesmo modo se concluem a segunda e terceira afirmagao. O

Definicao 1.6. Seja I' um conjunto de formulas. Uma valorizacao v satisfaz I' se e s se v
satisfaz toda a formula ¥ € T'. O conjunto I" € satisfazivel se existe uma valorizagdo que o
satisfaz. Uma formula ¢ é uma consequéncia seméantica de I', se para toda a valorizagdo v

que satisfaz T, se tem v(¢p) = V; e escreve-se I' |= ¢.

Se I' = ), entdo 0 = ¢ é equivalente a = ¢. Nota que = ¢ se e s6 se ¢ é uma tautologia. Se
I'={v¢} el | ¢ entao diz-s que ¢ é consequéncia semdntica de ¢ (e escreve-se ¥ = ¢).

Todos estes conceitos podem ser avaliados usando tabelas de verdade. Uma férmula ¢ é
satisfazivel, se houver uma linha da tabela para a qual o seu valor é V; uma tautologia se para
todas as linhas o seu valor é V; uma contradi¢cio se para nenhuma linha o seu valor é V. A
formula ¢ é consequéncia semdntica de um conjunto finito de féormulas {11,...,%,} se para

todas as linhas que todos os v; sao V, entao ¢ também é V.

Se ¥ |= ¢ e ¢ =1 entao ¢ e ¢ sdo semdnticamente equivalentes(i.e as suas tabelas de verdade

sao iguais), e escreve-se 1) = ¢.

Alguns exemplos de formulas semanticamente equivalentes:
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¢ N Y = v A @ (comutatividade)
oV Y = vV @ (comutatividade)

(o N YY) = (mp vV =) (Lei de de DeMorgan)
-(p Vy) = (mp N =) (Lei de DeMorgan)
(0 ANY) NO = o N (Y N O (associatividade)
(¢ V) Vve = oV (Y V0 (associatividade)
(¢ V @) = o) (idempoténcia)
(¢ A @) = o (idempoténcia)
(@ ANY)VE = (¢pVEO) AN (VO (distributividade)
(V) ANO = (6 AN6O)V (¥ AB) (distributividade)
== = ) (Dupla negagao)
by = 6V Y

Exercicio 1.2. Verifica as equivaléncias anteriores. ¢

Exercicio 1.3. Justifica a veracidade ou falsidade de cada uma das afirmagoes segquintes,

onde T' e X representam conjuntos de formulas e ¢,1,0,~v representam férmulas da logica

proposicional:

1.

2.

Se ¢, =60 — v e ¢ =0 entio ¢, =

Sel'=0el' CX, entio X =0,

Sel'=0eX =0, entaioI'NE =06;

SeT'U{o} € satisfazivel entao I' U {—¢} nao € satisfazivel;
pEY—>0eyEY seesised,yE0;

Se ¥ € um conjunto de formulas satisfazivel, entao XU {¢} € satisfazivel ou ¥ U {—¢}

€ satisfazivel qualquer que seja @.
SeX=¢ el =¢ entao XUT = ¢.

Se Y € satisfazivel entao existe uma formula ¢ tal que ¥ - ¢.

1.2.2 Funcgoes de verdade

A tabela de verdade duma férmula ¢, com n > 0 varidveis proposicionais py, .. . py, define uma

funcao de verdade

Fy:{V,F}" — {V,F}
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tal que Fy(z1,...,2,) = vx(¢), onde vx é uma valorizacdo tal que vx(p;) = x; para i €
{1...n}ex; € {V,F}.
Qualquer funcao de f : {V,F}" — {V,F}, com n > 0 diz-se uma funcao de verdade ou

funcao booleana.

Exercicio 1.4. Ezistem 4 funcgoes de verdade e aridade 1 e 16 fungoes de verdade de aridade
2. Constroi as tabelas de verdade correspondentes. E quantas fungoes existem de aridade n,

paran > 07 o

Definicao 1.7. Um conjunto de conectivas C diz-se completo se para qualquer funcao de
verdade f, existe uma formula ¢ com n varidveis proposicionais e contendo apenas conectivas
de C, tal que Fy = f.

Proposicao 1.2. O conjunto de conectivas { A, V ,=} € completo.
Demonstracao. Mostramos por inducao sobre n.

Base. Para n = 1 existem 4 fungoes de verdade:

r1  fi x1  f2 r1  f3 r1 fa
vV F vV F vV V vV V
F F F V F F F V

Sendo ¢1 =p A —p, ¢p2 = —p, ¢p3 =p, ¢4 = p V —p, tem-se que Fy, = f; para 1l <7 < 4.

Inducdo. Supondo que a hipdtese é vélida para n, seja f : {V,F}"*! — {V . F}. Cons-

truimos duas fungoes n-édrias f1 e fo tal que:
fl(l'l, e ,.%'n) = f(a;l, N ,1’n,V)
fo(zi,...;zn) = f(z1,..., 20, F).

Por hipétese de inducao existem ¢;, com varidveis pi,...,py, tal que Fy, = f; para

i =1,2. Tome-se ¢ = (pnt1 A ¢1) V (mPny1 A ¢2), entdo Fy = f.

Proposicao 1.3. O conjunto de conectivas {—,—} € completo.

Demonstragao. Basta ver que ¢ A v ==(¢p — ) e p V 9

(=g = ¥). m

Exercicio 1.5. Mostra que o conjunto de conectivas {—, V } é completo. <
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1.2.3 Uso de conjuntos completos de conectivas

Podemos restringuir-nos s a conjuntos completos de conectivas. Em particular, podiamos ter

considerado na defini¢do da linguagem da légica proposicional, apenas ou:

e as conectivas A, V e —

e as conectivas — e —

E considerar as restantes abreviaturas.
Uma das vantagens de ter um ntimero menor de tipos de féormulas é o de facilitar as demons-
tragoes... Mas também podemos definir outras conectivas. Por exemplo uma para cada uma

das funcoes de verdade unarias ou binarias... As mais usuais sao:

Designagao Conectiva | Féormula semanticamente equivalente
Falso F o N P
Verdade A% oV -

Implicagao ¢ — Y ¢ VoY
Equivaléncia | ¢ < v (mo V Y) A (¢ V )

Ou Exclusivo | ¢ V 9 (@ N =) V (md N W)
Nao-c SR |6 A )
Néao-ou oV (¢ V V)

Exercicio 1.6. Constrdi as tabelas de verdade associadas a cada uma das conectivas. <
Exercicio 1.7. Mostra que

a) pp=(—=>¢) A (¥ —9)

b) ¢ = = — —¢ (contrapositivo)

¢) =6 se e s6sed =)

d) E ¢+ seesdsedp=1

<o

Leituras suplementares [BE00| (Cap. 1, 3, 7) [HR00| (Cap. 1.3, 1.4.1)
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1.3 Formas normais

Vamos ver que podemos transformar féormulas em férmulas seméanticamente equivalentes, de
modo a obter férmulas de formas especiais e que nos permitam decidir mais facilmente sobre
a satisfabilidade ou validade das férmulas originais. Algumas dessas formas normais existem
para qualquer féormula, outras apenas para certas classes de formulas.

1.3.1 Forma normal negativa

Um literal é uma variavel proposicional (p) ou a sua negagao (—p). Uma formula diz-se em

forma normal negativa se a ocorréncia de — for s6 em literais.

Proposigao 1.4. Qualquer formula contendo apenas as conectivas N\, V e — € semantica-

mente equivalente a uma formula em forma normal negativa.

Demonstracao. Basta usar as Leis de DeMorgan e eliminar as duplas negacoes. O
Exemplo 1.3. Determinar a forma normal negativa de =((p V q) N —p).

-((p vV @) N —p)
=(p V q) V = p (DeMorgan)
(—=p A —q) V =—p  (DeMorgan)

(=p A —q) V p (Dupla Negagao)
Exercicio 1.8. Determina a forma normal negativa de

(prag)or) A=pe(gor))

1.3.2 Forma normal disjuntiva

Uma férmula diz-se em forma normal disjuntiva se for da forma:

(Ctn VANNIVAN alkl) V ...V (Oénl VANENRIVAN ankn)

onde cada o;; ¢ um literal.

Lema 1.1. Para qualquer fun¢io de verdade f : {V, F}" — {V, F}, existe uma féormula ¢

com n varidveis proposicionais e em forma normal disjuntiva, tal que Fy = f.
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Demonstracao. Se f = F, para todos os valores dos argumentos, entao ¢ = p1 A —p;. Senao,

para cada valorizagao v (correspondente a uma linha da tabela de verdade de f) seja:
o =11 N ... N

onde

%

= Di sev(p;)) =V
F

Nota que v(¢,) = V. Entao, basta considerar

¢ = \ o

f(v(pl),...,v(pn)):V

Para a seguinte funcao de verdade:

z1 w3 x3 | f(71,72,73)
vV V.V A%
V V F A%
V F V A%
V F F F
F VvV V A%
F V F F
F F V F
F F F F

uma férmula em forma normal disjuntiva é:

(pr A p2 Ap3) vV (p1 Ap2 Ap3) V(pr A op2 Aps) vV (mp1 A p2 A Dps3)

Corolario 1.1. Qualquer formula é semanticamente equivalente a uma férmula em forma

normal disjuntiva.
Exercicio 1.9. Demonstra o Coroldario 1.1. <

Resolucao 1.3.1. Dada uma formula, € possivel transformd-la numa semanticamente equi-

valente em forma normal disjuntiva, considerando os sequintes passos:
1. obter uma formula apenas com as conectivas N\, V e —

2. obter uma formula em forma normal negativa
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3. aplicar a distributividade: (¢ V ) N 0= (p N 0) V (¥ A 0)
0NV Y)=(0 AoV (0AY

Exercicio 1.10. Determina uma forma normal disjuntiva para

(p V1) (g A —p)
<&

Resolugao 1.3.2 (1.10).

(pVvr)=(gA-p)AgA-p—=(Vr)
~(pVr)Vi(gA-p) A (@A -p)V(pVrT)

(=p A1) V(g A-p) A((mgVp)VpVr)

((kp A =) V(g A —p) A (=g Vp) VvV ((kp A —r)
(@ A =p) A (pVr))

(=p A =r A (2g vV p) V(g A-pA(2gV p))
(cpA-rA(PVT)VI@A-DPAPYVT)

(p AN AN=q)V(p AN Ap)VI(@gAN-pA-g) V(@A -pADp)

(p V1)< (g A —p)

((kpAN=r Ap)V (p AT AT)V(@AN-pADP) V(@A -pAT)
S(p AN -r AN-q) V(g N-pAT)

No dltimo passo eliminamos conjuncoes que nao eram satisfaziveis.

Lema 1.2. Uma conjuncdo de literais Iy N ... A 1, € satisfazivel se e s se para todo o

1<1,5 <n,l; nao € ;.

Corolario 1.2. Uma formula ¢ em forma normal disjuntiva é satisfazivel se e so se alguma

das suas conjuncoes de literais o for.

Obtemos assim um método de determinar se uma féormula é satisfazivel. Em particular, se a

féormula ja estiver em forma normal disjuntiva o método é linear no seu tamanho.

Exercicio 1.11. Eaxplicita este método. ©

1.3.3 Forma normal conjuntiva

Uma férmula diz-se em forma normal conjuntiva se for da forma:

(11 V ... Voaig) A oo A (anr Voo Vo oagg,)

onde cada o;; ¢ um literal.

Por dualidade, temos
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Lema 1.3. Uma disjunc¢ao de literais 1 V ... V 1, é uma tautologia se e so se para algum

1§i,j§n,lié—|lj.

Entao, é facil determinar se uma férmula em forma normal conjuntiva é uma tautologia: basta
verificar se todas as disjungoes sao tautologias, pelo método dado no Lema 1.3.

Mas como obter uma férmula em forma normal conjuntiva?

1. se tivermos a tabela de verdade, por um método dual ao da forma normal disjuntiva:
isto é, escolher as linhas que correspondem a F, considerar para cada uma a disjungao
de literais tal que se z; = V coloca-se —p; e se x; = F coloca-se p;; e finalmente tomar

a conjungao dessas disjungoes (Verifica a corregao!).

2. se tivermos uma férmula, adaptar o método dado para a forma normal disjuntiva, usando

a distributividade para a conjuncao...

Exercicio 1.12. Obtém uma formula em forma normal conjuntiva correspondente a tabela de

verdade dada anteriormente. <
Resolugao 1.3.3. Uma formula é:
(7p1 V. p2 V p3) A (p1 V —p2 V p3) A (p1 V p2 V —p3) A (p1 V p2 V ps3)

Exercicio 1.13. Determina uma forma normal conjuntiva equivalente & férmula

(p vV r)e(g A —p)

1.3.4 Formulas de Horn e Satisfazibilidade

Uma formula de Horn da logica proposicional é uma féormula em forma normal conjuntiva em

que em cada disjungao existe no maximo um literal positivo. Exemplos de férmulas de Horn

sao:
pA—gA (gV )
(=pV gV asVp A(—gV-rVp A(pV-sVs)
(=p V=gV =8) AN (—gV —r V p) As
Numa férmula de Horn, as disjungdes =p; V ... V —p, V p também se podem escrever como

(pr A oo A pp)—p

ou se p nao existe (ou é F):

(p1 A ... A pn) > F
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ou se 0s p; nao existem)

V—op

Nota que nem todas as férmulas tém uma féormula de Horn equivalente...basta que as suas
formas normais conjuntivas tenham mais que um literal positivo que néo possa ser simplifi-
cado...

Para determinar se uma férmula de Horn da logica proposicional é satisfazivel podemos
usar um algoritmo (mais eficiente que a construcao da tabela de verdade correspondente e a
verificagao se para alguma linha a formula tem o valor V).

Vamos ilustrar o algoritmo com a férmula p A =g A (¢ V —p):

e comecar por colocar numa linha as varidveis proposicionais que ocorrem na féormula e

colocar a formula. Ex:

p\quAﬂqA(qvﬂp)

e se alguma das variaveis proposicionais é um dos elementos da conjuncgao atribuir o valor

V a essa variavel (porqué?). Ex:

p \quAﬂqA (¢ vV —p)
Vi
e Com a informagao dessas varidveis preencher a tabela como se tivesse a construir a tabela

de verdade (para essa linha), analisando cada disjungao para determinar se, para ela ser

verdadeira, se pode determinar mais valores para as variaveis proposicionais:

p\q\pAﬁqA(qVﬂp)
v | F

Neste caso, g tem de ser V e entao isso pode ser acrescentado:

\q\pAﬁq/\(q\/ﬁp)
v|v]| F

=

E voltando a repetir este passo, obtém-se:

p\qu Ao g AN (g vV - p)
v|v]| F F

Continuar até mais nada poder ser acrescentado.
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e se no passo anterior se atribuir F a um dos elementos da conjuncao, a férmula também
fica com o valor F e néo ¢ satisfazivel. Caso contrario podemos atribuir & féormula o valor
V se atribuirmos F as restantes varidveis proposicionais. Nota que assim no méximo
um literal por disjuncao é F' (e as disjungdes nao sao unitarias).

No exemplo que estamos a considerar, a formula tem o valor F e portanto nao é satis-

fazivel.

Exercicio 1.14. 1. Justifica a correcao do algoritmo, isto €, que atribui o valor verdade

se e s0 se a formula de Horn € satisfazivel.
2. Aplica o algoritmo as segquintes formulas:
e (<pV —q) AN(—gV r)Ag
ep A (=pVq) A (=g Vp)

e pA(-pVaqg AN —q
epA(=pVaqg AT

1.3.5 Satisfazibilidade

O problema de determinar se uma férmula da logica proposicional é satisfazivel € um pro-
blema com muitas aplicagoes em Ciéncia de Computadores uma vez que muitos problemas
de combinatoria e optimizacao se podem reduzir a ele (p.e. resolugdo de puzzles, como o
sudoku, etc). Ja vimos que este problema se pode resolver através da construcao de tabelas
de verdade, mas no pior caso isso pode ser exponencial no niimero de varidveis. Na realidade,
nao se conhece nenhum algoritmo mais eficiente para resolver este problema para qualquer
tipo de formulas. Contudo, existem classes de formulas para as quais o problema é polinomial
(linear): por exemplo se a férmula estiver em forma normal disjuntiva ou for uma férmula de
Horn. Por outro lado, no caso geral existem diversos algoritmos que na pratica se comportam
muito melhor que o da construcao de tabelas de verdade. Estes algoritmos podem ser apli-
cados a formulas genéricas (com qualquer tipo de conectiva) mas sdo especialmente simples
se as formulas estiverem em forma normal conjuntiva (FNC). Este tipo de férmulas pode ser

representado de forma compacta usando a nocao de cldusula.

1.3.5.1 Clausulas

Definicao 1.8. Uma clausula € uma disjuncao de literais Iy V los V ... V Iy, n > 0. Uma
clausula pode-se representar por um conjunto de literais. Se n = 0 dizemos que a clausula €

vazia e corresponde a F. Sen =1 dizemos que a cldusula € unitaria.
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Por exemplo p V —=¢ V —p V s é uma clausula e pode representar-se por um conjunto
{p,~q,p,s}.
Qualquer féormula da logica proposicional em FNC pode-se representar por um conjunto de

clausulas. Por exemplo,
“pA(q@VrVvg AN(ErVv-as)ANpVs) A(ogV s
pode ser vista como um conjunto de clausulas:

{-p}.{a.r}, {=r,=s},{p, s}, {~q. ~s}}

E como qualquer féormula é equivalente a uma em FNC, se tivermos um método para de-
terminar a satisfazibilidade de clausulas, temos um método que se pode aplicar a qualquer

formula.

Definicao 1.9. Dado um literal | designamos por literal complementar o literal [ definido

por:
7 { =1, sel € uma varidvel (positivo)

p, sel € da forma —p (negativo)

Como vimos no Lema 1.3, uma clausula é uma tautologia se contém um par de literais com-
plementares p e —p. Estas clausulas podem ser retiradas do conjunto sem alterar a satisfazi-
bilidade.

1.3.5.2 O algoritmo de Davis-Putnam

O algoritmo que vamos apresentar é uma variante do original de 1960 [DP60, DLL62| e que
continua a ser a base de muitos dos algoritmos que actualmente sdo mais competitivos (estando
as diferengas nas estruturas de dados e nas diversas heuristicas que usam).

A ideia base do algoritmo é considerar para cada variavel os possiveis valores de verdade e
simplificar a férmula de acordo com essas atribuices até se poder concluir que ela é ou nao
satisfazivel. As simplificagdes incluem um caso especial para as clausulas unitarias. Por uma
questao de legibilidade vamos continuar a representagao de cada clausula usando disjungoes

(em vez de um conjunto de literais).

Definigao 1.10. Seja S um conjunto de cldusulas. Um conjunto S’ € obtido de S por pro-
pagacao unitaria se S’ se obtém de S por repeticao da sequinte transformacao: se S contém

uma clausula unitdria (i.e. com um inico literal 1), entdo:
1. remover de S todas as cldusulas da formal vV C’

2. substituir em S cada cldusula da forma i V C' pela clausula C'.
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Exemplo 1.4. Considera o seguinte conjunto de cldusulas:

{p1,7p1 V 2,03 V p2,7p7 V p2,7p3 V p4,—p3 V ps,ops V. op Vg,

21

-ps V —ps V r,mp Vg V ops,p V pr,or Vo pr}

Aplicando a propagacdo a pi resulta em:

{=p2,p3 V p2,—p7 V p2,7p3 V ps,—p3 V ps,ps V —p V ¢,
-ps V opg V r,mp Vg V ope,p V pr,or Vopr}

Aplicando a propagacdo a —py resulta em:
{p3, =p7,-p3 V pa,=p3 V ps,mpa V p Vg,
—ps V mpg V r,mp vV oog Vopg,p Vopr,or Voprh
Depois de aplicar a propagacdo a p3 e —p7, temos:
{pa,p5,7pa V 70 V ¢, 7ps V mps V or,mp Vg Vops,p, o)
Propagando para ps, ps,—r e p vem:
{a,—p6;—~q V pe}

E finalmente propagando para q e —pg:

{F}

(1.1)

(1.2)

(1.3)

(1.6)

o que determina que o conjunto inicial de cldusulas é nao satisfazivel (e neste caso usando sé

propagacao unitdria,).

O algoritmo basico de Davis-Putnam é o seguinte:

r

DLL(8) {
input: conjunto de clausulas S

output: satisfazivel ou nao satisfazivel

S := propaga(S)

if S vazio then return satisfazivel

if S contem F then return nao satisfazivel
1 := selecciona_literal(S)

if DLL(S U {l}) = satisfazivel
then return satisfazivel

else return DLL(S U {I})
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A funcdo propaga implementa a propagagao unitaria. A fungdo seleciona_literal retorna
um literal da cldusula. Esta fun¢do poderé ser considerada um parametro do algoritmo, pois
uma escolha adequada do literal pode tornar o algoritmo mais eficiente. Possiveis critérios
sao: escolher uma varidvel que ocorre mais vezes; que o produto das ocorréncias de [ e [é
maximo; que ocorre mais vezes em clausulas de tamanho minimal, etc.

Para verificar a satisfazibilidade de um conjunto de férmulas serd necessario primeiro converté-

lo para um conjunto de clausulas.

Exemplo 1.5. Vamos aplicar o algoritmo DLL ao sequinte conjunto de cldusulas:

S={-pV -q-pVgpV -gpV q} (1.7)

Como nao tem cldusulas unitdrias nao podemos aplicar a propagacdo. Temos que seleccionar
um literal, por exemplo, —p. Consideremos, primeiro, o conjunto S aumentado com —p.

Podemos nesta caso aplicar a propagacao (=) sucessivamente:

{-pV =¢,=p VvV ¢,p V ~q,p V ¢, p} =
{~q,q} = {F}

Como S U {—p} € nao satisfazivel, pelo algoritmo temos que considerar ainda S U {p}. Neste

(1.8)

caso a propagacao é:

{-pV =¢,=p V ¢,p V =q,p V q,p} =
{~aq,q} = {F}

(1.9)

E o algoritmo retorna nao satisfazivel.
Pode-se demonstrar que:

Proposigao 1.5. O algoritmo DLL € correcto e completo para a satisfazibilidade de um con-
junto de cldusulas S, i.e. o algoritmo retorna satisfazivel se S € satisfazivel e retorna

nao satisfazivel se S € nao satisfazivel.

Podemos considerar ainda algumas optimizacoes a este algoritmo. A primeira é a eliminag¢do
de tautologias que pode ser feita apenas uma vez quando se converte uma formula (ou conjunto
de formulas) para um conjunto de clausulas (e usando o Lema 1.3), dado que o algoritmo nao
introduz tautologias. Outra optimizacido pode ser feita quando uma variavel p s6 aparece

positivamente ou s6 negativamente (—p) num conjunto de clausulas.

Definigao 1.11. Um literal l é puro num conjunto de cldusulas S, se S nao contém cldusulas
da forma [ Vv C. A eliminacao de literais puros remove do conjunto de clausulas todas as

cldusulas que contém um literal puro.
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Exemplo 1.6. Considera a formula =((p — q) A (p N g —r) — (-p — r)). Una FNC
equivalente em forma clausal é:
{=p vV ¢,7p VvV =q V r,mp,-r} (1.10)

O literal —p é puro neste conjunto, portanto todas as clausulas em que ele ocorre podem ser
eliminadas. Ficimos apenas com {—r}. Como também é puro, podemos eliminar e concluir

que o conjunto € satisfazivel.

Para implementar esta eliminacao, basta termos um contador com o niimero de ocorréncias

de cada literal [. Quando esse contador for 0, o literal lé puro.

Exercicio 1.15. Aplica o algoritmo DLL ao segquinte conjunto de cldusulas:
{pVagVr,—pV-qgV-rpV gV -rpVqg\V -,

(1.11)
-p V ¢,=p V r,pV —qV r}

<

Exercicio 1.16. O sequinte conjunto de clausulas formaliza o principio de Dirichlet (ou pige-
onhole) para 3 pombos e 2 poleiros: é impossivel colocar 3 pombos em 2 poleiros de modo que
cada poleiro sé comtém um pombo! Considera o sequinte conjunto de varidvies proposicionais
{pij |1 =1..3,j =1,2} em que p;; denota que pombo i foi colocado no poleiro j. As clausulas
sequintes indicam que cada pombo € colocado nalgum poleiro:

p11 vV p12,p21 V p22,p31 V P32

Agora € necessdrio formalizar que cada poleiro tem no mdzrimo um pombo: para cada par de
pombos i1 e iy e qualquer poleiro j tem-se que ambos nao podem estar em j, i.e. ~(pi; N Diyj)

ou equivalentemente —p; j V —piy;. Temos entao 6 cldusulas:

—p11 Vo oTp21, P11 VP31, P21 Vo psg,
—p12 V P22, P12 V P32, P22 Vo P32.

Mostra a nao satisfazibilidade o conjunto de 9 cldusulas usando o algoritmo DLL. ¢

Leituras suplementares [BE00| (Cap. 3, 4, 7) [HR00| (Cap 1.5) [GLM97| (Cap 2.2, 4.3)

1.4 Sistemas dedutivos

Considera os raciocinios seguintes:

1 Todos os homens sao mortais

Sécrates é um homem

2
3 | Socrates é mortal



24 CAPITULO 1. LOGICA PROPOSICIONAL

1 Todos os actores ricos sao bons actores

Brad Pitt é um actor rico

2
3 | Brad Pitt é bom actor

Informalmente, um raciocinio é uma sequéncia de afirmacoes das quais uma — a conclusao —
deve ser consequéncia das restantes — as premissas. A conclusdo é uma consequéncia logica
das premissas, se for verdadeira sempre que as premissas forem verdadeiras. Neste caso temos
uma raciocinio vdlido. Num raciocinio valido se as premissas forem verdadeiras, o raciocinio
é integro. Nos exemplos anteriores, o primeiro raciocinio é integro, mas o segundo nao: a

primeira premissa é falsa!

1.4.1 Meétodos de deducgao

Como podemos mostrar que uma conclusao € uma consequéncia logica das premissas?
Construindo uma sucessao de passos em que em cada um a conclusdo é inequivocamente
consequéncia das conclusoes e premissas anteriores. Formalmente iremos considerar sistemas
de deducao.

Por outro lado, para mostrar que uma conclusao nao é consequéncia ldgica das premissas,
temos que mostrar que existe uma situacao em que as premissas podem ser verdadeiras e a

conclusao falsa. Essa situacao é designada de contra-exemplo.

1.4.2 Sistemas de dedugao axiomaticos

Um sistema de dedugao axiomatico D é um método sintactico, constituido por:
axiomas (logicos): formulas base, que caracterizam as propriedades das conectivas
regras de inferéncia: modos de obter féormulas a partir de outras

Definicao 1.12. Uma sucessdao finita de formulas ¢1,... ¢, € uma deducdo de ¢, em D a

partir de um conjunto X de formulas se para cada 1 <1 < n se verifica:
o ¢ €Y
e ¢; ¢ um axioma

e ¢; resulta de ¢1...¢;—1 por aplicagdo duma regra de inferéncia

Neste caso diz-se também que ¢, pode ser deduzido a partir de X3 e escreve-se ¥ Fp ¢,. A

formula ¢y, é um teorema (de D) se ¥ = () e escreve-se b-p ¢y,. Neste caso, a dedugao ¢1, ... oy
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diz-se uma demonstragao de ¢p,. Se ¥ = {01,...,0,} € finito, em vez de ¥ Fp ¢ escreve-se

01,....0, Fp @

e D serd omitido se for explicito no contexto.

1.4.3 Sistema de deducao natural, DN

Sistema inventado por G. Gentzen (1935) (e também por S. Jaskowski), e cujas regras pre-
tendem reflectir as formas de raciocinio usadas nas demonstragoes matemaéticas. Nao tem
axiomas, s6 regras de inferéncia. Uma das suas originalidades, em relagdo a outros sistemas
axiomaticos, é possibilidade de introduzir hipoteses no meio da deducgao, mas que terao se
ser eliminadas antes da dedugdo perminar. Outra caracteristica é a dualidade das regras.
Para cada conectiva logica existem dois tipos de regras: de introdu¢ao (da conectiva) e de
elimina¢ao (da conectiva).

Consideremos um exemplo. Suponhamos que queremos concluir que

PVi@Aar)—=((VvaegApmVr)

¢ uma tautologia (¢é valida).

Para tal, supomos que (p V (¢ A 7)) se verifica e tentamos concluir ((p V ¢) A (p V 71)).
Como temos uma disjun¢ao no antecedente, temos que supor separadamente que p se verifica
ou que (g A r) se verifica (eliminagdo de V). Suponhamos p, entdo p V ¢ também se verifica
(pois numa disjungao basta que um se verifique) (introdug¢ao de V), e também temos p V r
(introdugao de V ). Mas entao, também se verifica a sua conjungao ((p V ¢) A (p V 1))
(introdugdo de A ). Agora se (¢ A r) se verifica, entao ¢ e r verificam-se (eliminagao de N ).
Entao (p V q) e (p V r), também se verifica, assim como a sua conjungao. Temos a seguinte

drvore de demonstracao:

p qgnNT
pVyq q
pVr T
((pVva)A(pvVvr) pVyq
pVr

(Vg n(pVr)

Como supondo (p V (¢ A r)) se “deduz” ((p V q¢) A (p V r)), podemos concluir que
pV(@gATr)—=0UpV q AN (pVr)) (introducao de —).
Vamos agora formalizar as regras de inferéncia DN.

Uma regra de inferéncia é da forma:
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de ¢1 ... ¢y infere-se ¢,

e pode ser representada graficamente (em arvore) por:

¢17"'5¢k’
én

1.4.3.1 Regras DN para a conjungao

Introdugao de A

¢
AN

Se ja deduzimos ¢ e 9 entdo podemos deduzir ¢ A

NI

Eliminacao de A

¢ NY ¢ NY
N Eq
¢ (G
Se deduzimos ¢ A 1 podemos deduzir ¢; e podemos também deduzir .

N Eo

Exemplo 1.7. Mostrar que p A q,7Fq A 7.

Resolugao 1.7.1. Podemos construir a dedug¢ao numa arvore:

A
pqu/\EQ r
— NI

qAT
em que as folhas sao as premissas. Mas estas drvores podem ficar muito grandes, portanto
vamos considerar uma representacao linear para as dedugoes: numeram-se 0S passos, separam-

se as premissas e, para cada passo, indica-se qual a regra a aplicar e quais as formulas que

intervém. Para a deducgdo anterior, temos

1 [pAgq

2 |r

3 7 AE, 1
4 g AT AL 3, 2

Esta notagao para a representacao de dedugoes naturais denomina-se notacao de Fitch.

Exemplo 1.8. Mostrar que (p A q¢) N rt1r A q
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Resolugao 1.8.1.

L |(pANg) AT

2 |pAg AE, 1
3 |r AE, 1
4 |q ANE, 2
5 |7 AN gq AL 3, 4

1.4.3.2 Regras DN para a disjungao

Introdugao de V

¢ Y

v I

¢V P ¢V P

Se ja deduzimos ¢ podemos deduzir qualquer disjuncdo que contenha ¢.

\VA D

Eliminagao de VvV

se ja deduzimos a disjungao ¢ V ¥
e se supusermos ¢ deduzirmos v (numa sub-dedugao)

e ¢ se supusermos 1 deduzirmos v (numa sub-dedugao)

entao podemos deduzir

Nestas regras, expressoes [¢] indicam que estamos iniciar uma sub-dedugao com premissa ¢,
que s6 deve ser considerada nessa sub-deducéo. As sub-dedugbes tém de terminar pela ordem
em que foram iniciadas. Neste caso as sub-dedugoes terminam quando v for deduzido. Na

notacao de Fitch, cada sub-dedugao é iniciada com uma indentagao.

Exemplo 1.9. Mostrar que (p A q) V (¢ A 1)k q.
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Resolugao 1.9.1.

L {(pAqg VigAr)

2 p A q

3 q ANE, 2

4 q AT

5 q AE, 4

6 |4q VE, 1,2-3,4-5

1.4.3.3 Regra DN de Repetigao

Numa deduc¢do podemos sempre repetir uma conclusao ja obtida. A essa regra chamaremos

repetigao:

n

Exemplo 1.10. Mostrar que (p A q) V qtq

Resolucgao 1.10.1.

1L |(pNaqg)Vag

2 p N q

3 q AE, 2

4 q

5 7 R, 4

6 |q VE, 1,2-3,4-5

1.4.3.4 Utilizagao de sub-dedugoes

Como ja foi referido, uma deducao pode ser composta por sub-deducées que introduzem novas
premissas. Mas nem essa premissa, nem as formulas delas deduzidas podem ser usadas depois

da sub-dedugao em que ocorrem terminar. Considera a seguinte dedug¢ao:
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Li(eAqg VAT

2 p AN q

3 P AE, 2

4 q AE, 2

) q AT

6 q AE, 5

7 lq VE, 1, 2-4, 56
8 | g AN p AL T3

Esta dedugao estda ERRADA! No passo 8 é usado um passo que ocorre numa sub-dedugao que
ja terminou. Uma sub-dedugao ¢ iniciada com a introdugao de novas hipoteses (premissas) e
as deducoes ai feitas dependem delas. Quando termina a sub-deducao, essas hipéteses deixam

ser assumidas e portanto nao se podem utilizar!

1.4.3.5 Regras DN para a Negacao

Eliminagao de —

Corresponde a uma das partes do principio da dupla negacao.

——¢
5

-E

Introducgao de —
Esta regra corresponde a demonstragoes por contradicao. Representamos por F uma contra-
di¢do (p.e., ¢ A —9).

[¢]

F

¢

Se supondo ¢ podemos deduzir uma contradigao, entdo podemos deduzir —¢ das premissas

I

originais.

1.4.3.6 Regras DN para F

Se nao considerarmos F como uma abreviatura de ¢ A —¢, temos de ter uma regra para o

introduzir!:

Lcaso contrario podemos ignorar...
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Introdugao de F

¢
F
Se deduzimos ¢ e —¢ entao temos uma contradigao.

FI

Exemplo 1.11. Mostrar que ¢ F ——¢.

Resolugao 1.11.1.

.y
2 | | -¢

3 F FI 1,2
R ~1, 23

Eliminagao de F

gFE

Se deduzimos uma contradi¢do, entdo podemos deduzir qualquer féormula.

Definigao 1.13. Um conjunto de formulas X3 diz-se inconsistente se > - F.

1.4.3.7 Métodos de demonstragao

Vamos ilustrar algumas aplicagoes das regras anteriores, em demonstragoes em matematica.

Demonstragao por casos A regra da eliminagao da disjungao corresponde ao método

de demonstragao por casos. Consideremos o seguinte problema:
Mostrar que existem irracionais b e ¢ tal que b° € racional
~ ~ . V2 , , . . .
Demonstragio. Demonstracao por casos: Seja /2" . Este ntimero é racional ou irracional.
V2, . ~
e Se v/2V7 é racional entao basta tomar b = ¢ = v/2

e Se ﬁﬁ é irracional, entao seja b = \/5\/§ e ¢ =+/2. Vem b° = \@ﬁﬁ = \/52 = 2,

que é racional.

O

E de referir que a demonstragao anterior nao é construtiva, uma vez que nao foi determinado

V2, - .
se \/5 é ou nao racional.
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Demonstragao por contradigcao A regra da introdugao da negacgao, é usada nas de-
monstragoes por contradigao, isto é, supoe-se a negagao do que se quer provar e chega-se a

um absurdo. Suponhamos o seguinte problema:
Mostrar que /2 ndo € racional.

Demonstragio. Suponhamos que /2 é racional. Entdo existem p e ¢ tal que v/2 = p/q, com
um deles impar (porqué?). Entao Iq’—z =2. E p? = 2¢%. Entao p? é par e p também (verifica!).

E 4| p?e4|2¢% Mas entdo ¢> também é par! Temos entdo uma contradicio. O
Exemplo 1.12. Mostrar usando o sistema DN :

a) ~p vV gk (p A q)

b) = =(p A —p)

¢c) =(—=p Vg kp

Resolugao 1.12.1. a) =p V ¢ F =(p A q)

1 -p V g
2 —p
3 —p N q
4 P AE, 3
5 F FI 2 4
6 =(p A q) -1, 3-5
7 l
8 —p N q
9 q AE, 8
10 F FI, 7,9
11 =(p A q) -1, 8-10
12 | =(p A q) VE, 1, 2-11
b) F=(p A —p)
1 p A —p
2 P AE, 1
3 -p AE, 1
4 F FI, 2,3
5 | =(p A —p) =1, 14
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¢c) 2(-p Vg tp

L | =(=pVq)

2 —p

3 -p V q VI, 2

4 F FI 1,3
5 | =p -1, 24
6 |p -F, 24

Leituras suplementares [BE00| (Cap. 2,5,6)

1.4.3.8 Regras DN para a implicagao

Eliminacao de — (modus ponens)
Esta regra é habitualmente conhecida por modus ponens (em latim, modo que afirma) e
corresponde a raciocinios condicionais:

6 bov
v

Se ja deduzimos ¢ e ¢ — 1, entdo podemos deduzir 1.

E

Exemplo 1.13. Mostrar que p,p — q¢,p — (¢ — r) .

Resolucgao 1.13.1.

1 |p=(@—r)

2 |p—yq

3 |p

4 7—)7‘ —FE 1,3
5 | q —F, 2,3
6 |r —FE 4,5

Introdugao de — (regra da dedugao)
A regra para introduzir uma implicacdo necessita duma sub-deducéo: supondo ¢ tentamos
deduzir 1. Se tal acontecer, terminamos a sub-dedugao (retirando a suposi¢ao) e concluimos
¢ — Y

[¢]

— 1

¢ =
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Exemplo 1.14. Mostrar que (p V q) - rFp—r.

Resolucgao 1.14.1.

L | (pVag—r

2 p

3 p Vg VI, 2

4 r —FE 1,3
5 |p—=r -1, 24

1.4.3.9 Dedugoes sem premissas

Com a introdugao da implicacao (regra da dedugao) podemos converter qualquer dedugao com

premissas numa deducgao sem premissas:
Exemplo 1.15. Mostrar que - ¢ — ——¢.

Resolugao 1.15.1.

1 ¢

2 | | |9

3 F FI 1,2
4 ——¢ ~1,2-3
5 | ¢ —= o —1, 14

Em geral temos:
Lema 1.4. (da dedugdo) XU {¢p} 1 se e sé se B+ ¢ — .

Demonstra¢ao. =: Se ¥ U {¢} F 1, obtemos ¥ - ¢ — 1), supondo ¢, usando a deducao
anterior até obter ¥ e aplicando a regra — 1.

<: Se ¥ ¢ — 9, para obter X U {¢} F 1, usamos apenas dedugao de ¢ supondo ¢. O

1.4.3.10 Algumas regras derivadas de DN

A partir das regras base podemos obter regras derivadas que correspondem a teoremas no

sistema DN (eventualmente usando o lema da dedugao).

Modus Tollens (em latim, modo que nega)

P2y
¢

Exemplo 1.16. Mostrar que ¢ — 1, =) F —¢.

MT
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Resolugao 1.16.1.

L o=
2 |
3 ¢
4 P —E 1,3
) F FI 2,4
6 | o -1, 3-5
Introdugcao da dupla negacao
¢
7‘|‘|I
_|_|¢
Reducao ao absurdo
[=¢]
F
RA
¢

Se tivermos uma deducgao de F supondo —¢ podemos ter uma dedugao de -¢ — F. Entao

basta mostrar =¢ — F - ¢:

1 | ¢—=F

2 —¢

3 F —E, 1,2
4 | —=g -1, 2-3
5 | ¢ -E, 4

Terceiro excluido

—TE
¢V o
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1 —(¢ V —9)

2 ¢

3 bV - VI, 2

4 F FI, 1, 3
5 — I, 2-4
6 ¢V ¢ VI, 5

7 F FI, 1,5
8 | ¢V o RA, 1-7

Exemplo 1.17. Mostrar ~¢q — —pt p — ——q.

Resolucgao 1.17.1.

1 | ~q——p

2 D

3 ——p =1 2

4 g MT, 1, 3
5 | p— g —I, 24

1.4.3.11 Equivaléncia dedutiva

Dadas dumas férmulas ¢ e 9, dizemos que ¢ e 1 sao dedutivamente equivalentes se e s6 se

¢ ket ¢. E denotamos por ¢ - .
Exercicio 1.17. Mostra que ¢ 4 1) se e sé set (¢ =) A (¥ = ¢). ©
Proposicao 1.6 (Contraposigao).

R e

Demonstracao. Vamos mostrar s6 ¢ — ¢ = =) — —¢:

1 | ¢o—

2 —tp

3 - MT, 1, 2
4 | —p = =g —I,2-3
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1.4.3.12 TIlustracao da aplicagao das regras

Demonstragao duma afirmagao condicional Como ji vimos, a regra da introducao
da implicagao corresponde & demonstracao de uma condicional. Suponhamos que queremos

mostrar que:
Se n? € par entdo n € par

Demonstra¢io. Suponhamos que n? é par. Vamos provar que n é par, por contradicio. Su-

ponhamos que n é impar, entao n = 2m + 1, para algum m. Entao:
n?=2m+1)? =4m* +4m +1=202m* +2m) + 1

que é impar! Entao n é par. E temos demonstrada a implicacao. O

Demonstragao por contraposicao De igual modo temos as demonstragoes por contrapo-

si¢ao. Suponhamos que queremos mostrar que:

Se n ndo € par entio n® ndo € par

Demonstra¢do. Suponhamos que n nao é par, i.e é da forma n = 2m + 1, para algum m.
Entao:
n?=2m+1)? =4m?* +4m+1=202m* +2m) +1

2 ¢ fmpar, e portanto nao é par. Entdo temos demonstrada a implicacdo. [

0 que mostra que n
Neste caso evita-se a redugiio ao absurdo...
Exemplo 1.18. Mostra que:

a) Ep VvV =(p A q)

b) ~(¢ A P)F = V

¢ AaqV-pV g

d) ¢ =Y E=p Vi

e) Fo— (Y — o)

(@@= @ —=0) = ((¢—=v¢)—(0—10))
9) b (= = =¢) = (= = ¢) = ¥)
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Resolugao 1.18.1. a) Fp V =(p A q)

Supondo a regra do terceiro excluido (TE)

1

N O Ut e W N

b) =(¢ A Y) =g V

¢c)F( ANq) VvV -pV —q

=P ANg V(pAa

pha
p
pV A g
—(p A q)
pV A q)
pV ~(pAq)
L | =(o A9)
2 —(m¢ vV )
3 —¢
4 ¢ V =
5 F
6 ——¢
7 ¢
8 -
9 ¢V o
10 F
11 )
12 W
13 ¢ A P
14 F
15 | ==(=¢ vV 1)
16 | —¢p v

TE

ANE, 2
VI, 3

VI, 5
VE, 1, 2-4, 5-6

VI, 3
FI 2, 4
~1, 3-5
—E, 6

VI, 3
FI, 2,9
~1, 8-10
-E, 11
AL T, 12
FI 1,13
~1, 2, 14
~E, 15

37

Usar a regra do terceiro excluido com (p A q) V —(p A q) e ver a resolugao do exercicio

anterior
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d) ¢ =Yg VY

1 o=y
2 (¢ V ¥)
3 ¢
4 ¢ V1 VI, 3
5 F FI, 2, 4
6 ¢ -1, 3-5
7 é ~E, 6
8 Y —E 1,7
9 -V P VI, 8
10 F FI, 2,9
11 | == (=¢ V ¥) -1, 2-10
12 | —¢ V -E, 11
e) ¢ — (1= 9)

1 ¢

2 | | |

3 ’? R, 1

4 () —1, 23

5 | o— (Y — ) —1, 14

HE@—= @ —=0)—=(¢—=v) = (0—10)

1 ¢ — (¢ —0)

2 (6 = )

3 ¢

4 ? —E, 2,3
) v —0 —E 1,3
6 0 —F, 4,5
7 o —0 —1, 3-6
8 (=) — (¢ —6) —1,2-7
9 o= W —0)—(p—¢)— (¢p—0) —1,1-8
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9) F (¢ = =¢) = (-¢ = ¢) = ¢)

1 ) — ¢

2 = ¢

3 —p

4 b —E, 2,3
5 ¢ —FE 1,2
6 F FI 4,5
7 ) -1, 3-6
8 (0 -E, 7

9 (- — @) = —1, 2-8
10 | (¢ = =¢) = (- — @) = ¢ —1,1-9

Leituras suplementares [BE00| (Cap. 8.1-2)

1.5 Integridade e completude de um sistema dedutivo

Um sistema dedutivo é um conjunto de regras, puramente sintacticas. Para que possa ser
usado para obter a validade ou consequéncia logica de formulas é necessario (desejavel) que seja
integro e completo. Isto é: que o que se deduza seja consequéncia seméantica das premissas,
e se uma férmula for consequéncia seméantica das premissas entao existe uma deducao para

ela.

Definigao 1.14 (Integridade). Um sistema dedutivo é integro, se dado um conjunto ¥ de
premissas e uma conclusao ¢, se existe uma deducdo de ¢ com premissas ¥, i.e X Fp ¢, entdo
a conclusao ¢ € consequéncia semantica de ¥, i.e ¥ |= ¢. Em particular, se p ¢ entao ¢ é

uma tautologia (= ¢) .

Definigao 1.15 (Completude). Um sistema dedutivo é completo, se dado um conjunto ¥ de
premissas e uma conclusao ¢, se ¢ € consequéncia semdntica de ¥, i.e ¥ |= ¢, entao existe
uma deducao de ¢ com premissas X, i.e ¥ Fp ¢. Em particular, se ¢ é uma tautologia (= ¢)

entao Fp ¢.

1.5.1 Integridade do sistema de deducao natural DN

Proposicao 1.7. Se ¥ ¢ entio ¥ = ¢.
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Demonstra¢do. Suponhamos que temos uma dedugao de ¢, ¢1,...,¢, = ¢. Vamos mos-
trar que em cada passo a férmula que ai ocorre é consequéncia seméntica das premissas (ou
hipoteses) que ai sao assumidas.

Provamos por reducao ao absurdo: Suponhamos que existe um passo p que contém uma
férmula que nao é consequéncia seméntica das premissas assumidas em p. E seja p o primeiro
desses passos . Vamos ver que qualquer que seja a regra de DN aplicada em p, temos uma
contradi¢do. O que permite concluir que nao existe tal passo p. Fazemos a demonstragao
por casos, considerando cada uma das regras. Basicamente temos dois tipos de casos: os que
correspondem a regras com sub-dedugoes e os a regras sem sub-dedugoes.

Suponhamos que a regra a aplicar é a eliminacao da implicagao:

—E
Seja 0 a formula deduzida no passo p por aplicagao de — E
w a¢ — 0e¢. E sejam ¢q,...,¢r as premissas assumidas
em 6, e, por hipotese, 6 nao é consequéncia seméantica delas.
Mas as premissas para ¢ — 0 e ¢ estao entre os ¢1,..., ¢k €
ambos sdo consequéncia seméanticas delas:
L | ¢
n | ¢—0
®2
l ¢
?3
P 0
Considera a tabela de verdade para as formulas ¢1, ..., ¢r,0,0 — 6 e 8. Por hipotese, existe

uma valorizagdo v tal que v(¢;) = V, 1 < i < k e v(d) = F. Mas também tem-se que
v(p) = v(¢p — 0) = V. Mas isto contradiz a tabela de verdade para a implicagdo. Portanto
concluimos que esta regra nao pode ser aplicada no passo p (se existir).

Vejamos agora o caso da regra da introdugao da implicagao:
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—1
[] : Suponhamos que o passo p deduz ¢ — 6 por aplicagao da
: regra — I a uma sub-dedugado com premissa ¢ e conclusao 6.
(G Sejam ¢1, ..., ¢, as premissas assumidas em ¢ — 6. Em 6 as
oY premissas sao algumas das ¢1, ..., ¢ e ¢. E ¢ é consequéncia
semantica dessas premissas.
¢ —0
Seja a tabela de verdade para ¢1,..., ¢k, ¢, @ — 0 e 6. Por hipdtese, existe uma valorizagao
v tal que v(¢;)) =V, 1 <i < kewv(p — 0) =F. Entao temos também que v(¢) = V e
v(0) = F. Mas isto contradiz o facto de 6 ser consequéncia semantica de ¢1,...,¢x e ¢. Logo

esta regra também nao pode ser aplica no passo p.

Suponhamos que a regra a aplicar é a eliminagao da disjungao:

VE
(@] [¥] : Suponhamos que o passo p deduz 6 por aplicagao da regra
‘ ' V E a ¢ V 9 e duas sub-dedugées uma com premissa ¢ outra
PV Y Yo com premissa ¢ e ambas com conclusao 0. Sejam ¢1, ..., Ok
¥

as premissas assumidas em 6 (no passo p) e por, hipotese,
f nao é consequéncia seméntica delas. Mas ¢ V 1 é con-

sequéncia seméantica de algumas delas.
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n oV P
¢
l 0
v
m 0
P 0
Seja a tabela de verdade para ¢1,...,¢r, @ V 1, e 0. Por hipbtese, existe uma valorizacao v

tal que v(¢;) =V, 1 <i<k v(¢p V ¥) =V ewv(d) =F. Entao também, ou v(¢) = V ou
v(1) = V. Ambos os casos obrigavam a v(f) = V, no passo [ ou no passo m respectivamente,
uma vez que nesses passos 6 é consequéncia seméantica de ¢1,...,¢x, € ¢ ou Y. Mas isto
contradiz a hipotese de se ter v(f) = F.

Vamos apenas considerar mais um caso. Suponhamos que se aplica a regra da eliminagao de

F:
FE : Suponhamos que no passo p se deduz ¢ de F. Sejam ¢1, ..., ¢ as pre-

missas assumidas em ¢, que sdo as premissas assumidas em F (e das

quais F é consequéncia seméntica). Mas isto s6 pode ser se ¢1, ..., O

<

forem todas contradi¢oes. E portanto ¢ é (vacuosamente) consequéncia

semantica de ¢1, ..., Q.

Depois de analisados os restantes casos e em todos obtermos uma contradi¢cdo, podemos con-
cluir que uma deducéo no sistema DN nao pode ter passos que nao sejam consequéncia

semantica das premissas. O

Corolario 1.3. Se - ¢ entdo = ¢.

A integridade da dedugao natural permite-nos determinar se nao existe uma dedugao de uma
formula 1 a partir de premissas ¢1,..., o, (i.e ¢1,...,¢, I/ 1): basta encontrar uma valori-
zacao v tal que v(¢;) =V, 1 <i<newv()=F (ie que ¢1,...,¢, [~ ¥). Nota, contudo,
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que a integridade nao permite concluir que se v é consequéncia seméntica de ¢1, ..., ¢, entao

existe uma dedugao...isso é a completude.
Exercicio 1.18. Mostra que =p V (¢ = p)t/—p A q. ©

Exercicio 1.19. Termina a demonstrag¢ao da proposi¢ao 1.7. ©

1.5.2 Completude do sistema de dedugao natural DN

Vamos ver que a dedugao natural DN é completa para a légica proposicional: qualquer
consequéncia seméantica pode ser deduzida em DN; em particular todas as tautologias sao
teoremas de DN.

Seja v uma atribui¢ao de valores as varidveis. Para cada féormula ), define-se

W}_{w sev(y) =V
~p seu(y)=F

Lema 1.5. Seja ¢ uma formula cujas varidveis proposicionais $Go qi,...,GQn, € SEJG U UMa

atribuicdo de valores as varidveis. Entao
U v v
q17 ceey Qn '_ ¢

Por exemplo, sejap A ¢q, v(p) =V e v(q) = F. Temos que p* =p, ¢ = —~qge (p N q)' =
—(p A q). Entao pelo lema, vem que p,~qF —(p A q).

Demonstra¢ao. Por indugao estrutural na formula ¢ (= no nimero de conectivas que ocorrem

em ¢):
¢ = q1 Entao é claro que ¢f - ¢f

¢ = 1 etem-se que ¢f, ..., ¢ - ¢} por hipdtese de indugao. Se v(¢p) =V, entdo v(¢p1) =F,
donde ¢V = —¢1 = ¢} e portanto ¢7,...,q; F ¢”. Caso contrario, v(¢) = F, entao
v(¢1) = V, entdo ¢} = ¢1 e ¢p¥ = =¢p1. Podemos estender a dedugao de ¢f,...,q" - ¢1

usando a regra ——I e obtemos uma dedugao ¢y, ..., q, F 7¢1 = ¢".

¢ = ¢10¢y onde o pode ser A, V ou —. Sejam pi,...,p; € r1,...,Tk, respectivamente
as varidveis proposicionais que ocorrem em ¢1 e ¢2, € {q1,...,qn} = {p1,..., i} U
{ri,...,me}. Dep},....p F o] ery,...,r} = ¢5 podemos deduzir, usando a regra A I:

Qiseern =07 N &3

donde temos de deduzir ¢v.
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¢ =¢1 — P2 Se v(¢p) =F, entao v(p1) =V e v(¢p2) = F. Entao ¢} = ¢1 e ¢ = —¢o,
eql,....qh o1 N o Parater ¢f,...,q. F =(¢1 — ¢2), basta que ¢1 A —¢pg -
—(¢1 — ¢2) (mostral).
Se v(¢) = V, temos 3 casos:

o v(p1) = v(¢p2) = F. Entao ¢} = ¢y e 9§ = =2, e ¢f,...,q0 F =1 A —a.
Para ter ¢7,...,q F ¢1 — ¢2, basta que =¢1 A —p2 F ¢1 — ¢2 (mostral).

o v(¢1) =F ev(p2) = V. Entao ¢} = =¢1 e ¢4 = ¢2, e qf,..., ¢ F ~d1 N ¢a.
Para ter ¢7,...,q) F ¢1 — ¢2, basta que =¢1 A ¢2 - ¢1 — P2 (mostral)

o v(p1) =v(p2) = V. Entao ¢} = ¢1 e ¢4 = ¢2, e ¢f,...,qo = ¢1 A ¢2. Para
ter q7,...,qu F ¢1 — 2, basta que ¢1 A P2 - ¢1 — ¢2 (mostral)

¢ =¢1 N ¢ Temos 4 casos:

o v(¢1) =v(p2) = V. Entao ¢] = ¢1 € ¢4 =2, e qf,...,q0 F é1 A ¢2 e entdo
q’f7)q;}1,'_¢l A ¢2:¢U

o v(p1) =F ev(pp2) = V. Entdo ¢} = —¢1 e ¢ = 2, e ¢}, ..., q0 = =1 A ¢o.
Para que ¢7,...,q5 F =(¢1 A ¢2) = ¢¥ basta que =1 A P2 b (1 A b2)
(mostral)

o v(¢1) =V ev(p2) = F. Entao ¢} = ¢1 e ¢h = =2, e qf,..., ¢4 F ¢1 A —¢a.
Para que ¢f,....q; F ~(¢1 A ¢2) = ¢ basta que g1 A =d2 F —(d1 A ¢2)
(mostral)

e 0(¢1) = v(¢a) = F. Bntdo ¢ =~y e 6§ = o, € qfs..., gL F b1 A .
Para o gf,...,q, = =(¢1 A ¢2) = ¢" basta que =1 A o = =(d1 A ¢2)
(mostral)

¢ =¢1 V ¢o Temos 4 casos:

e v(¢1) = v(p2) = F. Entdo ¢f = —¢1 e ¢5 = =2, e ¢f,...,qn = ~p1 A —¢ha.
Para que q,...,qn = =(¢1 V ¢2) = ¢” basta que ~¢1 A —¢a = ~(d1 V ¢2)
(mostral)

o v(p1) =v(¢p2) = V. Entao ¢} = ¢1 e ¢4 = ¢2, e ¢f,...,qo = ¢1 A ¢2. Para
que ¢f,...,q0 F @1 V ¢a = ¢" basta que ¢1 A ¢p2F p1 V ¢pa (mostral)

o v(p1) =F ecv(p2) =V. Entao ¢} = —¢p1 e ¢4 = 2, e ¢}, ...,q0 F =1 N ¢o.
Para que ¢},...,q0 F ¢1 V ¢2 = ¢¥ basta que =¢1 A ¢a - @1 V @2 (mostral)

o v(p1) =V euv(pz) =F. Entao ¢ = ¢1 e 98 = =2, e ¢}, ..., ¢0 F ¢1 A —a.
Para o ¢},...,qh F ¢1 V ¢2 = ¢ basta que ¢p1 A =2 F ¢1 V o (mostral)

O
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Proposicao 1.8. Se = ¢ entao b ¢, i.e, se ¢ é uma tautologia entiao ¢ € um teorema.

Proposicao 1.9. Se ¢1,..., ¢, E ¢ entao ¢1,...,¢n F ¢.

Demonstracao. Prop.1.8
Seja ¢ uma tautologia e pi,...,p, as varidveis proposicionais que nela ocorrem. De |= ¢ e

pelo lema 1.5, v(¢) = Ve pYy,...,p’ F ¢, para toda a valorizagdo v. Tem-se entao que:

pll)v e 7plr}1717pn l_ ¢ € p11}7 e 7p7271=_‘pn l_ (b

para toda a valorizacao v. Usando TE para p, V —p, e a regra V E, podemos combinar as

duas deducgoes anteriores numa de:
p11)7"'7p%71 l_ ¢

Esquematicamente temos:

v
Pn—1

21 jut Dn VYV TPn TE

S
3

¥
<
3

< [

E]

0] VE

Dy s Dp_1:Pn E @ Pl s Pp_1, P @ [ TRy S

Repetindo o processo n — 1 vezes para pi,...,pn—1 Obtemos F ¢ O

Lema 1.6. ¢1,...,¢n E 9 se e s se = (¢1 — (p2 = (.. (dn = ) ...))).

Demonstragao. Por contradigao. Para qualquer valorizagdo v((¢p1 — (d2 — (... (én —
¥)...)))) = F se v(¢;) = V para todos 1 < i < n e v(tp) = F (mostral). Mas isto con-
tradiz ¢1,..., ¢, = P! O]

Demonstragao. (Prop. 1.9) Pelo lema 1.6, = (¢p1 — (¢2 — (... (¢ — ¢)...))). Pela
proposigao 1.8, F (¢1 — (¢2 — (... (¢, = 1) ...))). E pelo lema 1.4 (da dedugao, pagina 33),
¢1, o ¢n H ¢ 0
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O resultado anterior também se verifica para o caso X ser infinito e portanto juntando a

integridade e a completude, temos para qualquer conjunto de férmulas:

YE¢ seesose XhEo

Leituras suplementares [BE00| (Cap. 8.3)

1.6 Decidibilidade da légica proposicional

Proposicao 1.10. Dado uwm conjunto de férmulas ¥ e uma formula ¢ € decidivel se ¥+ ¢,

i.e, existe um algoritmo que determina se ¢ € dedutivel de 3.

Demonstra¢ao. Pela completude e integridade, decidir ¥ F ¢ equivale a decidir se ¥ = ¢. E
podemos supor ¥ = ) (usando a lema 1.4(da dedugdo)). Entdo basta construir a tabela de

verdade para ¢ (que ¢é finita) e verificar se ¢ é uma tautologia. O
Coroléario 1.4. E decidivel se uma formula ¢ é um teorema (= € vdlida,).

Corolario 1.5. E decidivel se wma férmula ¢ € satisfazivel.

Demonstracao. A formula ¢ é satisfazivel se e s6 se —¢ nao é uma tautologia. O

No entanto, utilizar o método das tabelas de verdade para determinar se uma féormula é
satisfazivel é um algoritmo pouco eficiente que tem complexidade temporal exponencial. Mas,
embora, existam outros algoritmos, até ao momento nao se conhece nenhum com complexidade
temporal polinomial (este facto esta relacionado com a conjectura P = NP, como poderao

ver em disciplinas de Complexidade).

1.7 Outros sistemas dedutivos

1.7.1 Sistemas dedutivos de Hilbert, H

Usados inicialmente nas tentativas de mecanizagao das demonstragoes matematicas (Séc. XIX

e inicio de XX) (também usados por Peano, G. Frege e B. Russel)

Supondo apenas o conjunto completo de conectivas {—, —}, pode tomar a forma:

Axiomas

e 9= (Y —9)
e (= W—=0)=>(0—=v)—=(¢—90)
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o (W —==¢) = ((-¢ = ¢) = )
Regras de inferéncia
e Modus ponens: de ¢ e de ¢ — 1), inferir ¥

Proposicao 1.11. (da dedugio) Se XU {¢} by 0 entdo X p 1 — 0.
Proposigao 1.12. X Fxyp ¢ se e sé se X b ¢

Demonstragao. (<): Basta ver que os axiomas de H sao teoremas de DN (ver exercicio 1.18).
A regra de inferéncia corresponde a regra da eliminagao de implicacdo de DN (— E)
(=): € possivel transformar uma dedugdo em DN, numa dedugdo em H. (Nao o faremos

neste curso...) O

Corolario 1.6. O sistema de dedugdo H € integro e completo para a légica proposicional.

A diferenga entre os dois sistemas é a impossibilidade de se fazer novas suposi¢oes (assumir
novas premissas) no sistema H: isso torna as dedugoes neste sistema mais dificeis e menos

automatizaveis...

1.7.2 Sistemas dedutivos analiticos

Mesmo no sistema DN nao é facil construir um algoritmo para determinar se uma férmula
é um teorema, excepto se se usar a completude (e construir a dedugao a partir da tabela de
verdade). Mas existem outros sistemas de dedugao automatizaveis e em que para determinar se
uma férmula ¢ é um teorema nao é necessaria a seméantica. Estes sistemas dizem-se analiticos
(ou automatizéaveis). A propriedade essencial destes sistemas é que, partindo da féormula que
se pretende deduzir (i.e considerando a dedugao da conclusdo para as premissas), em cada
passo duma deducao, as férmulas sao sub-férmulas de alguma férmula de um passo “anterior”.
E facil ver que a regra de Modus ponens nao verifica esta propriedade.

Entre os sistemas analiticos, destacamos:
Sequentes de Gentzen Variante do sistema de dedugao natural.

Tableaux analiticos (ou seméanticos) Para deduzir ¢, deduz-se que a féormula —¢ é uma

contradicao.

Resolugao também por contradicao, mas necessita de —¢ em forma normal conjuntiva.

Um sistema dedutivo diz-se de refutagao se para deduzir ¢ de ¥, se deduz F de X U {—¢}.
A consequéncia semantica é preservada: se 3 |= ¢ sse ¥ U {—¢} nao é satisfazivel. Tanto os

tableauxr como a resolucao sao sistemas de refutagao.
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1.7.3 Tableauxr semanticos

Para deduzir uma férmula ¢, inicia-se com —¢ e produz-se uma contradicdo. Uma dedugao
é uma arvore em que os nos sao etiquetados por férmulas, sendo a raiz da arvore etique-
tada por —¢. Em cada passo, expande-se uma folha da &rvore de acordo com as regras de
expansao dos Tableauzr (Tabela 1.2). Nestas regras utiliza-se a notagao uniforme (de R.M.
Smullyan [Smu95]), que permite agrupar as formulas da forma ¢ o1 e =(¢ 0 1)) em duas ca-
tegorias: as conjuntivas, «, e as disjuntivas, 8. Para cada férmula o (ou ), associam-se duas
componentes que denotamos por ay e ag (51 ou f2). Na Tabela 1.1 apresenta-se os valores

destas componentes para o € { A, V,—}.

! ar o B B Ba
¢ANY | o Y| (AP |
(VY)W —p| VY | b W
(=) | ¢ | =Y | md Y

Tabela 1.1: Notagao uniforme: féormulas a e 8
E facil ver que:

Proposigao 1.13. Para toda a atribuicao de valores as varidveis v, e para todas as formulas

a e f3:

As regras de expansao de tableaur permitem transformar uma arvore T etiquetada por for-
mulas, noutra arvore T*. Suponhamos que num ramo r da arvore ocorre uma férmula néo
literal . Se 1 é ——¢, podemos expandir a folha desse ramo com mais um né etiquetado
por ¢. Analogamente se 1 é —F, adiciona-se V ou se é =V, adiciona-se F. Se ¥ é um «,
adicionam-se a r dois nos, um etiquetado com a; e outro com ao (filho de ay). Se ¥ é um S,

adiciona-se a folha de r dois filhos, um etiquetado por 51 outro por [s.

-—¢ ZF -V a B
Vv F
® o B1 | B2
(0%)]

Tabela 1.2: Regras de expansao dos tableaux

Um tableau pode ser definido indutivamente por:
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Definigao 1.16. Seja {¢1,...,dn} um conjunto de formulas.

1. Um tableau para {¢1,...,¢n} € uma drvore de um sé ramo:

b1
b2

Pn

2. Se T € um tableau para {¢1,...,¢,} e T* resulta de T por aplicagio duma regra de

expansao de tableaux, entao T* € um tableau para {¢1,...,¢n}.
Um tableau para o conjunto {p A (—g V —p)} &

p A (=g V —p)
P
—~q V —p
—q -p

Definigao 1.17. Um ramo r de um tableau diz-se fechado se existe uma formula ¢ tal que

¢ e ~¢ ocorrem em r. Um tableau diz-se fechado se todos os seus ramos estao fechados.
O tableau do exemplo anterior tem, um ramo fechado mas nao é fechado.

Definigao 1.18. Uma dedugao por tableau de ¢ € um tableau fechado para {—¢}. A formula

¢ € um teorema se ¢ tem uma deducao por tableau.

Definicao 1.19. Um ramo r de wm tableau € satisfazivel se o conjunto de formulas que
etiquetam os seus nds € satisfazivel. Um tableau T € satisfazivel se pelo menos um dos seus

ramos € satisfazivel.
A proposigao seguinte demonstra-se por analise de casos e usando a Proposi¢ao 1.13.

Proposicao 1.14. Pela aplicacao de qualquer regra de expansao de tableau a um tableau

satisfazivel, obtém-se um tableau satisfazivel.

Proposicao 1.15. Se existe um tableau fechado para um conjunto de féormulas I", entdo I’

nao € satisfazivel.
Temos, entao, a integridade do sistema de tableauz:

Teorema 1.1. Se ¢ tem uma deducdo por tableau, entdo ¢ € uma tautologia.
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Demonstra¢ao. Uma deducao por tableau é um tableau fechado para {—¢}. Entao, pela Pro-

posicao 1.15, {—¢} nao é satisfazivel, logo ¢ é uma tautologia. O
Apresentamos, sem demonstracdo, a completude do sistema de tableauz:

Teorema 1.2. Se ¢ € uma tautologia, ¢ tem uma dedugao por tableau.

Exercicio 1.20. Constrdi deducoes de tableaux para as sequintes formulas:

a) =((p vV @) N (=P N =q))

b) (p—a) A (¢— 1) = =(=r A p)

¢) (op—=q) = ((p—=9) —0q)

d) ((p—q) —p)—p

<&

1.7.4 Resolugao

Recorda que um literal é uma férmula atémica ou a sua negagao: p, -p. Uma cldusula é uma
disjungao de literais: p V —¢ V —p V s e pode representar-se pelo conjunto {p, -q, —p, s}.

Entao uma férmula da légica proposicional em FNC, p.e.
“pA(@VTrVgAN(ErVvas)ANpPVs) A(ngV-s)

pode ser vista como um conjunto de clausulas:

{{_'p}’ {Q7 T}’ {_'T’ ﬁs}’ {pv 5}’ {_'Qa _‘8}}

Seja > um conjunto de clausulas e representamos por F a clausula vazia.
O sistema dedutivo por resolugdo nao tem axiomas e apenas uma regra de inferéncia (de

resoluc¢ao):

Cui{p} C'U{-p}
cuc

e a conclusao diz-se a resolvente das premissas.

A dedugéo de F a partir de um conjunto C de clausulas diz-se uma refutagéao C.

No caso anterior, tinha-se a seguinte dedugao:

{q,7} {—-7,—s}
{p,s} {=p} " Has 1 4s)
{s} {—s}

F
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(s} (op} i (cas)
{s} {—s}

F

Uma deducdo por resolucao de uma férmula ¢ é uma refutacao de clausulas que correspondem

a FNC de —¢.

Teorema 1.3. (Integridade) Seja C = {C1,...,Cn} um conjunto nao vazio de cldusulas da

l6gica proposicional.
i. Sejam C; e Cj cldusulas de C e R uma resolvente de C; e Cj. Entao C = R.

1. Se C Fr F, isto é, existe uma deducao de F a partir de C usando apenas a regra da

Resolucdo, entao C nao € satisfazivel.
Exercicio 1.21. Mostra o teorema 1.3. ©

Teorema 1.4. (Completude) Se um conjunto de cldusulas C' € nao satisfazivel entao existe

uma deducao C Fr F.
Exercicio 1.22. Considera a formula sequinte em forma normal conjuntiva (FNC):
(pV —qVr)AN=pA(gVrVp A(pV-r)

i. Converte a formula para um conjunto de cldusulas.

1. A partir desse conjunto constréi uma deducdo de F,q usando apenas a regra da resolucao.
o
Exercicio 1.23. Encontra uma deducao de F (uma refutacao) para:

{{=p, ~q¢. . Ap, v} {a, v} {-r}}
o

Exercicio 1.24. Encontra uma dedugao por resolugao de: ((p — q) A (g = 1)) — (=1 A p)

o
Exercicio 1.25. Constrdi dedugdes de tableau e por resolucdo para as sequintes formulas:
a) (¥ —¢) = (- = ¢) = ¢)

b) ¢ = (¥ = (6 AY))

¢) ¢ = (= = ~(¢ = )

<

Leituras suplementares [Bro00], [Fit90], [Smu95|,|GLM97|, [BAO1].
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Capitulo 2
Loégica de primeira ordem

Na logica proposicional nao é possivel representar adequadamente frases como:
e Todos os passaros tém penas
e Alguns péassaros cantam
e Nem todos os passaros voam
e Todos os homens sao mortais
e Todas as criancgas sao mais novas que os seus pais
e Um inteiro ou é par ou impar
e Todos os péssaros sao mais leves que algum mamifero

Por outro lado, proposi¢oes como as seguintes podem-se representar usando relacoes n-arias

entre objectos:

Proposicao Representacao

O Carlos ¢é irmao da Joana irmao(carlos, joana)

A Joana deu um livro ao Carlos | dar(joana,livro,carlos)
2 é par par(2)

2=1+1 igual(2,soma(1,1))

Na logica de primeira ordem vai ser possivel representar:

Objectos: Termos que podem ser simples (constantes ou variaveis) ou complexos. Ex: joana,

x, m8e(joana), soma(l,1)

53
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Propriedades ou relagoes entre objectos: Formulas que podem ser predicados simples
ou complexos (usando conectivas). Ex: dar(joana,livro,carlos),par(2) A —par(3)
Propriedades ou relagoes entre conjuntos de objectos Formulas quantificadas sobre ob-
jectos. Os quantificadores permitem representar as palavras todos, alguns, etc:
V (universal) e 3 (existéncial).
Ex:
Vx (passaro(x) — penas(x))
Jx (passaro(x) A canta(x))
( (x) A ~voa(x))
( (x) =

Jx (passaro(x

Vx (passaro(x (Jy(mamifero(y) A mais_ leve(x,y))))

2.1 Linguagens da légica de primeira ordem
Uma linguagem £ de logica de 12 ordem é caracterizada pelos seguintes conjuntos de simbolos:
Simbolos l4gicos que estao presentes em qualquer linguagem:

e um conjunto numeravel de varidveis, Var = {z,y,..., 2o, Yo,---};
e as conectivas logicas A, V , e —;

e os quantificadores V (universal) e 3 (existencial);

os paréntesis ( e );

possivelmente o simbolo de igualdade, =

Simbolos nao légicos que caracterizam a linguagem:

e um conjunto, possivelmente vazio, de simbolos funcionais n-arios para cada n > 0,
Fn; os elementos de Fy chamam-se constantes e representam-se por a, b, c,.... Os

restantes simbolos por f, g, h, ...;

e um conjunto, possivelmente vazio, de simbolos de predicado (ou relacionais) n-arios

para cada n > 0, R,. Os simbolos relacionais representam-se por P, R, Q, etc...

Definigao 2.1 (Termos). Seja £ uma linguagem de 19 ordem. Um termo, € uma sequéncia

de simbolos de L, representado port,s,...t1,s1,... e definido indutivamente por:

o Uma varidvel x € um termo;

e Uma constante a € um termo;
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e Sety, ..., ty, sdo termos e f € F, um simbolo funcional de aridade n > 0, entdo

f(t1, ... tn) € um termo .

O conjunto dos termos 7, também pode ser definido pela seguinte gramética independente de
contexto, em notagao BNF":

tuo=xlal f(t,... 1)

onde x € Var,a € Foe f € Fy.

Um termo diz-se fechado se ndo tiver ocorréncias de variaveis e denotamos por Tp o seu
conjunto. Ex: a, f(a,g(b,c)) e f(f(a,a)))

Exemplo 2.1. Supondo Fy = {a,d}, Fo = {f, h}, F1 = F3 = {g}, indica quais das sequintes
sequéncias de simbolos sio termos e quais sdo termos fechados:
e f(

9
h

o f

X

a,g(z, g(a),a))
d,h(y, 2),d, f(a)))

d, f(a,h(d)))

[l 2), f(y,y))
d,9(y))

a,a(z))
h(h(g(a),d),g(a)),d)

(
(
(
(
o f(
o I
Escreve cada um deles em forma de drvore sintdctica

O comprimento de um termo t é o comprimento da sequéncia de caracteres que o representa.

Por exemplo, f(a,g(a,a)) tem comprimento 11.

Exemplo 2.2. Considerando o Exemplo 2.1 determina todos os termos fechados de L com
menos de comprimento 9 e em que um mesmo simbolo funcional ndo ocorre mais que uma

vez.
Definigao 2.2 (Férmulas). O conjunto de formulas atoémicas duma linguagem L é dado por:

e sety,...,t, sao termos e R € Ry, é um simbolo de predicado n-drio, entao R(t1,. .., t,)

€ uwma formula atomica;
e se L tiver a igualdade e se t1 ety sdo termos entdo t; = to € uma férmula atémica;
Exemplo 2.3. Ezemplsos de formulas atomicas sao: R(a), R(x,y,z), T(f(b, z),a), R(f(m,z),x,g(a,a), k(z)).

O conjunto das formulas € definido indutivamente por:
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e uma formula atomica € uma formula;
e se ¢ € uma formula —¢ € uma férmula;
e se ¢ e sao formulas entao (¢ N ), (¢ V ¥) e (¢ — ) sdo formulas

e se ¢ € uma formula e T uma varidvel, entdo Vx ¢ e dx ¢ sao féormulas.

O conjunto das formulas pode também ser definido por uma gramaética, em notagao BNF:

pu=R(t,....tg) [ti=t2 [ 2¢ | (@ A &) | (¢ V &) |(¢p— &) |Vag|Izd
onde ReER,,t; €T ex € Var.

Exemplo 2.4. Sendo Fo = {m,d}, F1 ={f}, Fo = {9} e Ra = {R, S}, determina quais das
sequintes expressoes sao formulas:
e S(m,z)
o f(m)
e R(R(m,z))
(R(z,y) = (32 S(z, f(y))))
R(z,y) — R(3zR(z,2)))
Vo R(f(d),g(f(m),y))
o VaVy(g(z,y) = S(y,2))

Nas formulas da logica de 12 ordem, podem-se omitir os paréntesis, supondo que as convengoes
para a logica proposicional e que os quantificadores tém maior precedéncia que qualquer
operador logico. Por exemplo, as seguintes formulas sdo diferentes: JxP(x) V —P(z) e
Jz(P(x) V —P(x)).

Exemplo 2.5 (Linguagem para a aritmética). Pretende-se uma linguagem para exprimir
ir formulas sobre os nimeros naturais e as operacdes de adi¢cao e multiplicacio. Seja A a

linguagem com = caracterizada por:
'FO:{Oal}? fQ:{"’_’X} 6R2:{<}

Os termos sequintes representam os naturais:
0,1,4+(1,1),+(1,+(1,1)), +(1, +(+(1,1),1)) ...
Outros termos sao: (x(x(1,0),1), (+(0,4(0,1))), ...
E exemplos de formulas sao:

< (x(1,1),+(1,1))
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Vz (+(0,z) = x)
VaVy(+(z, 1) = +(y, 1) = 2 = y)
Podemos ainda adoptar a notacao usual infixa para os simbolos funcionais e relacionais, e

escrever: (1 x1) < (1+1), (0+x), ete...

Exemplo 2.6 (Tradugao de frases para formulas). Na tabela sequinte apresentam-se algumas

frases em linguagem natural e a sua representagao como formulas da légica de 1¢ ordem.

Frases do tipo Representagao
Todos os P’s sao Qs Vz(P(z) = Q(x))
Alguns P’s sio Qs Jz(P(x) N Q(z))
Nenhum P é Q Va(P(x) = —Q(x))
Nem todos os P’s sao Q’s | 3x(P(x) N =Q(x))

Considerando predicados adicionais, exprime na linguagem da aritmética:

Todo o numero par € primo

Nem todos os numeros primos sGo pares

Alguns primos ndo sao pares

Nenhum primo € par

e Todo o primo € nao par ou igual a 2

Definigao 2.3 (Variaveis livres e ligadas). Uma varidvel x tem uma ocorréncia nao livre (ou
ligada) numa formula ¢ se ¢ tem uma sub-formula da forma Yz ou 3zp e x ocorre em 1.

Caso contrdrio, diz-se que x ocorre livre em ¢.

Uma variavel pode ocorrer livre e ligada numa mesma férmula. Em

Va((P(z) = Q(x))) = (=P(z) V Q(y))
x tem duas ocorréncias ligadas e uma ocorréncia livre e y tem apenas uma ocorréncia livre.
Definigao 2.4 (Proposi¢ao). Uma formula sem varidveis livres diz-se uma proposicao.
Por exemplo, R(a, f(a,b)) A Vz(R(x,z) — JyP(y) V P(x)) é uma proposigao.

Exemplo 2.7. Indica quais as ocorréncias livres e ligadas de cada uma das varidveis das

formulas sequintes. Indica quais as formulas que sao proposigoes.
o Jx(P(y,2) N Vy(=Q(z,y) vV P(y,2)));

o «(VzyP(zx,y,z) N VzP(z,y,2));
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o Vz((P(z) N C(x)) = JyL(x,y));
e P(a, f(a,b));

o Jz(P(z) — —Q(x)).

2.2 Semantica da légica de 12 ordem

Na légica proposicional a seméntica duma férmula complexa é determinada a partir da seméan-
tica dos seus constituintes basicos, i.e, as proposicoes p, q ... cujo valor pode ser V ou F. Por

exemplo, se o valor de p for V e o de ¢, F, entdo a formula seguinte tem o valor V (verifical):
(p vV —q) = (¢ —p)

Como avaliar uma férmula de primeira ordem? Por exemplo, como avaliar:

Vady(P(z) vV -Q(y)) = (Q(x) = P(y))

Temos que determinar qual o significado
e das variaveis (livres e ligadas)
e dos quantificadores
e dos simbolos funcionais
e dos simbolos relacionais

num dado universo ou dominio de discurso, por exemplo: os niimeros inteiros, nimeros reais,
conjuntos, grafos, objectos geométricos, etc,etc.

Informalmente para os quantificadores e para um dado universo:
VzP(x) sera verdadeira se e so se P(x) satisfaz todos os objectos do universo
JzP(z) serd verdadeira se e s6 se P(x) satisfaz algum objecto do universo

Exemplo 2.8 (Mundo dos Blocos). Pretende-se descrever um conjunto de blocos com dife-

rentes formas geométricas e tamanhos, colocados num tabuleiro de wadrez...
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Uma linguagem para definir este conjunto pode ser a segquinte:

F1
R
Ra
R3

Algumas formulas:

{maisafrente, maisaesquerda, maisadireita}
{Cubo, Tetra, Dodec, Pequeno, Medio, Grande}
{Menor, Maior, Esquerda, Direita, MesmoT,
MesmaF, MesmalL, MesmaC'}

{Entre}

e Jy (Cubo(y) N Medio(y))

o Vz (Cubo(x) — Yy(=Cubo(y) — Maior(x,y)))

e Jy maisaesquerda(y) =y

Vx (Pequeno(x) — maisafrente(x) = x)

e Vx (maisaesquerda(x) # x — Cubo(maisaesquerda(x)))

e Cubo(x)

e MesmoT(z,y) N MesmaF(z,y)

Um dominio (conjunto de objectos) ird permitir determinar quais as formulas que sao satis-

feitas nesse "mundo " (estrutura). Para além do dominio € necessdrio indicar também qual o

significado de cada sitmbolo funcional e cada simbolo relacional.

No mundo (estrutura) A apresentado na figura:
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e 0 dominio tem 8 objectos {o1,...08} (ordenados de cima para baizo e da esquerda pra a

direita...)
e (s constantes nao associamos nenhum objecto

e amaisafrente associamos uma fung¢do maisafrente“4 que para cada objecto indica qual
0 objecto mais a frente na mesma coluna: maisafrente(o1) = og,maisafrente™(os) =
o7, e para os restantes maisa frentet(0) = o. Analogamente associa-se a maisaesquerda
e maisadireita, a fung¢do que para cada objecto indica qual o objecto mais 4 esquerda,

respectivamente, mais a direita.

a C'ubo associamos uma relagdo undria que corresponde aos objectos do dominio que sao
cubos: Cubo™ = {04, 05}. Analogamente,

Tetra® = {01, 09,03}

Dodec* = {og, 07,08}

Pequeno® = {o0g, 07,08}

Grande? = {02} e para os restantes o € Medio™

Esquerda™ = {(o01,02), (04, 05), (06, 07), (07,08)}

MesmalLA = (Esquerda)* (fecho de reflexivo e transitivo)

e de modo andlogo se definem as restantes relagoes bindrias.

Entre? = {(07,06,08)}

Como determinar se uma formula € satisfazivel nesta estrutura?

Jy(Cubo(y) N Medio(y)) € satisfazivel em A pois o4 € Cubo™ e 04 € Mediot
Vx(Dodec(z) — Pequeno(x)) ¢ satisfazivel em A pois para todo o € Dodec? , o € Pequeno™
Mas, Yz (Medio(xz) — Cubo(x)) néio € satisfazivel em A porque oo € Medio™ e 0y ¢ Cubo™
E, Vz (Pequeno(x) — maisafrente(x) = x) € satisfazivel em A. Porqué?

E para as formulas como Cubo(x) ou MesmoT (z,y) N MesmaF(z,y)?

Neste caso temos ainda de ter primeiro uma interpretacao s para as varidveis livres...

Para s(z) = o4, s(y) = o7 e 5(2) = 06, as duas formulas sio satisfaziveis, pois o4 € Cubo? e

07,06 € MesmoT* N MesmaF#

Definigao 2.5 (Estrutura duma linguagem). Uma estrutura duma uma linguagem de primeira
ordem L é: um par A= (A,-A) onde A é um conjunto nio vazio, e que se diz o dominio (ou

o universo) A e A uma funcao tal que:

e associa a cada constante ¢ um elemento C'A € A
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e associa a cada simbolo funcional f € Fy, n > 0 uma fun¢do n-dria fA de A™ em A
e associa a cada stmbolo relacional n-drio R € R, wma relagio R4 C A"

Definigao 2.6 (Interpretagao de variaveis). Dada uma linguagem L e uma estrutura A =
(A,-A) de L.
Uma interpretagao das varidveis € uma func¢io s : Var — A.

Podemos estender uma interpretacdo s ao conjunto dos termos de L, s: T — A:

e para x € Var o valor de s(x) jd estd definido

e para c € Fy, s(c) = A

e sety,...,t, sao termose f € Fp, n>1,

s(f(tl’ ERRR) tn)) = fA(S(tl) SRR S(tn))
Se t € To entdo s(t) nao depende de s e escrevemos t.

Definigao 2.7 (Relagao de satisfazibilidade). Dada uma linguagem L, uma estrutura A =
(A,-A) de L e wma interpretagio s : Var —s A. A relagio A satisfaz uma formula ¢ para a

interpretacdo s, denota-se por A =5 ¢ € definida por inducdo na estrutura de ¢:
1 Ayt =ty se s(ty) = s(t2)
2. As R(ty, ... t,) se (s(t1),...,s(ty)) € RA
3. A=y~ se Al ¢ (i.e nio é verdade que A =4 ¢)
4. AEs o Npse AlEs g e A=t
5. AEso V Y se Alsgdou A=t
6. AEsd— 1 se As ¢ ou A =g )

7. A s Vo ¢ se para todo 0 a € A se tem A =445 ¢ onde:

sla/a](y) = { W) sey#w

a sey=u=x
8. A=s 3x ¢ se existe um a € A tal que tem A =g/ ¢

Exemplo 2.9. Seja Ly a linguagem de 1¢ ordem com igualdade para os nimeros naturais
ja dada: Fo ={0,1}, Fo = {+, x} e Re = {<}
Seja N = (N, -N) uma estrutura de Ly, onde N é definido por:
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e 0V =0, 1V=1
o +N(n,m)=n+m, x¥n,m)=nxm
o <N={(n,m)eN?|n<m}
a) Verificar que, para qualquer interpretagao s : Var — N:
N |:5 Va < (33,+(fL', 1))
Por 7 da Definicao 2.7, temos que ver se para todo o n € N se tem
N |:s[n/:r] < (ﬂ?,+($, 1))

Por 2 temos:
(sn/](x), s[n/a](+(x, 1)) e<V

e usando a definicao de interpretagao (2.6) vem,
(n,n+1) e<N
i.e, n <n—+1, o que realmente € verdade para todo o n € N.
b) Se s(x) =2, verificar que N =5 x = +(1,1).

Neste caso, por 1 da Definicao 2.7, temos que ver se

s(z) = s(+(1,1))
Isto é:

2=+ (s(1),5(1))

ou seja, 2=1+1 o que € verdade em N.

2.2.1 Satisfazibilidade, validade e consequéncia
Uma férmula ¢ duma linguagem de 12 ordem é:
satisfazivel: se existir uma estrutura A e uma interpretagao s, tal que A =4 ¢

valida: se para toda a estrutura A e toda a interpretagao s, se tem A =5 ¢. E escreve-se

=

Definigao 2.8. Uma estrutura A satisfaz um conjunto de férmulas I' para uma interpretacao
s, se satisfizer todas as formulas de T', e escreve-se A =4 T.
Uma formula ¢ € consequéncia seméantica de I' se para toda a estrutura A de L e toda a

interpretacao s tal que A =5 T, se tem A =5 ¢. E escreve-se I' |= ¢.
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Para que uma estrutura satisfaga uma férmula ¢ para uma interpretagao s, apenas interessa
o valor que s atribui as varidveis que ocorrem livres em ¢. Em particular, temos a seguinte

proposicao:

Proposigao 2.1. Seja ¢ uma formula duma linguagem £ e A = (A, -A) uma estrutura de L.
Sejam duas interpretagies s e sy tal que s1(x) = sa(x) se x ocorre livre em ¢. Entao A =g, &

se e s se Al=g, ¢

Demonstragao. Ideia: mostrar por indu¢ao na estrutura dos termos que entao si(t) = sa(t)
se t é um termo de ¢ e em t s6 ocorrem varidveis livres de ¢. Mostrar o resultado por indugao

na estrutura de ¢. O

2.2.1.1 Proposicoes e modelos

A satisfazibilidade duma proposi¢ao numa estrutura nao depende das interpretacoes.

Proposigao 2.2. Se ¢ € uma proposi¢io de L e A uma estrutura de L entdo verifica-se uma

das segquintes condigoes:

1. A s ¢ para toda a interpretagao s

2. A tts ¢ para toda a interpretagao s
Demonstracdo. Consequéncia imediata da proposigao 2.1. O

Se A = ¢ diz-se que ¢ é verdadeira em A ou A é um modelo de ¢. Se A [~ ¢ diz-se que ¢ é
falsa em A.
Se 3 for um conjunto de proposigdes e A |= 1 para todo ¢ € X entdo A é um modelo de ¥ e

escreve-se A = 2.

Corolario 2.1. Seja XU {¢} um conjunto de proposicoes. ¥ |= ¢ se e sé se todo o modelo de
> for um modelo de ¢.

Exercicio 2.1. Verifica o coroldrio anterior. <

Exercicio 2.2. Seja £ uma linguagem de 1%  ordem com igualdade e tal que Fy = {a,b},
Fi=A{g}, Fa={f,h}, Ri ={R,S} e Ro ={P,Q}.

i. Para cada uma das sequintes proposi¢oes diz, justificando se é verdadeira ou falsa em A

a) Vzdy f(z,y) =a
b) 323y f(z,y) =a
¢) Vz3y f(z,y) = a — Iyvaf(z,y) = a
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d) 3zR(x) — VxR(x)
Considera as sequintes interpretacoes s; : Var — N para i = 1,2,3 e onde:
e si(x) =2, para todo x € Var;

o so(x) =0, para todo x € Var.

e s3(x) =3, s3(y) =1 e s3(z) =5.

Para cada uma das formulas ¢ sequintes e cada uma das interpretacoes s;, diz se A =5, @,
para i =1,2,3:

a) Ixdy f(z,y) =2

b) 3z f(z,y) =z =y (S(y) vV R(y))

Resolugao 2.2.i

a)

Pretende-se que para qualquer interpretacao s : Var — N,

Alss Vady f(z,y) =a (2.1)

Iremos usar indutivamente a defini¢ao de ;.

Por (vii), (2.1) é verdade, se para todo o n € N se tem
A Egn/a) 3y f(z,y) = a (2.2)
Por (viii), (2.2) é verdade, se existe um m € N tal que
A Espn/zlim/y) f(T,9) = a (2.3)
Por (i), (2.3) é verdade, se
sln/z|[m/yl(f(z,y)) = s[n/z][m/y](a) (2.4)

Mas, pela defini¢ao de interpretagao estendida a termos e de s[a/x] para a pertencente ao

dominio de A,

s[n/alm/y)(f(z,y)) = FA(sln/a]lm/y)(x), sln/z]lm/y)(y)) = F(n,m) =n+m

e s[n/z][m/y)(a) = a* =1

Em resumo, (2.1) é verdade se
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Para todo o n € N, existe um m € N tal que n +m = 1.
o que é Falso. Por exemplo, para n = 3 ter-se-ia m = —2 ¢ N.
Analogamente se obteria, para qualquer interpretacao s
A s J23y f(z,y) =a (2.5)
se e sO se
Existe um n € N e existe um m € N tal que n +m = 1.
o que é Verdade, por exemplo paran=0e m = 1.

Pretende-se que, para qualquer interpretacao s

A s Vody f(z,y) = a — IyVef(z,y) =a (2.6)
Por (vi) da definigao de =, (2.6) é verdade se

A s Vedy f(z,y) =aou A s Ve f(z,y) =a

Pela alinea (a), vimos que nao é verdade que A =5 Vz3dy f(z,y) = a, logo A [~
Vz3dy f(x,y) = a é verdade. E também (2.6).

Pretende-se que, para qualquer interpretagao s
A Es JzR(z) — VxR(x) (2.7)
Por (vi) da definigao de =4, (2.7) é verdade se
A s JzR(x) ou A =5 Ve R(x)
Vamos determinar se A =s JxR(z). Isto é verdade, se existe n € N tal que
A Egn/a) R(2) (2.8)

Por (ii), (2.8) é verdade se
sln/z)(z) € R* (2.9)

Como s[n/z|(x) =n , vem que (2.8) é verdade se

Existe um n € N tal que n é impar
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o que ¢ Verdade. Entao A [~ 3z R(z) ¢ Falso.

Temos que analisar a veracidade de A =5 VzR(z). Analogamente obtemos que é verdade

se
Para todo o n € N, n é impar

o que também ¢ Falso. Donde (2.7) ¢ Falsa.

Resolucao 2.2i.ii

2)

Sendo s; uma interpretagao que atribui o valor 2 a qualquer variavel, pretende-se que
A, J23y f(z,y) = 2 (2.10)
Isto é verdade se, existe um n € N e existe um m € N tal que

A Esin/alimy f(2y) = 2 (2.11)
Isto é se,
si[n/x][m/y](f(z,y) = s1[n/z][m/y](z) (2.12)
Mas s1[n/z][m/y](f(z,y) = fA(n,m) = n+m e siln/a][m/y)(z) = s1(2) = 2
Entdo (2.10) ¢ verdade se

Existe um n € N e existe um m € N tal que m +n =2
o que é Verdade. Basta tomar n =m = 1.

Sendo s; uma interpretagao que atribui o valor 2 a qualquer variavel, pretende-se que

AEs 32 f(z,y) =2 = Vy (S(y) V R(y)) (2.13)

Mais uma vez isto é verdade se A (~g, 3z f(z,y) = z ouse A =5, Yy (S(y) V R(y))

Temos que:
A s, 3z f(x,y) =2 (2.14)
se existe n € N tal que
A B flz,y) =2 (2.15)
Isto é se,
siln/z)(f(z,y)) = si1ln/z](2) (2.16)

e s1[n/2](f(x,y)) = fA(s1[n/2](2), s1ln/2)(y)) = fA(s1(2), 51(y)) = 242 e s1[n/2](2) = n
Entao (2.14) é verdade se
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Existe um n € N tal que 2+2=n

o que é Verdade. Tomar n = 4.
Mas entao A F5, 3z f(z,y) = z ¢ Falso.

Temos que

AEs Yy (S(y) vV R(y)) (2.17)

se, para todoon € N

AFsimy (SW) V R(y)) (2.18)

Por (v) da defini¢ao de =, (2.18) é verdade se A =, [n/y S(y) ou A g 1/ B(y)

s1[n/y(y) € S4 (2.20)

isto é se n é par.

Analogamente A =, /] B(y), se n é impar. Entao, (2.17) é verdade se
Para todo o n € N, n é par ou n é impar

o que é Verdade. Nota que é importante a disjunc¢ao estar no ambito do quantificador e

nao o contrario: é falso que para todo n € N, n € par ou para todo n € N, n é impar.

Finalmente, temos que (2.13) é Verdade.

Exercicio 2.3. Seja L uma linguagem de primeira ordem com igualdade e tal que Fo = {a},
Fi1=A{g}, Ri ={R} e Rea ={P,Q}. Seja A a estrutura de L definida por:

e 0 universo de A € o conjunto de nimeros naturais N = {0,1,...};

al = 2;

g (n) =n+1, para n € N;

RA={neN|n ¢ par};

o PA={(n,m) € N2|n <m};

. Q'A = 0.
Para cada uma das proposicao indica se € verdadeira ou falsa em A.

1. Jzg(z) = a ANVxg(x) # x



68 CAPITULO 2. LOGICA DE PRIMEIRA ORDEM

Fr3yQ(z,y)

—R(a) = VaVy Q(x,y)
Va(R(x) — Ve R(g(g(x))))
VadyP(z, y)

YV P(z,y)

JyVzP(y, )

Va(R(x) V y(y = g(x) A R(y))

o RS & e

<o

Exercicio 2.4. Seja £ a mesma linguagem do exercicio 2.3. Para cada uma das proposi¢ao
sequintes indique uma estrutura de L onde ela € verdadeira e outra onde ela € falsa. Pode
concluir que nenhuma das proposicao e também nenhuma negagcdo de uma das proposi¢ao €

uma férmula vdlida?
1. VaVyz =y
2. Va3yP(z,y) — IyVaP(z,y)
3. Vrx=a
4. Va¥y(R(z) - R(y))
5. 32(g(2) # a) = F(g(2) = a)
6. Yz Q(z,g(z)) > 3z P(a, z)
7. Yy(Ya(R(x) = P(z,z)) = (R(y) - YaP(,x)))

Uma proposi¢ao pode ser vista como uma caracterizagdo de um conjunto de modelos (que a

satisfazem).

Estruturas para a teoria dos grafos Vamos ilustrar isso considerando que as estruturas
sao grafos dirigidos e considerar proposicoes que caracterizam propriedades desses grafos.
Seja L uma linguagem de 12 ordem com igualdade, sem simbolos funcionais e apenas com
um simbolo relacional binario Ry = {G}. Algumas férmulas sao: G(z,z), J2Vy G(y,z),
VaVy(G(z, y) = G(y, x))

Qualquer estrutura G para L é um grafo (dirigido)!

Seja ¢ a formula VaIyG(z,y) A VaVyVz((G(z,y) A G(x,2)) =y = 2)

Considera a seguinte estrutura Gy:
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e
]

Tem-se que G1 = ¢1. E que outros grafos satisfazem ¢17 Os que cada no tem exactamente

o — 0 <—

grau de partida 1 (isto é representam fungoes).

Exercicio 2.5. Descreve os grafos que sao os modelos de cada uma das sequintes formulas:
1. VaVy(G(z,y) — G(y,x)))
2. YaVyVz((G(z,z) N G(z,y)) = G(z,y))

o

Inversamente, dado um grafo G podemos estar interessados em saber se ele tem uma dada
propriedade. Se essa propriedade for expressa por uma formula ¢ de Lg (ndo necessariamente

uma proposi¢ao) entao o que queremos é saber se G = ¢.

Exercicio 2.6. Mostra que dado ¢ de Lg e G de dominio finito, existe um algoritmo que

determina se G = ¢. ©

Resolugao 2.6

Por inducao na estrutura de ¢.

Estruturas para autématos finitos Seja £4 uma linguagem de 12 ordem com igual-
dade e Ry = {I,F}, Ry = {R4, Rpy}. Uma estrutura A para £4 é um autémato finito nao

deterministico sobre {a, b} se e s6 se |[[4| = 1.

Exemplo 2.10. a) Define uma proposi¢io ¢ de L4 tal que uma estrutura A de L4 € um

modelo de ¢ se e s6 se A € um autdmato finito deterministico.

Basta considerar ¢ a féormula:
VavyVy ((Ra(z,y) A Ro(z,y1)) =y =uy1) A (Re(z,y) A Ry, 1)) =y =y1))

b) Indica, justificando, duas estruturas de L4, A1 e Ay tal que A1 = ¢ e As = —¢.

Seja a estrutura Ay de La:

e 0 universo € Q = {qo,q1}
o TN = {qo}
o PN ={g}
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® Ra‘\l = {(qoa(JO)}

o Rfl = {(q0,¢1), (q1,01)}

Verifica que A; = ¢.
Considera agora Ay de L4 igual a Ay, excepto que R = {(qo, q0), (g0, q1)}-
Verifica que Ag = —¢.

Exercicio 2.7. a) Define uma proposi¢ao ¢ de L4 tal que uma estrutura A de L4 € um
modelo de ¢ se e s6 se A é um autdmato finito que reconhece alguma palavra de ¥ = {a, b}

de comprimento 2.

b) Indica, justificando, duas estruturas de L4, A1 e Ay tal que A1 = ¢ e As = —¢

<o

2.2.1.2 Validade e satisfazibilidade

Proposigao 2.3. Seja ¢ uma formula duma linguagem de 1¢ ordem L.
1. ¢ € vdlida se e s6 se =¢ nao € satisfazivel
2. ¢ € satisfazivel se e s6 se =¢ nao € vdlida
3. ¢ € vdlida se e so se Vx ¢ € valida
4. ¢ € satisfazivel se e s se Ax ¢ € satisfazivel
Demonstracao. Consequéncia directa das defini¢oes. O

Seja ¢ uma formula duma linguagem de 12 ordem £. Uma formula ¢ de £ ¢ valida se a

correspondente forma booleana é uma tautologia.

Definigao 2.9. Dada uma formula ¢ o conjunto das suas sub-formulas principais, SP(¢) €

definido indutivamente na estrutura de ¢ por:

e se ¢ € uma formula atomica, SP(¢) = {¢}

e se ¢ éVzy, SP(¢) = {¢}

e se ¢ ¢ 3x, SP(¢) = {Va—}

o se ¢ €, SP(¢) = SP(y)

o se ¢ €1by o1y, onde o pode ser A, NV ou —, SP(¢) = SP(i1) U SP(1hs)

Sendo ¢ a formula Ve P(x,y) A 3xP(z,y) N (P(z,z) V YzP(x,y))
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SP(¢) = {VzP(z,y),Ve—-P(x,y), P(z,z)}

Definigao 2.10. Associando a cada sub-formula principal duma formula ¢, uma varidvel
proposicional diferente e megando a formula correspondente a um quantificador existéncial,

obtemos a forma booleana de ¢.
Para o exemplo anterior,
p1 A 2 A (ps V p1)
onde p; = Ve P(z,y), po = Vz—P(z,y) e p3 = P(z,x)
Proposigao 2.4. Se a forma booleana duma férmula ¢ € uma tautologia, entdo ¢ € vdlida.

Demonstragao. Seja A uma estrutura de £ e s uma interpretagao . Para cada v € SP(¢), se
A =5 ¢ atribui-se a correspondente variavel proposicional o valor V, se A £, 1, atribui-se

o valor F. Como a forma booleana ¢é satisfeita para essa valorizagao, também se tem que

Al=s 0. O

2.2.2 Equivaléncia semantica

Definigao 2.11. Sejam ¢ e v duas férmulas duma linguagem de 1% ordem L. Se ¢ =1 e

Y = ¢ entdo ¢ e Y sao semanticamente equivalentes e escreve-se ¢ = 1.
As Leis de DeMorgan para quantificadores sdo formulas semanticamente equivalentes sdo as

Proposicao 2.5. (Leis de DeMorgan)

Vg = dx—¢

—dzxgp = V¢
Demonstrag¢ao. Suponhamos que para toda a estrutura A, e interpretacao s se tem A |,
—Vx¢. Isto equivale a dizer que A &5 Vg, isto é, nao se verifica que para todo o a € A,
A Fglaa) ¢- Isto é, existe pelo menos um a € A tal que A o0 ¢, i€, A Fga/2) 70, que
¢ a defini¢ao de A =5 3z—¢. O que prova a primeira equivaléncia (dado termos usado s6 as

definigoes). Analogamente se prova a segunda lei de DeMorgan. O

Temos também:
Proposigao 2.6.

Ve(p A ) = Vaop A Vzp  (mas nao com V)
dz¢ vV Jxp dz(¢p V ¥) (mas nao com A )
VaVyo YyVao
dzdyep = Jydze
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Se x nao ocorre livre em

Ve(¢p AN ) = Voo Ay
V(o V) = Voo VP
Je(¢ A Y) = 3xp A Y
Jx(¢ v Y) = 3z VY
V(= ¢) = ¢ — Vo
Ja(p =) = Vep =y
Ty = ¢) = ¢ — Jad
V(o = ¢) = T =9

Exercicio 2.8. Mostra as equivaléncias anteriores. <

2.2.3 Substituicao de variaveis

Seja ¢ uma férmula duma linguagem de 12 ordem £, t um termo de £ e x € Var uma variavel.
Denota-se por ¢[t/z] (ou ¢f) a formula que se obtém de ¢ substituindo todas as ocorréncias
livres de x em ¢ por t.

Seja ¢ a formula Vo (P(x) A Q(z)) — (—=P(x) vV Q(v)).

¢f(z,y)/z] € a formula Vo(P(z) A Q(z)) = (=P(f(z,y)) vV Q(y))
E se ¢ for Vy(—=P(x) V Q(y)), qual a formula ¢[f(z,y)/x]? Fica

Vy(=P(f(z,y)) vV Qy))

mas aqui a variavel y do termo f(z,y) passou a estar ligada!

Para evitar isto, define-se que:

Definigao 2.12 (Variavel substituivel). Uma varidvel x € substituivel port em ¢ se nenhuma
ocorréncia livre de x em ¢ for numa sub-formula Yy ou Iy, para qualquer varidvel y que

ocorra em t. Também se pode dizer que t € livre para x em ¢.

Exercicio 2.9. Seja ¢ a formula 3z(P(y,z) N Yy(—=Q(z,y) V P(y,z)))

Determina:

1. ¢lw/z], ¢lw/yl, o[f(x)/y] e ¢lg(y, 2)/7]

2. Para quais dos termos w, f(x) e g(y,z) € x substituivel em ¢? e y?
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Proposigao 2.7. 1. Se x € substituivel por t em ¢, sao vdlidas as formulas:
a) Vo ¢ — o[t/
b) ¢[t/x] — Fx¢
2. Se y nao ocorre em ¢, entio Vo = Vyoly/z]

Demonstra¢do. Vamos apenas considerar 2.71a. Seja A uma estrutura e s uma interpretagao.
Temos que mostrar que se A =5 Vz¢ entdo A = ¢[t/z]. Paratodooa € A, temos A =g/ -
Seja a’ = s(t), e como t é livre para x em ¢ sabemos que esse sera o valor da interpretagao de

todas as ocorréncias de t em ¢[t/x]. Mas entao temos também A =, ¢[t/z]. O

Exercicio 2.10. Termina a demonstra a Proposicio 2.7. ¢

2.2.4 Forma normal prenexa
Uma férmula duma linguagem de 12 ordem L esta em forma normal prenexa se ou:

e nio contém quantificadores

e ¢ da forma
Q121Q272 ... Qnrpd

onde cada Q; éouVou 3, 1 <i<n, e ¢ é&uma formula sem quantificadores.
Por exemplo,
VaVyVz=((—P(z,z) vV (=P(z,y) A P(z,2))) V ~P(w,0))

Proposigao 2.8. Qualquer formula duma linguagem de 1¢ ordem é semanticamente equiva-

lente a uma formula em forma normal prenexa.

Demonstracao. Ideia:
Transformar ¢ de modo a que:
e SO ocorram as conectivas A, V e —
e nenhuma variavel ocorra livre e ligada
e uma mesma variavel s6 aparece quantificada no méximo uma vez.
Seja ¢1 a formula resultante, que é semanticamente equivalente a ¢(mostral). Aplicar as sub-

formulas de ¢1, as seguintes transformagoes, até que nenhuma se aplique (onde o é A ou

V)
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—Vaop — dx—¢ Vepop — V(o)
—Jxo — V¢ podry — Fx(po)
poVap — Va(¢po) Jzpop — Tz (o)
Por inducao no namero de quantificadores que estao no &mbito de conectivas ¢ mostra-se que

a formula resultante esta em forma normal prenexa e é semanticamente equivalente a ¢. [
Exercicio 2.11. Obtém uma forma normal prenexa para

Vo(P(z,z) A (VyP(z,y) vV Jy=P(y,9))) N G(w,0)
o

Resolugao 2.11

1. Substituir as variaveis ligadas por variaveis novas (Prop.2.7:2)

Ve(P(z,z) N (VyP(z,y) V 32=P(z,2))) A G(w,0)
2. Mover Vz para fora:

Vae((P(z,z) N (VyP(z,y) V 32=P(z,2))) N G(w,0))
3. Mover Vy para fora:

VaVy((P(z,z) A (P(z,y) V 32=P(z,2))) A G(w,0))
4. Mover 3z para fora:

VaVy3z((P(x,z) A (P(z,y) V =P(z,2))) A G(w,0))

Leituras suplementares [BE00| (Cap. 10,11)

2.3 Sistema de deducao natural para a légica de 12 ordem

As regras para as conectivas sdo as mesmas que para a logica proposicional.

Havera novas regras de introdugao e eliminagao para:
e a igualdade (=)

e para os quantificadores a introdugao correspondera a uma generalizagao e a eliminacao

uma instanciagao:
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(V-E) de Yz P(x) deduzir P(t)

(v-I) pode-se deduzir VzP(x) se para qualquer y se deduzir P(y)

(3-1) de P(t) deduzir JzP(x)

(3-E) se se deduziu JzP(z) podemos supor P(t)

2.3.1 Regras de inferéncia DN:igualdade

Introdugao de =

—— 1
t=t

Podemos deduzir sempre que um termo ¢ é igual a si proprio...a igualdade é reflexiva

Eliminagao de =

ty =1ty @[t1/x]
lta/x]

Se t € igual a to podemos substituir em ¢, t; por to.

=E e x é substituivel por t; e por t3 em ¢

Exercicio 2.12. Mostra que t1 = to Fty = t1 e t1 = to,to = tg F t1 = t3, i.e. , que sdo

deduziveis as propriedades de simetria e transitividade de =. ¢

Resolucao 2.12

1 |ty =t

2 |ti=t =1

3 |th=t —“E(péz=1t),1,2
1 | ti=t

2 |ty =t

3 |t =t3 ~“E(¢pét;=2),22

2.3.2 Regras de inferéncia DN:quantificador universal

Eliminagao de V

YV ¢ .
——— VE onde z é substituivel por ¢ em ¢

[t /x]

Se se deduziu Yz ¢ podemos substituir £ em ¢ por qualquer termo ¢ (instanciar o z com

qualquer valor).
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Introdugao de V

[v]

olv/z]
YV ¢

vI onde v é uma variavel nova (ndo ocorre antes)

Se supondo uma varidvel nova y podemos deduzir ¢[y/z|, entdo podemos deduzir ¢ com
qualquer valor (generalizag¢ao). Para supor y temos de comegar uma nova sub-dedugao mas
sem novas premissas. Na notacao de Fitch isso é indicando com uma nova identacao. Esta

sub-deducao termina quando concluimos a regra.
Exercicio 2.13. Mostrar que

Va(P(xz) — Q(x)),VxP(x) F VzQ(x)
o

Resolugao 2.13

1 Va(P(r) = Q(x))

2 | VaxP(x)

3 | v | Pl)— Q) VE, 1

4 P(v) VE, 2

5 Q) —E, 3,4
6 | VzQ(z) VI, 3-5

Exercicio 2.14. Mostrar que

P(t),Vo(P(x) = =Q(z)) - -Q(t)

<

Resolugao 2.14

1 | P@)

2 | Va(P(z) —» —~Q(x))

3 | P(t) = —Q(t) VE, 2

4 | =Q(t) SE, 3,1
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2.3.3 Regras de inferéncia DN:quantificador existencial

Introducgao de 3

lt/x]
dz ¢

I onde x é substituivel por t em ¢

Podemos deduzir 3z ¢ se ja tivermos deduzido ¢[t/x] para algum termo t.

Eliminagao de 3

[v olv/x]]

dz ¢ P onde v é uma variavel nova que nao ocorre antes nem
JE

(0 em

Se deduzimos Jdz¢, entao existe um valor em que ¢ se verifica. Assim, supondo que v representa
esse valor e se supondo ¢[v/z]| se deduzir ¢ onde v nao ocorra, podemos deduzir ¢ (para um
valor genérico). Neste caso temos entdo uma nova sub-dedugdo em que é considerada uma

nova variavel (v) e onde existe uma premissa nova (¢[v/z]).
Exercicio 2.15. Mostrar que:

a) Vx ¢ 3z ¢
Vz (P(x) — Q(x)),3x P(x) F Jz Q(x)

<&

Resolugao 2.15

1 | Vxo
a) 2 | ¢[t/x] VE, 1
3 | dzxo a1, 2

L |V (P(z) = Q(x))

2 | 3z P(x)
3 |v]| P(v)
b) 4 P(v) — Q(v) VE, 1
5 Q(v) —E, 4,3
6 3z Q(x) I, 5
7 | 3z Q(2) IR, 3-6
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Como no caso das regras de introdugao e eliminagao de conectivas, também aqui se tem de ter
em conta o Ambito das sub-dedugoes e em especial as variaveis (livres) s6 podem ser usadas
nas sub-deducoes em que s@o supostas ou ocorrem em premissas dadas.

Por exemplo, a seguinte é uma dedugao esté errada:

1 | Vo (P(z) = Q)

2 | 3z P(x)

3 |v|Pv)

4 P(v) = Q(v) VE, 1

5 Q(v) —E, 4,3
6 | Qv) 31, 3-5

7 | 3z Q(x) 3E, 6

Na formula da linha 6, ocorre uma varidvel que s6 devia ocorrer na sub-deducgao iniciada na
linha 3!

Exercicio 2.16. Mostrar que
Ve(Q(x) = R(x)),3x (P(z) A Q(x)) F Jz(P(x) N R(x))

Resolugao 2.16

1| Vz(Q(z) = R(x))

2 | 3(P(x) A Qz))

3 | v|Pw A QU

4 Q) — R(v) VE, 1

5 Q(v) AE, 3

6 R(v) —E, 4

7 P(v) AE, 3

8 P(v) A R(v) AL 7, 6

9 3 (P(z) A R(z)) 3L 8

10 |3z (P(x) A R(@)) 3K, 2,39

Exercicio 2.17. Mostrar que

dz P(x),VaVy (P(x) = Q(y)) F Yy Q(y)
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Resolucao 2.17

1| 3 P(2)
2 | Vavy (P(z) = Q(y))

3 o lul| P

4 Yy (P(u) = Q(y) VE, 2

5 (P(u) — Q(v) VE, 4

6 Q(v) —E, 5,3
7 Q) 3E, 1,36
8 | Yy Qy) VI, 3—-7

Todas as regras do sistema DN para a logica de primeira ordem encontram-se na Figura 2.1

2.4 Equivaléncia dedutiva

Dadas duas formulas ¢ e 1 dizemos que sao dedutivamente equivalentes se e s6 se ¢ - 9 e
1 F ¢. E denotamos por ¢ - 1.

Proposigao 2.9. Sejam ¢ e v dumas féormulas duma linguagem da légica de 1% ordem.

Entao:

1. V¢ - Jz—¢
2. =3z - Voo
3. Voo A Voo - Vo(o A 1)
4. Jzp v Tz - Ja(s V )

5. Se x nao ocorre livre em ), eo é N ou V :

(a) Vzp o) - Va(d o)
(b) 3z op 4 Jx(d o)
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Introducgao Eliminagao
¢ o AN PANY
A bAY NI @ NE; I N Eo
(9] [¥]
b " ¢V Y v
V sve VI svo VI 5 VE
4]
F
- o9
—5 1 5B
)
F 7 FI(x) %FE
[¢]
i ¢ ¢
— W—)I T—)E ) o
e x & substituivel
= | im=1 7t1:t2¢)[t2/(igtl/m] =E por t; e por ty em
¢
[v]
olv/a] onde v é uma varia- 1 b
v/x onde x é substitui-
v —vz g VI velnova (ndo ocorre % VE
vel por t em ¢
antes)
v ¢lv/]]
: onde v é uma va-
5 #lt/z] . onde x é substitui- 3z ¢ P - ridvel nova que nao
3z o vel por ¢t em ¢ v ocorre antes, nem
em 1
[
R | 3R

Figura 2.1: As regras do sistema DN para a logica de primeira ordem
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Demonstra¢ao. —Vx¢ - Jz—¢ Por redugao ao absurdo:

Az - Vo

—_

© 00 N O ot ks W N

N N e S L 2 )

Vo
—Jdz—¢
w| | -olu/al
Jz—¢
F
olu/a]
Vo
F
Jx—¢

—Vzo

Vep A Y FEVx(p A ) e x nao ocorre livre em 9

N N e S L 2 V)

Vo A 1

Voo

¢

v | ¢lv/z]
¢lv/z] A
(¢ A ¥)v/a]

V(o A ¥)

L, 3

FL 4, 2
RA, 3-5
VI, 3-6
FL 7,1
RA, 2-8

VE, 2
FL 3, 4
JE, 1,25
-1, 2-6

AE, 1
AE, 1
VE, 2
AL 3, 4
R, 5
VI, 4-6
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Va(p A ) FVxep A ¢ ez nao ocorre livre em 9

(Fz¢) v (Fr¢p) - Fz(o V ¢)

© 0 O Ot s W NN

e e S
= W NN = O

(Bz¢) Vv (Fzy)

Jz(é V )

N O Ot e W N

Iz
v | ¢lv/z]
$lv/z] vV Ylv/z]
(¢ V ¥)v/z]
(¢ v )
(¢ V )
3z
v | ¢lv/a]
$lv/z] vV Ylv/z]
(¢ V ¥)v/z]
S
Jz(d vV ¢)

V(o A 9)

v | (¢ A Y)v/z]
¢/l A

olv/z]
A0
(Vzg) A o

vl 3
idéntico, 4
L, 5
dE, 2, 3-5

VL, 9

idéntico, 10

a1, 11

JE, 8, 9-12

VE, 1, 2-7, 813

VE, 1
R, 2
AE, 3
AE, 3
VI, 25
AL 4, 6
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—_

Jz(o V )

v | (¢ V Y)[v/z]
¢lv/x] v Plu/a]
¢lv/x]
dxo
dz¢ Vv Javp
Plv/x]
dxy
dz¢ vV
Jz¢ v v
dx¢ V dxp

© 00 N O Ot e W N

—_
o

—_
—_

Exercicio 2.18. Mostra que:

a) EVx(p — ) = (Jzd — Jzvp)

b) EVz(p — ) — (Vg — Yay)

¢) JzP(x),YaVy(P(z) N P(y)) - z=1y)F JzP(x)

onde Iz P(x) representa Jx(P(x) N Yy(P(y) — y

que P(x)

d) EVayr =y — f(x) = f(y)

idéntico, 2

a1, 4
VL, 5

1, 7

VI, 8

VE, 3, 4-6, 7-9
3E, 1, 2-10

e) Fx=f(y) = (VzP(z,2) = P(f(y), 2))

Resolucao 2.18

a) FVx(p = ) = Bz — Jz)

83

x)) e diz-se existe um tnico x tal
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1 Va(¢ — o)

2 dzo

3 u | ¢lu/a]

4 (¢ = ¥)[u/a] VE, 1

5 olu/z] — Plu/z] R, 4

6 Ylu/z] —E, 3,5
7 a1 1, 6

8 Jap JE, 2, 3-7
9 dx¢ — Jx —I, 2-8

b) FVa(¢p — ) = (Voo — Vih)

1 V(¢ — )

2 Yo

3 u | Plu/z] VE, 2

4 (¢ — ¥)[u/z] VE, 1

5 olu/x] = Ylu/x] R, 4

6 Ylu/z —E, 3,5
7 Y VI, 4-6
8 Veop — Yy —I, 2-8

¢) dxP(x),VaVy(P(z) N P(y) > x=y)F Jz(P(z) N Yy(P(y) =y =1x))
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© 0 N O Ot s W NN

— =
o= O

13

JzP(z)
VaVy(P(z) N Ply) >z =1y)

| P(u)
v P(v)
P(v) A P(u)
Vy((P(v) A P(y) = v=y)

Jz(P(x) A Vy(P(y) =y =1z))
Jx(P(z) A Vy(P(y) =y =x))

d) FVaVy z =y — f(z) = f(y)

Vz(P(z,2) = P(f(y), 2))
T = f(y) — VZ(P({L‘,Z) — P(f(y)7z))

A, 3, 4
VE, 2

VE, 6

—E, 57
-1, 4-8
-1, 4-8
A, 3, 10
a1, 11

JE, 1, 2-12

~E, 1,2
—1,2-3
VI, 2-4

—I, 1-5

Leituras suplementares [BE00| (Cap. 2.3,12,13)

85



86 CAPITULO 2. LOGICA DE PRIMEIRA ORDEM

2.5 Integridade e completude

Vamos ver que o sistema dedutivo DN para a légica de 12 ordem ¢é integro e completo, i.e:

Dado um conjunto de formulas 3 (premissas) e uma formula ¢ (conclusao):

Integridade se existe uma deducgao de ¢ com premissas X, ¥ F ¢, entao ¢ é consequéncia

seméantica de ¥, ¥ = ¢. Em particular se - ¢ (teorema), entao ¢ é valida, = ¢.

Completude Se ¢ é consequéncia semantica de X, ¥ |= ¢, entao existe uma dedugao de ¢

com premissas 2, X F ¢. Em particular se = ¢ entdo ¢ ¢ um teorema, F ¢.

2.5.1 Integridade do sistema dedutivo DN

Proposicao 2.10. Se ¥+ ¢ entio X = ¢

Demonstra¢ao. Dada uma dedugdo de ¢ com premissas de X (onde, podem nao ser usadas
todas as formulas), vamos mostrar que em cada passo p a férmula que ai ocorre é consequéncia
semantica das premissas (ou hipoteses) que ai sdo assumidas. Entao em particular, ¢ sendo
o ultimo passo, serd consequéncia seméntica das suas premissas (ou seja ). Provamos por

inducao no ntimero de passos da dedugao:

Base. Se s6 houver um passo de dedugao entdo ¢ é uma das premissas ou uma férmula
da forma t = t. Em ambos os casos é facil ver que sdo consequéncias seménticas das

premissas (mostral)

Indug¢ao. Suponhamos que estamos no passo n e que todos os anteriores verificam a condigao.
Fazemos uma demonstragao por casos considerando cada uma das regras. Suponhamos

que a regra a aplicar é a eliminagao da implicacao:

—E
Seja 6 a formula deduzida no passo n por aplicagdo de - E a ¢ — 0 e ¢.
¢ q‘z”w E sejam ¢1, ..., ¢, as premissas assumidas em 6. Mas as premissas para

¢ — 0 e ¢ estao entre os ¢1, . .., P e ambos s@o consequéncia seméanticas

delas:
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L | ¢
i ¢ — 0
®2
! ¢
2
n 0
Vamos ver que 0 é consequéncia semantica de ¢1, ..., ¢r. Seja A uma estrutura e s uma

interpretagao tal que A =5 ¢;, 1 < i < k. Entao, também A =5 ¢ — 6 e A =5 ¢. Mas
entdo, pela defini¢ao (vi) de |=4, tem-se que A =5 0. E entao {¢1,..., ¢} = 0.

Vejamos agora o caso da regra da eliminacdo do quantificador existencial:
[v @v/z]]

3z ¢ P
JE:

Seja 6 a formula deduzida no passo n por aplicagao de JE a Jz¢ e a uma
sub-deduc¢édo que contém 6. E sejam ¢, ..., ¢, as premissas assumidas
no passo n, em 6. Por hipotese de indugao no passo i, dx¢ é consequéncia
semantica de premissas que sao um subconjunto de ¢1, ..., @i € no passo

m, 0 é consequéncia seméntica de premissas que sdo um subconjunto de

1y ..., Pk, Mmais a premissa Plv/x].
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1 dzo
v | $v/]
m 0
n 0
Vamos ver que 6 é consequéncia semantica de ¢1, ..., ¢r. Seja A uma estrutura e s uma

interpretagao tal que A =5 ¢;, 1 <i < k. E também A =, Jx¢. Isto é, existeum b € A
tal que A |:s[b/x] ¢. Nota, ainda, que v nao pode ocorrer em ¢1, ..., ¢, Jxp e 0. Seja
s" = s[b/v] e, claramente, A =4/ #v/x]. Mas também A |=y ¢;, 1 <i < k e, entdo,

A Eg 0 (porqué?). E como v nao ocorre em 6, entdao A =, 6.

O caso VI é semelhante e os restantes mais simples.

Leituras suplementares [BE00| (Cap. 13,18.3)

2.5.2 Conjuntos consistentes e inconsistentes

Definigao 2.13. Um conjunto de formulas 3. diz-se consistente se e sd se ndo existe nenhuma

dedugao de X+ F, caso contrdrio diz-se inconsistente.
Nota que se ¥ é inconsistente, ¥ - 1) para qualquer férmula .

Exercicio 2.19. Mostra que um conjunto X € inconsistente se e sd se existe uma formula ¢
tal que X ¢ e X F . ©

Lema 2.1. Se ¥ U {—¢} € inconsistente se e sé se X+ ¢.
Demonstragao. (=) Por aplicagao da regra RA e (<) pela aplicacao da regra FI. O
Lema 2.2. (da dedug¢do) XU {¢p} F 1 se e s6 se B F ¢ — 1.

Demonstracao. Igual ao da légica proposicional. O
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2.5.3 Completude do sistema dedutivo DN

Vamos considerar apenas o caso de £ ser uma linguagem numerével, isto é, em que o seu
alfabeto (de variaveis, simbolos funcionais e de predicado) é numeravel (ndo necessariamente

finito).

Teorema 2.1. (Teorema da completude de Gdodel) Se ¥ = ¢ entao X+ ¢, ou, equivalente-

mente, qualquer conjunto consistente de formulas € satisfazivel.

Comegamos por mostrar a equivaléncia entre essas duas afirmagoes:

(1< 2) Se ¥ | ¢ entao XU {—¢} nao ¢é satisfazivel. Por 2, ¥ U {—¢} ¢ inconsistente, logo
SE .

(1= 2) Se ¥ U {¢} & nao satisfazivel, entdo ¥ = —¢. Por 1, ¥ F —¢ e entao X U {-—¢} é
inconsistente, mas entao também o é X U {¢}.

Iremos mostrar a segunda afirmacao...

Temos que encontrar uma estrutura e interpretacao que satisfaga um qualquer conjunto con-
sistente..o que ndo parece tarefa facil. A demonstracio a apresentar é baseada na de L. Henkin
(e néo na de Godel...).

A ideia é construir uma estrutura cujo dominio seja o conjunto dos termos da linguagem L.

Mas a presenca de quantificadores traz dificuldades acrescidas. Por exemplo,

A ={3zP(x)} U{-P(t) : t ¢ um termo deL}

é consistente mas nao é possivel satisfazé-lo com um dominio s6 com termos de £. E também
é necessario relacionar a satisfazibilidade de P(t) e a de JzP(z) (o que nao é possivel, p.e, s6
com a validade booleana das formulas...)

Assim iremos introduzir novas constantes em L, que irdo servir para construir testemunhas

(de uma formula existencial) p.e.:
Jz P(x) — P(cp)

E iremos alargar qualquer conjunto consistente de modo a conter todas as testemunhas neces-
sarias e a continuar consistente...
Dizemos que um conjunto consistente de férmulas 3 de uma linguagem £ é maximal se para

toda a formula ¢ de £ se tem ou ¢ € ¥ ou —¢ € 2.

Lema 2.3. Para qualquer conjunto consistente de formulas X existe um conjunto A D 3, da

linguagem alargada L' = LU {cg,c1,...} onde ¢; sao constantes novas e

1. A é consistente e mazimal em L’
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2. Para qualquer férmula ¢ de L' e qualquer varidvel x € Var existe uma constante c tal

dxgp — ¢lc/x] € A
Demonstragao. (do lema 2.3)

Y. é consistente em £’ Suponhamos, por contradigdo que ¥ F F (ou alternativamente uma
qualquer féormula da forma 8 A —f). Mas nessa dedugao s6 pode ocorrer um numero
finito de constantes novas, ci,...c;. Entao podemos substituir cada uma dessas cons-
tantes por uma variavel nova, sejam y1,...,yr. A deducao resultante é uma deducao

de F a partir de ¥ em L. Absurdo! Porque X é consistente em L.

Vamos construir O tal que X U © satisfaz 2 Como £’ é numeravel, entao também o sao
Var e o conjunto das suas formulas. Podemos entao enumerar < ¢1,x1 >, < ¢a, T2 >,. ..
Seja 01 a formula Jz1¢1 — ¢1[c1/x1], onde ¢; é uma constante nova que nao ocorre em
¢1. Paran > 1, 0, é Iz, — énlcn/xy], onde ¢, é uma constante nova que nao ocorre

nem ¢, nem em #;...6,_1. Seja

© ={01,0,,...}
¥ U© é consistente Suponhamos que nao, entao existe m > 0 tal que X U {61,...,0m11}
¢ inconsistente e X U {61, ..., 0} consistente. Mas, entao

ZU{Ql,...,Qm} F —0mt1

Como €p,4+1 € da forma Jr¢p — ¢[c/x], entdo também (mostral)

SU{6y,...,00) F a0
EU{01776771} l__\(b[C/(E}

mas como ¢ nao ocorre em L U{0y,..., 0}, podemos substitui-lo por uma variavel nova

e usando a regra VI, concluimos também que

SU{B1,...,0m} F Yoo

mas como Vx —¢ -+ —Jx¢, vem
SU{61,...,0m) F —3aé
Absurdo! porque ¥ U {61, ...,0,,} & consistente.

Estendemos ¥ U ©® a um conjunto consistente maximal A Seja ¢, ¢9, ... uma enume-

ragao das formulas de £ e definimos
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A=U,A,
onde
Ag = XUO
A Ay U{bp+1} se este conjunto é consistente
+1 =
" ApU{—¢n+1} caso contrario

Mostra-se por indugao sobre n que os A,, sdo consistentes (mostrar!). Logo A também

é consistente e maximal.

Exercicio 2.20. Se A € um conjunto consistente maximal e A = ¢ entdo ¢ € A o

Para um conjunto de férmulas A do lema anterior, vamos construir uma estrutura Aa =

(A, A2) e uma interpretacio sa tal que
Ap =5, ¢, para todo ¢ € A
Considere-se o conjunto de termos T e seja ~ a relagdo binaria dada por
ti~taseesdset; =ty €A

Pela defini¢ao de A o fecho reflexivo de ~ é uma relagéo de equivaléncia em 7T, que designamos
por ~a

A estrutura Aa é:

e 0 dominio é o conjunto das classes de equivaléncia de ~a

e para cada simbolo relacional R € R,,, n > 1:
RAs = {([t1],.. ., [tn]) | R(t1,...,ts) € A}
e para cada simbolo funcional f € F,, n > 0 tem-se:

At tn]) = [F (B )]

e para cada constante c:

Para cada x € Var, sa(z) = [z]
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Lema 2.4. Para qualquer termo t € T, tem-se que sa(t) = [t]
Demonstracao. Por inducao sobre t.

Base. Para as varidveis e constantes por definicao de sa.

Inducao. Se f € Fpoety,...,t, €T,

sa(flts, ... tn) = [fA2%(sa(tr),...,sa(tn))
= A2t [ta])
= [f(tla---atn)]

Lema 2.5. Seja A um conjunto de férmulas nas condigcées do lema 2.3. Entdo
AA Esa v seesdsep e A
Demonstracao. Por inducao sobre 1.

Base. 1) & atomica. Se ¢ é t; = tg, entdo Aa =5, t1 = t2 sse sa(ti) = sa(ta) sse
[t1] = [to] , e, t1 = ta € A. Se ¢ & R(t1,...,t,) entdo Aa s, R(t1,...,tn) sse
(5a(t1),...,5a(tn)) € RA2 ie ([t1],...,[ta]) € RA2 ou R(ty,...,t,) € A.

Inducao. Se é ¢ é —¢, entdo Aa =, ¢ sse Aa [Es, ¢, e por hipdtese de indugao ¢ ¢ A,
logo por A ser consistente maximal, =¢ € A. Se ¢ é ¢1 V P2 entdo, Aa =5, ¢1 VP2
sse AA s, ¢i pelo menos para um 4, e por hipotese de indugao ¢; € A, mas entao por
A ser consistente maximal, ¢1 V ¢2 € A. Analogamente para ¢ é ¢1 A ¢o . Se i é
¢ — 0 entdao, Ax =5, ¢ — 0 sse Ax s, ¢ ou Aa =5, 0, e por hipdtese de indugao
ou ¢ ¢ A ou § € Amas entdao por A ser consistente maximal, ¢ — 6 € A. Se ) é Vo,
tem-se que Jx—¢ — p[c/xz] € A, para algum c. Logo

Vep ¢ A sse  Jz—¢p € A
sse  —glc/x] € A
sse  Qlc/xr] ¢ A
sse A Fsp dlc/7]
donde A s, Vg
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Reciprocamente, se Ap s, Voo, existe ¢ tal que Aa g, (/) ¢- Existe 0 equivalente a
¢ e onde x & substituivel por ¢ em 0, logo AA [, [1/2] 0 € Aa s 0[t/x]. Por hipotese
de indugao, 0[t/x] ¢ A e portanto Vz# ¢ A. E como 6 e ¢ sdo equivalentes e A maximal,
Vxe ¢ A. Analogamente se ¢ & Jx¢.

O

Demonstra¢ao. (Teorema da completude 2.1) Mostrar que dado um conjunto consistente
Y ele é satisfazivel. Estendemos ¥ € A nas condicoes do lema 2.3 para £’ e sejam Aa e sa a
estrutura e a interpretacao que satisfazem A em L', pelo lema 2.5. A restricao Ay, de Aa a
L satisfaz X. O

2.5.4 Consequéncias da completude e integridade
Corolario 2.2. (Teorema da compacidade)

1. ¥ = ¢ se e sd se existe um subconjunto finito ¥g C X tal que ¥g = ¢.

2. Um conjunto de formulas duma linguagem de 1¢ ordem € satisfazivel se e sé se todo o

seu subcongunto finito o for.

Demonstragao. As duas afirmagdes sdo equivalentes (verifica!), portanto basta demonstrar a
primeira. Se ¥ = ¢ entdao X F ¢. Como qualquer dedugao s6 utiliza um namero finito de

premissas (hipoteses), existe ¥y C ¥ finito tal que Xy F ¢ ou seja 3¢ = ¢. O

Vamos ver uma aplicagdo deste teorema que mostra as limitagoes da expressividade da logica
de primeira ordem. Em particular, que nao existe um conjunto de férmulas que caracterize

na estrutura dos nimeros naturais.

Exemplo 2.11. Modelos nao standard para a aritmética

Seja Ly a linguagem de 1% ordem com igualdade para os nimeros naturais jd dada: Fo =
{0,1}, Fo = {+, x} e Re = {<}

Seja N = (N, -N) uma estrutura de Ly, onde N é definido por:

e 0V =0, 1V =1
o +N(n,m)=n+m, x¥n,m)=nxm
o <N={(n,m)eN?|n<m}
Podemos provar, por exemplo que, N |=Vx z <z + 1 (verifica!)

A estrutura N é designada a estrutura standard de Ly, pois Ly foi construida para se poder

falar das propriedades dos nimeros naturais. Mas podemos escolher outras estruturas para
Ly:
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Por exemplo, parap > 1, Nj, = ({0,...,p— 1}, ;}\/) com
o 0V» =0, 1Nr =1
o +No(n,m) = (n+m) mod p

o xM = (nxm) mod p

E, neste caso N, B~ Vo x < x + 1(verifica!)

Isto €, existe uma formula da légica de 1% ordem que permite distinguir a estrutura N da
N,. No entanto, usando o teorema da compacidade podemos demonstrar que nem sempre €
possivel distinguir por uma formula duas estruturas para a mesma linguagem.

Seja N' = (NU{n+i|n e N}, N a estrutura de Ly, onde i = /—1 e, por exemplo, para o

stmbolo funcional 4+ temos:

o +Mo(n,m) = (n+m)

o tNe(ntim+i)=(n+m)+i

Vamos ver que N nao pode ser distinguido de N por uma proposi¢io de Ly (ou doutra

linguagem de 1¢ ordem,).

Corolario 2.3. Se X é um conjunto de proposigoes tal que N' = X entao existe um modelo

N tal que N' =% € o dominio de N' € um subconjunto préprio de N'.

Demonstracdo. Considera as proposicoes ¢, dadas por

Jx((x#0) A (x#1) A ... A (z#n))

Entao o conjunto XU {¢, | n > 0} é consistente. Porque se nao o fosse, teria um subconjunto
finito que era inconsistente. Esse conjunto finito conteria um ndmero finito dos ¢,. Mas
obviamente N satisfaz Y e qualquer conjunto finito de ¢,,. Absurdo!

Portanto o conjunto ¥ U {¢,, | n > 0} é consistente, logo é satisfazivel. Isto é, tem de existir
uma estrutura cujo dominio seja um superconjunto do de N e que seja um modelo desse

conjunto, p.e, N”. O

Corolario 2.4. (Teorema de Lowenheim-Skolem I) Se um conjunto de formulas ¥ é
satisfazivel por uma estrutura, entdo X € satisfazivel por uma estrutura com um dominio

numerdvel.

Demonstracao. Porque o dominio da estrutura construida na demonstragao do teorema da

completude é numerével. O
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Sendo um modelo numeravel ele pode ser finito ou infinito. Mas sera que todas as proposigoes
tém um modelo numerével infinito?

Sejam, por exemplo, VaVyxr =y ou JzIyVz(z =z V z =y).

Estas proposicoes nao tém modelos infinitos! A primeira nao aceita modelos com dominios de

cardinalidade maior que 1, e a segunda maior que 2.

Corolario 2.5. (Teorema de Léwenheim-Skolem II) Se uma proposicao tem um modelo

finito de cardinalidade arbitrariamente grande, entao tem um modelo infinito.
Demonstrag¢do. Seja a proposi¢ao ¥y, para k > 1

dzq ... 37y /\ISiSjSk T # xj

¥, indica que existem pelo menos k objectos diferentes no dominio; nao pode ser satisfeita
por uma estrutura com menos de k elementos e todas as estruturas com mais elementos a
satisfazem. Suponhamos, por contradigao, que existe uma proposi¢do ¢ que tem modelos

arbitrariamente grandes, mas nenhum modelo infinito. Seja o conjunto

N={oU{vr [k e N\{0,1}}

Se ¥ tem um modelo M, entdo M nao pode ser finito (seja k, entao ¥, 1 nao era satisfeita),
e nao pode ser infinito (satisfaria ¢). Entao, ¥ nao tem modelo.

Pela compacidade, existe um conjunto finito D C ¥ que nao tem modelo. D tem de conter ¢
(senao haveria um modelo suficientemente grande que continha todos os ¥y de D). Seja k o
maior inteiro tal que ¥y € D. Por hipo6tese, ¢ tem um modelo finito de cardinalidade maior

que k. Entao esse modelo satisfaz todas as proposi¢oes de D. Absurdo! O

Este teorema permite ilustrar mais limitagoes da expressividade da logica de 12 ordem. Em

particular, temos:

Corolario 2.6. Nao erxiste nenhuma formula ¢ (com duas varidveis livres) tal que saber se

existe uma estrutura G da linguagem Lg, tal que G = ¢ equivale a determinar se:

Dado um grafo dirigido (finito) G e dois nds x ey de G, existe um caminho

de x para y.

Demonstra¢ao. Suponhamos que existe uma tal féormula ¢. Seja 1y a formula VaVyep. A
formula 1y indica que G ¢é fortemente conexo. Seja ainda v a formula ( que corresponde a

todos os nds tém grau de saida 1)
VedyG(z,y) N YaVyVz((G(z,y) N G(z,2)) =y = %)

e ¥9 a formula (que corresponde a todos os nds tém grau de entrada 1)
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VaIyG(y,x) A VaVyVz((G(y,x) A G(z,x)) =y = 2)

E seja 1 a proposicao ¥g A Y1 A 1. Os grafos que satisfazem v dizem-se ciclos.

N
.

Obviamente, existem ciclos finitos com niimero arbitrario de nés. Pelo teorema de Léwenheim-
Skolem, ¢ tem um modelo infinito, seja G. Mas ciclos infinitos (i.e com um namero infinito
de nos) nao existem!: seja ng um né de G, e consideremos todos os nos atingiveis de nyg.
Como é fortemente conexo esse conjunto inclui todos os nos do grafo. Mas como o grau de
entrada de ng é 1, existe um no, seja n; tal que (nj,ng) é um arco de G. Mas entdo o ciclo
é finito. Absurdo! O

Do mesmo modo, se uma linguagem da logica de 12 ordem tivesse um simbolo de predicado que
pretendesse significar & antepassado de, entdo nao haveria nenhum conjunto de proposigdes
que ‘“capturasse”’ este conceito pois existiria sempre um modelo que permitiria antepassados

nfinitamente distantes....

Teorema 2.2. (da compacidade da légica proposicional) Um conjunto ¥ de férmulas

da l6gica proposicional € satisfazivel se e s se todo o seu subconjunto finito o for.

Demonstragao. Seja Lprop uma linguagem de 12 ordem sem igualdade e um simbolo de
predicado unario P, como tnico simbolo nao-logico. Seja A = {P(x;) | i € N} o conjunto de
formulas atomicas de Lprop € seja T : A — Vpyop tal que (P (z;)) = pi, @ € N. Podemos
estender m a uma fungao bijectiva entre o conjunto das formulas de Lp,,, sem quantificadores
e as formulas proposicionais, obtendo a forma booleana das primeiras férmulas. Em particular,
um conjunto ¥ de formulas de Lp,, sem quantificadores ¢ satisfazivel se e s6 se o conjunto
(X)) das respectivas formas booleanas o for.

(<) Seja ¥ um conjunto de formulas proposicionais, tal que todo o subconjunto finito ¥y C %
é satisfazivel. Entdo, todo o subconjunto finito de 7=1(X) é satisfazivel. Pela compacidade,
71(X) ¢ satisfazivel. Mas entdo também 7(7~ (X)) = ¥ ¢é satisfazivel

(=) Trivial. O

Exercicio 2.21. (Aplicag¢ao do teorema da compacidade)

Seja L uma linguagem de 1% ordem com igualdade.



2.6. AXIOMATIZACOES E TEORIAS 97

1. Para cadan > 1, construir uma proposi¢ao ¢, de L tal que A = ¢, se e sé se o dominio

de A tem pelo menos n elementos.
Resolucao

Para cada @, ¢; é a formula

E|£L‘1...E|.Z’n /\ $i7él‘j

1<i<j<n
2. Seja ¥ = U;>1{¢:i}. Quanto € que uma estrutura de L é um modelo de £?
Resolucao
Quando o seu dominio é infinito (pelo menos numeravel)
3. Suponhamos que ¢ € uma proposicao tal que A € um modelo de ¢ se e sé se o dominio
de A € infinito. Mostra que ¥ = ¢.
Resolucao

Se A = (A,-A) satisfaz ¥ entdo A é um conjunto infinito. Mas entio satisfaz ¢.

4. Justifica que ¢ ndao pode existir.
Resolucgao

Pela compacidade, ¥ = ¢ se e s6 se existe g C X finito tal que X9 = ¢. Seja ng
o maior valor tal que ¢n, € Yo, entio qualquer estrutura A = (A,-A), com |A| = ng

satisfaz Y. Logo,, A satisfaz ¢. Absurdo!

Leituras suplementares [BE00| (Cap. 19)

2.6 Axiomatizacoes e teorias

Normalmente, para além de férmulas validas, estamos interessados na satisfazibilidade de
formulas numa dada estrutura (ou na sua validade numa dada estrutura). Mas para que
possamos ter um sistema dedutivo associado, interessa ter um conjunto de férmulas que sejam
validas nessa estrutura e a partir das quais se possam obter todas as consequéncias seméanticas.
Essas formulas s@o premissas nos sistemas dedutivos e sao designadas de axiomas nao-ldgicos.
Para além de valido numa dada estrutura A (e portanto consistente), um conjunto de axiomas
¥ deve ser completo: se uma féormula ¢ for valida em A entdo ¢ é consequéncia semantica de
Y. Dada a completude e integridade, isso equivale a que para toda a formula ¢, ou ¢ ou —¢

seja dedutivel de X.



98 CAPITULO 2. LOGICA DE PRIMEIRA ORDEM

Exemplo 2.12. No Mundo dos Blocos, onde hd objectos geométricos de trés formas possiveis
(cubos, tetraedros e dodecaedros), uma aziomatiza¢ao da nogao de forma é dada por:

1. =3z(Cubo(x) A Tetra(x))

2. —3x(Cubo(x) N Dodec(x))

3. =3z (Dodec(x) N Tetra(x))

4. Yx(Cubo(xz) V Dodec(z) V Tetra(zx))

5. VaVy((Cubo(z) N Cubo(y)) — MesmaF(x,y))

6. VaVy((Tetra(z) N Tetra(y)) — MesmaF (z,y))

7. Va¥y((Dodec(x) N Dodec(y)) — MesmaF (z,y))

8. VaVy((Cubo(z) N MesmaF (z,y)) — Cubo(y))

9. YaVy((Tetra(x) N MesmaF(z,y)) — Tetra(y))

10. VYaVy((Dodec(x) N MesmaF (x,y)) — Dodec(y))
As primeiras 8 proposicéoes indicam que um objecto nao pode ter duas formas; a quarta que

cada objecto tem uma forma; e as restantes indicam que dois objectos tém a mesma forma se

e 80 se sGo 0s dois cubos, tetraedros ou dodecaedros.

Exemplo 2.13. Teoria dos grupos Considera uma linguagem de 1¢ ordem (com =), com
um stmbolo funcional bindrio o e uma constante 1. A nog¢do de Grupo da teoria dos grupos é
aziomatizada completamente pelos sequintes axiomas nao-logicos (dos quais se podem deduzir

todas as propriedades de um grupo):

1. VaVyVz (xoy)oz=1xzo0 (yo 2)
2.Vx (xol)==x

3. VaxTJy (zoy) =1
Exemplos de outras axiomatizacoes:
e Axiomas da Geometria de Fuclides
e Axiomas de Zermello-Frankel para a teoria dos conjuntos

e Axiomas de Peano para a teoria dos niimeros naturais
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2.6.1 Teoria ingénua dos conjuntos

Um conjunto é uma colecgao de elementos. Seja uma linguagem de 12 ordem com igualdade
que tem um simbolo relacional bindrio €. Para distinguir entre conjuntos e elementos, usare-
mos variaveis a, b, ¢, ...para conjuntos e x, ¥y, z, ...para elementos. Consideremos entao os

seguintes axiomas:

Axioma da extensionalidade VaVb (Vz (r €a+> 2 €b) - a=0)

Um conjunto é completamente determinado pelos seus elementos; assim, conjuntos com

os mesmos elementos sao iguais.

(Esquema de) Axioma da compreensao V3aVz(r € a <> ¢(x))

Cada propriedade determina um conjunto, ie, cada féormula determina um conjunto: o
dos elementos que tém essa propriedade. A quantificacdo sem variaveis corresponde a

quantificar universalmente todas as variaveis que ocorram em ¢.

A partir destes axiomas, podem-se também definir (e deduzir) férmulas correspondentes a

relagdo C, as operagoes N e U, conjunto poténcia, .... Por exemplo,

Inclusao Vz(z € a — x € b), (a Cb)
Uniao VavVdVz((z € aUD) <> (z €a V z € D)), (aUDb)
Interseccao VavbVz((z € anb) <> (z €a A z € D)), (anb)

Conjunto poténcia Vb3cVz(x € ¢ «+» = C b), (P(b)) (para qualquer conjunto existe um

tnico conjunto cujos elementos sao os subconjuntos desse conjunto)

e também se podem deduzir propriedades destas operagoes.
Proposicao 2.11. Para qualquer b, € falso que P(b) C b.

Demonstragao. Pretende-se provar que, para qualquer b, P(b) Z b, isto é, que existe um

subconjunto de b que nao pertence a b. Seja
c={z|xeb N zxguz}

Pelo axioma da compreensao ¢ é um conjunto e ¢ C b, logo ¢ € P(b). Vamos ver que ¢ & b.
Suponhamos que ¢ € b. Entao ou ¢ € ¢ ou ¢ € ¢. Mas facilmente se vé que ambas as hipoteses

nao se podem verificar. O

Proposicao 2.12. Eziste um conjunto ¢, tal que P(c) C c.
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Demonstragao. Pelo axioma da compreensao existe um conjunto (universal) que contém tudo:
c={z|z=uxa}
Mas entao qualquer subconjunto de ¢ é um elemento de ¢, portanto P(c) € c. O

Acabamos de ver que se podem deduzir as formulas Vb—=(P(b) C b) e IbP(b) C b
Donde os axiomas sao inconsistentes! (Logo nao satisfaziveis...)

Esta contradicao estéa relacionada com o paradoxo de Russell:
Z ={xz|x ¢ x} e considerar Z € Z

Podemos entao concluir que o Axioma da compreensao nao é valido: a propriedade ndao

pertencer a si proprio nao determina nenhum conjunto.

2.6.2 Teoria de conjuntos de Zermelo-Frankel

Para evitar a inconsisténcia da teoria ingénua dos conjuntos, os axiomas usualmente adoptados
para a teoria dos conjuntos sao os de Zermelo-Frankel. Mantém-se o axioma da extensionali-
dade mas o axioma da compreensao é substituido por varios outros, que evitam a possibilidade

de referéncia a conjuntos tao grandes como o conjunto de todos os conjuntos.

Axioma da extensionalidade VavVb (Vz (r €a+z€b) —a=0D

Axioma da separagao YWa3dbVz (x € b <> (x € a N ¢(z)) Esta é a versao mais fraca do
Axioma da compreensdo. S6 se podem formar subconjuntos de conjuntos ja existentes.
Mas este axioma, embora torne a teoria consistente, é muito restritivo. Nem sequer
permite deduzir que a reuniao de dois conjuntos é um conjunto. Assim foi necessario

acrescentar mais axiomas.

Axioma dos pares VuVvIaVz(z € a <» (x =u V x =v)) (para cada dois elementos existe

um conjunto a que os dois pertencem)
Axioma da uniao VadbVz(x € b<> 3e(c€a N x € ¢))
Axioma da poténcia Vb3cVz(z € ¢ +» = C b) (conjunto poténcia)
Axioma da infinitude Existe o conjunto de todos os nimeros naturais.

Axioma da substituicao Se Va(Vz(x € a A (lyo(z,y))) — IVz(x € b < 3t (t €
a A\ ¢(t,x))))
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Axioma da regularidade Vz(z # 0 — Jy(y € = A Va(z € z = x ¢ y))) (nenhum conjunto

tem uma intersec¢ao nao vazia com cada um dos seus elementos)

Axioma da escolha Se f é uma fungdo com um dominio a nao vazio e para x € a, f(x) é
um conjunto nao vazio entao existe uma fungao g de dominio a tal que para cada x € a,
g(x) € f(x). (g escolhe elementos de cada f(z))

2.6.3 Axiomas para a teoria dos ntmeros (aritmética)

Seja uma linguagem de 12 ordem com igualdade, o = {0,1} e F2 = {+, x}. Podemos omitir
o operador relacional < uma vez que essa nogao se pode definir a partir da igualdade:
r<yédzz+z=y

x<yédzlz+z=y N 2#0)

J&a vimos que a esta linguagem permite definir formulas que caracterizam propriedades dos
nameros naturais, i.e, da estrutura N' = (N, .A) onde as interpretagoes dos simbolos nao-16gicos
correspodem as operagoes aritméticas usuais.

Alguns desses conceitos podem-se exprimir pelas seguintes féormulas:
Divisao inteira:  =g¢xy+7r A r <y =gef INTDIV (z,y,q,7)

y divide x: 3gINTDIV (x,y,q,0) =ge5 DIV (y,x)

2: 14+ 1=gef2

x & par: DIV (2,x) =g Par(x)

x & impar: —Par(xz) =gy Impar(z)

x & primo: —~x <2 A Vy(DIV(y,z) = (y=1V y=2x)) =gef Primo(x)
x & poténcia de 2: Yy((DIV(y,x) N Primo(x)) =y =2) =qe5 P(2,2)

y & 2% e o k-ésimo bit de = & 1: P(2,y) A VgVr(INTDIV (z,y,q,v) — Impar(q)) =aes
BIT(z,y)

Os axiomas de Peano (PA) sao factos basicos dos nimeros naturais:
1. Vz(x +1 # 0) (0 nao é o sucessor de nenhum natural)
2. VaVy(x +1 =y + 1 — x = y) (o sucessor é injectivo)
3.0+1=1

4. Vo x4+ 0 =z (0 é identidade para +)
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5. VaVyxz + (y+ 1) = (x +y) + 1 (+ ¢ associativo)
6. Vo x x 0 =0 (0 é absorvente de x)
7. VaVy x x (y + 1) = (z X y) + x (distributividade)

8. (principio da indugao) (Q(0) A (Vz(Q(z) = Q(xz + 1)) — VzQ(x)

E facil de verificar que os axiomas de Peano sao vélidos em N. Assim, pela integridade da

deducao natural, todas as proposicoes ¢ tal que PA + ¢, sao vélidas em N.
Exercicio 2.22. Mostrar que os aziomas de Peano sao vdlidos em N'. ¢
Exercicio 2.23. Mostrar que PAFVz(z+1=1+42z). ©

Resolugao 2.23

1 | Va(z+1+£0)
VaVy(ze +1=y+1—z=1y)
0+1=1

Vex+0=ux

Veaxx0=0
VaVyx x (y+1)=(x xy) +x
(Q(0) A (Va(Q(z) = Q(z +1)))) — VaQ(x)

2
3
4
5 |VaVyaz+(y+1)=(z+y) +1
6
7
8
9

1+0=1 VE, 4
10 |04+1=14+0 =I,3,9
11 | u u+1l=1+4+u
12 Vyl+(y+1)=0+y)+1 VE, 7
13 I+ (u+1)=(01+u)+1 vE, 7, 12
14 l+u=u+1 = simetria, 11
15 1+ (w+1)=@w+1)+1 ~FE, 14, 13
16 (u+1)+1=1+4+(u+1) = simetria, 15
17 u+l=14+u—(u+1)+1=14+(u+1) —1, 11-16
18 |Vz(z+1=14+z—=(z+1)+1=14(x+1)) VI, 11-17

19 |041=1AVe(@+1l=1+4z—(@+1)+1=1+(z+1)) AL 10, 18

20 |Vz(z+1=142) —E, 8,19
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2.6.4 Teorias da logica de 12 ordem

Apresentamos em seguida uma formalizagdo das nogoes de axiomatizagao e teoria.

Definigao 2.14. Uma teoria T € um conjunto de proposicoes de uma linguagem L. Uma
teoria duma linguagem L diz-se (formalmente) completa se para qualquer proposicao ¢ de L

ou ¢ ou ~¢ € deduzivel de T .

Definigao 2.15. (Teoria duma estrutura) Dada uma estrutura A duma linguagem L, o
conjunto de todas as proposicées vidlidas em A denomina-se teoria da estrutura e denota-se
por Th(A).

Definigao 2.16. (Axziomatizagcdo) Uma axiomatizacao de uma estrutura A é um conjunto
de proposi¢oes ¥ vdlido em A, i.e, tal que A = X. Uma aziomatiza¢ao de A é completa se
para todo ¢ € Th(A), ¥ = ¢ (e também X+ ¢).

Para a aritmética, p.e, pretendia-se uma axiomatizagdo completa, isto €, em que fosse possivel

deduzir todas e s6 as proposigoes que eram verdadeiras em N isto é, na estrutura N’ = (N, .A).

J& vimos que a axiomatizagao de Peano é integra.

Leituras suplementares [BE00| (Cap. 15,16.4)

2.7 Outros sistemas dedutivos

2.7.1 Sistemas dedutivos de Hilbert, H

Supondo apenas o conjunto completo de conectivas {—, —} e uma linguagem com igualdade:

Axiomas

o= (Y —9)
(@—= W —=0)=(o—=9)—=(0—0)
(% = =¢) = ((~¢ = ¢) = ¢)

Vagp — ¢[t/z], onde z é substituivel por t em ¢

Va(¢p — ¥) — (¢ — Vab), onde x ndo ocorre livre em ¢

e =2

r=y = (¢ — Ply/z]) e ¢ & atémica
Regras de inferéncia

e Modus ponens: de ¢ e de ¢ — 1, inferir ¥
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e generalizacao: para x € Var, inferir Vx¢ a partir de ¢

Proposicao 2.13. X Fyp ¢ se e s6 se X g ¢

Demonstragao. (<): Basta ver que os axiomas de H sdo teoremas de DN. A regra de
inferéncia modus ponens corresponde a regra da eliminagao de implicagao de DN (— E) e a
regra generalizacdo a regra da introducdo do quantificador universal de DN (VI)

(=): é possivel transformar uma dedu¢ao em DN, numa dedugdo em H. (Nao o faremos

neste curso...) m

2.7.2 Tableaux

Recordemos que as regras proposicionais de expansao de tableaux sao:

¢ F -V e! _B
[ A F o B1| B2
(0%)]

onde

a ar g B B P2
pANY | o Y| (e AY) |
(V)| b VY | b W
(=) | & W o=y | g P

Exemplo 2.14. Considerar o tableaux para a negac¢do duma férmula vdlida:

~(Va(p(x) — q(x)) — (Vap(z) — Vrq(z))))
Vz(p(x) — q(z))

Vap(z)
—Vag(z)
—q(a)
p(a)
p(a) = q(a)
-p(a) q(a)
X X

obtemos um tableaux fechado, onde a € uma constante, que nao aparece na formula.
Para cada quantificador existencial € necessdrio usar uma constante nova. Por exemplo se

considerarmos a negac¢do de:

Va(p(z) V q(x)) = (Vap(z) V Vrq(z))

que € satisfazivel mas nao vdlida, se nao tivermos esse cuidado obtemos um tableaux fechado.
Verifica!
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~(Vz(p(z) vV q(2)) = (Vzp(z) V Vzq(z))
(Vz(p(z) vV q())
~(Vzp(z) V Vaq(z))
—Vap(r)
—Vaq(x))
—q(a)
—p(b)
pla) V q(a)
p(b) V q(b)

Notar que um ramo nao fechado de um tableauzr define uma estrutura em que a féormula é

valida...

Exemplo 2.15. Consideremos ainda um tableaux para ¢ igual a ¢1 N\ P2 A ¢3 onde:

¢1 = Va:EIyp(% y))
¢2 = Vxﬂp(x,x))
b3 = VavyVz((p(z,y) A ply,2)) = p(z, 2))

Depois de aplicar as regras o obtemos

Vadyp(z,y))
Vax—p(x,z))
VavyVa((p(z,y) A py,z)) = p(z, 2))

Agora nao temos nenhuma constante (ou outro termo) para instanciar. Podemos escolher
qualquer elemento a1 e obter Jyp(a1,y) a partir de ¢1. E depois instanciar o 3 com uma
constante nova, ay. E voltar a instanciar ¢1 com asg, ficando Iyp(az,y). E voltar a instanciar
este com uma nova constante as....e deste modo temos um processo que nao termina...
Pode-se mostrar que ¢ nao tem nenhum modelo finito!: Suponhamos que existe A com doninio
finito mas nao vazio. Por ¢y existe uma sequéncia de a; tal que A E(p)a,ly/a;) P(T,Y), para
todosi e j =14 1. Por ¢3, j #i. Mas como o dominio € finito, existe k com ap = a;. O que

contradiz ¢z que obrigaria a A [y, q, ) [P(7, 7).

E podemos concluir que os tableaux nao sao um processo de decisao para a validade das
férmulas de primeira ordem.

2.7.2.1 Regras de expansao para tableaux

A notagao uniforme para as formulas pode ser extendida para os quantificadores (y universais

e 0 existenciais):



106 CAPITULO 2. LOGICA DE PRIMEIRA ORDEM

ol v(t) é 4(t)
Vog | ¢lz/t] || Fxd | Plz/t]
-3z | ~@lx/t] | Vrd | ~¢lz/t]

Nesta notacao, as novas regras de expansao dos tableaux sao:

(t i(p

onde t é um termo fechado e p é uma constante nova.



Apéndice A

Deducao natural para a logica

proposicional
Introducao Eliminagao
N GL, g 90Uy,
(9] (W]
PV T
V ¢$wv11 dﬂd/}wvh 5 vVE
[¢]
F
g
- _‘¢ -1 T—\E
¢
¢
F 7 FI(x) GFE
[¢]
— =0 —I Vi ﬁ—mb—)E
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Regra da Repeticao

Algumas regras derivadas:

o=y

TE

¢V 9
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Apéndice B

Deducao natural para a logica de 1®

ordem
Introducgao Eliminagao
A i/\z/\l d)g)w/\El ¢/d\1w/\E2
[¢] [¥]
dV Y Yo
V d)f/ﬁwVIl ¢$w\/12 5 vV E
4]
F /T
- _‘7(1)—\1 T_\E
¢
F = FI(x) %FE
4]
¢ o=y
ti=ts  Blt1/a] e x é substituivel por t; e
= | = B Y2 I
por to em ¢
[v]
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Regra da Repeticao

Algumas regras derivadas:

el

ool Ung 2

TRA mTE



112 APENDICE B. DEDUCAO NATURAL PARA A LOGICA DE 14 ORDEM



Bibliografia

[And86]

[BAO1]

[BEOO]

[Bro00]

[DLL62]

[DP60]

[Fit90]

[GLMO7]

[HROO]

[L1087]

[Smu95|

Peter B. Andrews. An Introduction to Mathematical Logic and Type Theory:To
Truth Through Proof. Academic Press, Orlando, Florida, 1986.

Mordechai Ben-Ari. Mathematical Logic for Computer Science. SV, 2nd edition,
2001.

Jon Barwise and John Etchmendy. Language, Proof, and Logic. CSLI, 2000.

Sabine Broda. Apontamentos de logica computacional. Technical report, Departa-

mento de Ciéncia de Computadores, FCUP, 2000.

Martin Davis, George Logemann, and Donald Loveland. A machine program for
theorem proving. Communications of the ACM, 5(7):394-397, July 1962.

Martin Davis and Hilary Putnam. A computing procedure for quantification theory.
Journal of the ACM, 7(3):201-215, July 1960.

Melvin Fitting. First-Order Logic and Automated Theorem Proving. SV, 1990.

Jean Goubault-Larrecq and Ian Mackie. Proof Theory and Automated Deduction.
Kluwer Academic Press, 1997.

Michael Huth and Mark Ryan. Logic in Computer Science: Modelling and reasoning
about systems. CUP, 2000. 430 DCCBIB.

J.W. Lloyd. Foundations of Logic Programming. SV, 1987.

Raymond M. Smullyan. Fisrt-order Logic. Dover Publications, 1995.

113



Indice

atribuicao

de valores de verdade, 7
axiomas

nao légicos, 95
axiomatizagao, 101

completa, 101

clausula
logica proposicional, 49
logica proposicional, 18

completo

conjunto de conectivas, 10

completude
logica proposicional, 38

conjunto consistente

logica de primeira ordem, 86

consequéncia semantica, 60
logica proposicional, 9
contradicao
logica proposicional, 30
légica proposicional, 9
contraposicao

logica proposicional, 34

dedugao, 23

F, 24

demonstracao, 24

demonstracao por casos
légica proposicional, 29

dominio

estrutura, 58

dupla negacao

logica proposicional, 33

eliminacao da disjuncao
logica proposicional, 26
F
logica proposicional, 29
eliminagao da conjuncao
logica proposicional, 25
eliminacao da implicacao
loégica proposicional, 31
eliminacao da negacao
légica proposicional, 28
eliminacao de V
logica de primeira ordem, 73
equivaléncia semantica
logica proposicional, 9
estrutura

linguagem de primeira ordem, 58

férmula
da logica proposicional, 5
férmula de Horn
légica proposicional, 15
férmulas
atomicas
linguagem primeira ordem, 53
linguagem primeira ordem, 53
=, 69
falsa

proposigao

114



INDICE

logica primeira ordem, 61

forma booleana, 68
forma normal

conjuntiva, 15

disjuntiva, 13

negativa, 12
forma normal prenexa

Ipo, 71
fungao de verdade, 10

inconsistente

logica proposicional, 29
integridade

logica proposicional, 38

sistema dedutivo DN

logica de primeira ordem, 84

DN

logica proposicional, 38
interpretacao

das variaveis, 58
introducao da conjuncao

légica proposicional, 25
introducao da disjuncao

logica proposicional, 26
introducao da implicagao

l6gica proposicional, 31
introducao da negacao

légica proposicional, 28
introducao de 4

logica de primeira ordem, 74
introducao de V

logica de primeira ordem, 73
F

légica proposicional, 29

lema da deducao

logica de primeira ordem, 86

logica proposicional, 32
linguagem

logica de 12 ordem, 52

loégica proposicional, 5
literal

logica proposicional, 12
Ipo

loégica de primeira ordem, 51

modelo

duma proposigao, 61
modus ponens

logica proposicional, 31
modus tollens

logica proposicional, 32

notacao uniforme

logica proposicional, 47

omissao de paréntesis

Ipo, 54

paradoxo

de Russel, 98
proposicao

logica de primeira ordem, 55
puro

literal, 21

reducao ao absurdo

logica proposicional, 33
refutagao

légica proposicional, 46
regra da dedugao

logica proposicional, 31
repeticao

légica proposicional, 27

resolucao

115



116 INDICE

regra de inferéncia logica proposicional, 9
logica proposicional, 49 teoria
resolvente completa, 101
logica proposicional, 49 duma estrutura, 101

ingénua dos conjuntos, 97
simbolo

de igualdade, 52

funcional, 52

terceiro excluido
loégica proposicional, 33

termo

logico, 52 linguagem de primeira ordem, 52

nao légico, 52 . .
81co, livre para uma variavel, 70

predicado, 52 termo fechado

satisfaz linguagem de primeira ordem, 53

logica primeira ordem, 60

satisfazivel unitaria

férmula propagacao, 19

linguagem primeira ordem, 60 universo
formula proposicional, 8 estrutura, 58
, 99
= valida
sistema de deducao natural )
féormula

logica de primeira ordem, 72 ) ..
linguagem primeira ordem, 60
logica proposicional, 24 ..
variavel
sub-formula, 7 N
ocorréncia ligada, 55
imediata, 6 e
ocorréncia livre, 55
sub-féormulas principais, 68 e~

ocorréncia nao livre, 55

bstituica

SpRHHEnO variavel substituivel, 70

Ipo, 70 )

vazia

tabelas de verdade, 8 clausula
tableau logica proposicional, 18

deducao verdadeira

logica proposicional, 48 proposigao
fechado légica primeira ordem, 61

loégica proposicional, 48
logica proposicional, 48
satisfazivel

loégica proposicional, 48

tautologia



