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1 Programacao em Lodgica

Programacao em Légica

Um programa é um conjunto de férmulas logicas e que a sua execucao corres-
ponde a uma demonstragao de que uma férmula é um teorema.

Os sistemas que vamos ver baseiam-se em:

e considerar férmulas em forma prenexa e em que a matriz estd em normal
conjuntiva: clausulas

e como sistema dedutivo usar variantes da resolucao
e 0 sistema dedutivo é integro e completo, para alguma estrutura.

e computacionalmente “universal”, i.e., equivalente a méaquinas de Turing
ou uma qualquer linguagem de programacao de uso geral... C, Java,
Python, Haskell

1.1 Resolucao para a légica proposicional

Resolugao para a légica proposicional

Um literal é uma férmula atémica ou a sua negagao: p, =p



Uma clausula é uma disjuncao de literais: p V =q¢ V —p V s e pode representar-se
por um conjunto {p, —q, —p, s}

Entao uma férmula da légica proposicional em FNC, p.e.

pA(@VrVvgAErVv-as)A(pPVs) A(-gV -s)

pode ser vista como um conjunto de clausulas:

{{ﬁp}’ {q> T‘}, {jﬁ ﬁs}’ {p> 3}7 {ﬁq7 ﬁs}}

Sistema dedutivo por Resolucao (LP)

E um sistema dedutivo por refutagao: para deduzir ¢, deduz-se que —¢ é uma
contradicao.

A consequéncia seméantica é preservada: se ¥ = ¢ sse XU{—¢} néo é satisfazivel.
Seja ¥ um conjunto de clausulas e representamos por F a cldusula vazia.

O sistema dedutivo por resolu¢do nao tem axiomas e apenas uma regra de

inferéncia:

Regra de inferéncia da Resolugao

Cu{p} C'U{-p}
cuc

A conclusao C'U C’ diz-se a resolvente das premissas.

Uma dedugao de F a partir de um conjunto C de cldusulas diz-se uma refutagao
de C.

Uma deducao por resolugao de uma férmula ¢ é uma refutagdo de clausulas que
correspondem a FNC de —¢.
Dado

{{_'p}a {Q7 T}v {_‘Ta _‘S}a {p7 S}a {_‘qa _‘S}}

temos

(p.s} {—p} 12557 {mgs)
{s} {—s}

F

Integridade e Completude da Resolugao

Teorema 16.1. (Integridade) Seja C = {C4,...,Cy} um conjunto ndo vazio
de clausulas da l6gica proposicional.

i. Sejam C; e C; cldusulas de C e R uma resolvente de C; e C;. Entdo C = R.



1. Se C Fr Flisto €, existe uma deducdo de F' a partir de C usando apenas a
regra da Resolugdo, entdo C nao € satisfazivel.

Teorema 16.2. (Completude) Se um conjunto de cldusulas C € nao satisfazivel
entao existe uma deducio C g F.

Notacgao clausal

Um clausula

{al,...,ak,—‘ﬂl,...,—‘ﬂl}

é equivalente a

Br Ao ANB)—= (e Vo Voag)

também se pode representar na notacao clausal:

a17"'aak<_617"'7ﬁl

1.2 Clausulas

Clausulas para LPO

Seja £ uma LPO com igualdade e pelo menos uma constante.
Um literal positivo (ou dtomo) é uma férmula atémica : P(x,y), f(z) =a
Um literal negativo é a negacao de uma férmula atémica: —P(x,y)

Uma clausula é uma férmula ¢ da forma:
Var...Vog(ag V...V oag V =B V...V 26,)

onde «;, [5; sao atomos e x1, ..., T, todas as varidveis que ocorrem em ¢.

Também se pode escrever ¢ como:
Vay ... Ve (81 A oo A Bp) = (1 V ... V ayg))
ou ainda representa-la em notacao clausal:
a1y ..., <—51,...,/r)),,1,

Literais e Clausulas Fechadas

Um literal diz-se fechado se todos os seus termos sao fechados, isto é, ndao tem
varidveis.



ﬁID(.][(G’)7C)7 Q(g(f(a), f(b))7 h(a7g(b)) = f(g(cuf(a)), a=b,a= f(a‘)

Uma cldusula diz-se fechada se todos os seus literais sao fechados.
{=P(f(a),c),Q(g(f(a), f(b)), ~h(a,g(b)) = f(g(a, f(a))}

1.3 Conversao para forma clausal

Conversao em forma clausal

Para qualquer férmula ¢ existe uma conjunto de cldusulas que é satisfazivel se
e s6 se ¢ é satisfazivel.

Para converter ¢ para forma clausal primeiro converte-se para forma prenexa:

Qix1Q222 ... Qnrpy

onde cada @; é ou V ou 3, 1 < i < n, e ¢ é uma férmula sem quantificadores.
Depois temos de eliminar quantificadores existénciais.

Proposigao 16.1. Seja Yy; ...y,dxd wma proposicio de uma linguagem de
19 ordem L e seja L' uma linguagem com os simbolos de L e com mais
um simbolo n-drio f. FEntao, Yy;...y,Jx¢ € satisfazivel em L se e s se
YY1 .- Yn®lf (Y1, - -, yn)/x] € satisfazivel em L.

Nota: as duas féormulas nao sao semanticamente equivalentes: apenas a satis-

fazibilidade de uma é garantida pela satisfazibilidade da outra.

Conversao em forma clausal

Dem.

Temos que mostrar que existe uma estrutura A tal que A = Vy; ...y, 3z sse
existe A’ (estrutura de L) tal que A" =Vyy ... ynd[f (Y1, -, Yn)/2]

(=)Para todos os aq,...a, € A, existe b € A tal que

Ass la/p] .. - [an/yn][b/x]¢

b depende dos ag,...,a,.Entdo a estrutura A’ pode ser igual a A e tal que o
valor de f4" seja dado por, para todo a1, ..., a, € A:

fA'(al,...,an) =b

(<)
Em A’, consideremos os valores de fA4’ (a1,...,ay). Estes sdo os valores de cada
um dos b.



Skolemizacdo

E um algoritmo que converte uma proposicao ¢ de uma linguagem de 12 ordem,
numa conjuncao (ou conjunto) de cldusulas ® = ¢; A ... A ¢, (duma linguagem
alargada L) tal que:

e cada ¢; é da forma Va; ...V, (A1 V ... V A,), onde cada A; é um literal

e a formula ¢ ¢é satisfazivel se e s6 se O é satisfazivel

Algoritmo de Skolemizacgao

1. Converter ¢ em forma normal prenexa Q121Q2x3 . .. @z, onde cada Q;
é ou ¥ ou 3 e ¢ ndo tem quantificadores (e denomina-se a matriz).

2. Para 1 < i < n se @; é um quantificador existencial 3 e x;,,...x;,,

i

as variaveis quantificadas universalmente de indice menor que i entao
substitui-se:

Elxiﬁ por Q[fZ (l‘il, NN (L’imi )/sz]

onde f; é um novo simbolo funcional de aridade m;.

Algoritmo de Skolemizagao

3. Converter a matriz da férmula resultante para forma normal conjuntiva
aplicando sucessivamente as seguintes transformagoes:

¢ — ¢

=(o A ) — —¢V

(V V) — ¢ A
VAN — (oVY) AoV o)

4. Aplicar a seguinte transformagao:

Ve(p A ) — Vagp A Vayp

Exercicio 16.1. Aplica o algoritmo a segquinte formula:

Vo(Vy(P(y) — R(y,z)) — Q(x))



Resolucao 16.1

Para forma normal prenexa basta passar para fora os quantificadores:

VaVy((P(y) = R(y,z)) = Q(z))

Como nao tem quantificadores existénciais basta, converter a matriz para forma normal

conjuntiva:
Vavy(=(=P(y) V R(y,z)) v Q(z)) (1)
Vavy((P(y) A —R(y,z)) vV Q(x)) )
Vavy((P(y) vV Q) A (mR(y,z) vV Q(x))) (3)
Vavy((P(y) v Qx))) A VaVy(-R(y,z) V Q(z)) (4)

Resolugao para clausulas fechadas

A regra da resolucao para clausulas fechadas é praticamente igual a da légica
de primeira ordem.

Sejam C' U {l} e C" U {-l} duas cldusulas fechadas.

Regra de inferéncia da Resolugao
cu{ly cu{-i}
cuc’

CUC’ é aresolvente de CU{l} e C" U {~l},

PE]xemplo 16.1.lSendo {p(f(a),g(c)),q(a,c)} e {=p(f(a),qg(c)),q(f(a),g(c))}
ntao, uma resolvente é

{q(a, ), q(f(a), g(c))}

1.4 Foérmulas de Horn

Foérmulas de Horn
Uma clausula é uma férmula de Horn se tem no méximo um literal positivo.

Uma férmula (ou cldusula) de Horn é positiva se tem um literal positivo:

VSEl...VIs(al V _|,81 V...V _‘Bn)

a1 € a a cabeca da clausula e 1,..., 3, o corpo da cldusula. Se o corpo é vazio
a clausula diz-se unitaria.

Uma cldusula de Horn é negativa (objectivo) se nao tem literal positivo:



Vay... Ve (=f1 V ...V 25,)

<_Bla"'aﬁ6)n,

A cldusula vazia representa-se por e corresponde a uma contradi¢ao (F) e é uma
clausula sem cabega nem corpo.

Férmulas de Horn

Exemplo 16.2. Das sequintes formulas, indica quais sao cldusulas de Horn,
positivas ou negativas e escreve-as na notacdao clausal:

o VaVyVz(P(z,z) V Q(z,y) V —Q(z,z)) Nao Horn P(x,z),Q(z,y) <
Q(z, 2)

o VaVyVz(P(x,2) V =Q(x,y) V =Q(x, z))positivaP (x, z) + Q(x,y), Q(z, z)

o VaVzP(x, z)unitariaP(z,z) +

o VaVyVz(—P(z,z) V —Q(z,y))negativa < P(x,z),Q(x,y)

Proposigao 16.2. Seja A = (A, -*) uma estrutura de L e ¢ a cldusula oy, . . ., oy <
Bi,. .., Bn, com varidveis x1,...xs. A satisfaz ¢, A = ¢, se e s se para to-
dos o0s a1,...,as € A existe um literal X € {aq,...,ak,—B1,...,70n} tal que
AEs X para s(z;) =a;, 1 <i<s

Demonstrag¢do. Resulta directamente da definigdo de cldusula e da relagdo |=;.
O

Programa definido

Um programa definido é um conjunto finito de clausulas de Horn positivas.

Num programa o conjunto de clausulas com cabegas com mesmo simbolo de
predicado P, chama-se a definicao de P.

Exemplo 16.3. Considera a linguagem de 1¢ ordem L,y sem igualdade com
Fo = {0, nil}, Fr = {s}, F2 = {cons}, Ry = {sorted}, Ry = {slowsort, perm, less_eq}
e R3 = {delete}.

O programa sequinte dada uma sequéncia de inteiros permuta os seus elementos
até estarem ordenados!:

slowsort(x,y) «+ sorted(y), perm(x,y)

sorted(nil) «

sorted(cons(x, nil)) «

sorted(cons(x, cons(y, z))) + less_eq(x,y), sorted(cons(y, z))
perm(nil, nil)

perm(cons(x,y), cons(u,v)) < delete(u, cons(x,y), z), perm(z, v)



delete(x, cons(x,y),y) +

delete(x, cons(y, z), cons(y, w)) < delete(x, z, w)
less_eq(0, x)

less_eq(s(x),s(y)) < less_eq(x,y)

e um inteiro n é representado pelo termo s(s(...s(0))) com n simbolos funci-
onais s. Ex: s(s(s(0))) representa 3

e uma lista de inteiros é representada por termos cons(x,y) onde x é um in-
teiro e y é uma lista. A lista vazia é representada por nil Ex: cons(s(s(0)), cons(s(0), cons(s(s(s(0))), nil)
representa a lista [2,1, 3]

e slowsort dada uma lista x, verifica se estd ordenada (sorted), sendo permuta
(perm)...



