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1. Uma revelagao a meio da noite

H4 ja um quarto de século, um de nés foi acordado a meio da noite por um
seu familiar tomado por uma frenética vontade de partilhar a sua constatacao
que, num totobola com trés partidas, o nimero minimo de apostas simples
para garantir dois resultados certos, € menor que nove! No dia seguinte, a
horas muito mais decentes, e apesar de em estados diferentes de repouso,
ja ambos os autores desta coluna estavam cientes deste facto. E desde essa
altura o «problema do totobola» nao deixa de nos apoquentar o sono. ..

Mas, comecemos pelo principio... O totobola, um jogo de apostas hoje
quase em vias de exting¢ao, consiste no desafio de tentar adivinhar o resultado
qualitativo de um certo ntimero de partidas de futebol*. Assim, para cada
uma dessas partidas, que se disputa entre as equipas A e B, o apostador tem
de escolher 1, X ou 2, consoante aposte que a equipa A ganha, empata ou
perde. Para que a leitura 6ptica das apostas seja facilitada, coloca-se uma

*Eram 13 no enquadramento histérico do paragrafo anterior, mais tarde passaram a 14
e o actual «super 14» corresponde, para todos os efeitos, a um desafio com 15 partidas.
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1 X 2 1 X 2 1 X 2
A-B X A-B X| A-B|X
c-D X C-D | X C-D X
E-F | X E-F X E-F | X

Figura 1: Algumas apostas simples num totobola com 3 partidas

cruz (de facto um X) na coluna correspondente & aposta pretendida. Esta
forma de assinalar as apostas permite, para além disso, abreviar apostas
multiplas (duplas e triplas) colocando mais do que um X na mesma linha. Na
figura 1 da-se exemplo de trés apostas simples para um totobola envolvendo
trés partidas. A um conjunto de resultados para as partidas constituintes de
um jogo chama-se uma chave.

O problema do totobola pode entao ser formulado da seguinte maneira:

Num jogo de totobola envolvendo n partidas, qual o nimero mi-
nimo de apostas (simples) que é necessdrio fazer para garantir,
pelo menos, n — 1 resultados certos?

Designe-se por d,, esse nimero minimo de apostas simples que garantem
n — 1 resultados correctos num totobola envolvendo n partidas. Observe-se
que o namero total de possiveis chaves é 3" e que cada aposta simples cobre
2n + 1 chaves: aquela em que se acertam em todos os resultados e as que
diferem dessa aposta no resultado de uma s6 partida, o que, por sua vez,
pode acontecer de duas maneiras. Tem-se entao:

3n
d, > )
"= on+1

E claro que dy,+1 < 3d,,, pois se se tiver um conjunto que garanta n — 1
resultados num totobola com n partidas, basta a cada uma dessas apostas
acrescentar uma tripla para obter um conjunto (com 3 vezes mais elementos)
que garante n resultados num totobola com n + 1 partidas. Assim, para
n > 3,

37’L
<d, <3d,_1.
1= ot
Em particular, d, < 3"~!, para todo n. Apesar de esta majoracao trivial
nao poder ser melhorada para n = 2 (porqué?), ja para n = 3 é possivel fazer
bastante melhor. Sugerimos que antes de prosseguir, o leitor tente encontrar
um conjunto de menos de 9 apostas que assegure dois em trés resultados no
totobola com trés partidas.
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2. Uma formulagao geométrica

E claro que os simbolos 1X2 usados no totobola para codificar vitoria-
-empate-derrota sao inteiramente arbitrarios, podendo ser substituidos por
outros quaisquer. Usando os simbolos 012, uma aposta no totobola com
3 partidas corresponde naturalmente a um ponto de R? e o conjunto das
chaves, {(a,b,c) : a,b,c € {0,1,2}}, é o conjunto dos vértices, pontos médios
das arestas e pontos médios das faces de um cubo de lado 2, assim como o
ponto médio do préprio cubo. A figura 2 representa assim o espaco de todas

Figura 2: O espago das chaves do totobola com 3 partidas

as chaves do totobola com 3 partidas. Por exemplo, as apostas da figura 1
correspondem aos pontos (1,1,0), (2,0,1) e (0,2,0), respectivamente.

Uma chave é coberta por uma dada aposta, ou seja, pelo menos dois
dos seus resultados coincidem com os da aposta, se pelo menos duas das
coordenadas dos respectivos pontos forem iguais. Isto corresponde a dizer
que a recta que une os dois pontos, no caso de serem distintos, é paralela a
um dos eixos (ver figura 3). Deste modo é relativamente facil encontrar a

Figura 3: Uma aposta e as chaves que ela cobre
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solugao para o caso n = 3. Consegue o leitor fazé-lo? Uma solugao 6ptima
é apresentada no fim deste artigo, ficando como exercicio a prova que essa
solugao é minimal.

Para prosseguir esta abordagem para totobolas com mais do que trés
partidas, temos de mergulhar em espacos de dimensao superior. Nao deixa
de ser curioso que a analise de um totobola com umas meras quatro partidas
conduza assim & quarta dimensao! DesafiAmos aqui o leitor a encontrar uma
solugdo para n = 4 usando uma figura em que represente o respectivo espago
das chaves como um cubo quadri-dimensional, que poderé ser pensado, por
exemplo, como trés copias da figura 2, em que ha rectas (que é preferivel nao
desenhar) ligando pontos que tém as mesmas coordenadas internas em cada
cubo.

Mas esta formulacao geométrica do problema nao é, obviamente, a tnica.
De facto uma outra formulagao integra este problema num conjunto muito
mais vasto de problemas similares. Consideremos o grafo cujo conjunto
de vértices é constituido pelas chaves de um jogo de totobola e em que
existe uma aresta entre dois vértices se e s6 se as chaves correspondentes
diferem somente no resultado de uma partida. O problema do totobola, nesta
versao, corresponde em saber qual o niimero minimo de vértices para os quais,
juntamente com os seus vizinhos directos (aqueles que a eles estao ligados
por uma aresta) cobrem todo o grafo. Este tipo de problemas, chamados
problemas de dominancia em grafos, é, em geral, de solu¢ao muito dificil, e
para muitos deles nao se conhece solucao apesar de profusamente estudados
na Teoria de Grafos (ver, por exemplo, [Hay98|).

3. Cédigos de Hamming sobre Fj

Considerar o problema do totobola para n partidas como um problema
geométrico em R™ tem Obvias vantagens, como se pode constatar no caso
n = 3. Mas, o espago mais natural para lidar com esta questao ¢ %, onde [F3
denota o (tnico, a menos de isomorfismo) corpo com trés elementos. Fica-se
assim com uma estrutura de espaco vectorial no espaco das chaves, o que
permite usar as poderosas ferramentas da Algebra Linear para atacar o
problema.

Por uma daquelas coincidéncias que evidenciam a natureza multifacetada
das boas abordagens, Richard Hamming, em 1947-48, ao introduzir c6digos
correctores de erros para «ensinar» um computador a corrigir erros simples e
desse modo tornar o seu trabalho mais eficiente (ver [Tho83|), resolveu, sem o
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saber, uma infinidade de casos do problema do totobolal. Para descrevermos
como, comecemos por introduzir as nogoes de peso e distdncia de Hamming
em F%3: o peso de Hamming de um vector ¢ simplesmente o ntimero de
entradas nao nulas deste, enquanto a distdncia de Hamming de dois vectores
¢ o namero de coordenadas distintas que estes tém, ou, o que é o mesmo, é o
peso de Hamming da diferenca desses vectores. E facil ver que esta nocao
fornece de facto uma distancia em F%. Tem-se:

Lema 1 Se A € uma matriz com entradas em Fs tal que quaisquer v das
suas colunas sao linearmente independentes, entao a distdncia de Hamming
de dois quaisquer vectores do seu nicleo € maior ou igual a r + 1.

Demonstra¢ago. Como o ntcleo é um subespaco linear, basta mostrar que
o peso de Hamming de um seu qualquer vector é maior ou igual a r + 1.
Mas um vector do nicleo é constituido pelos coeficientes de uma combinagao
linear das colunas da matriz A e portanto, por hipotese, tem de ter pelo
menos r + 1 coordenadas nao nulas. O

Agora, dado m € N, e uma vez que dois vectores de 5" sao linearmente
independentes se e s6 se nao sao multiplos um do outro, a matriz cujas colunas
sao todos os vectores de 5" cuja primeira entrada nao-nula é 1,

0ooo000O0OO0OO0O0O0OO0O0OO0OO0-- 111
0o0000O0OO0OO0OO0OO0OO0OO0OO0O: .- 222
0 00111111111 2 2 2
011100011122 2 2 2
101201201201 2 01 2

satisfaz as condigoes da Proposigdo anterior. E facil ver que o ntimero de

colunas desta matriz 6 1 +3+ 324 ... + 3™ 1 = 372;1 Daqui resulta:

. ~ e ’ mo__
Proposicao 1 Se n é um nimero da forma 3 5 !
dp = 3"

, para algum m € N, entdo

t Aparentemente o problema do totobola foi pela primeira vez investigado por Olga
Taussky e John Todd em 1948 (ver [Tho83|, p. 84), em [Tau48]. Este artigo levou
& descoberta do resultado descrito na proposi¢ao abaixo, de modo independente e no
contexto da teoria dos grupos, por B. Kuttner, E. Mattioli, J. G. Mauldon e S. K. Zaremba
(ver [Zar52]). Curiosamente, o chamado codigo de Golay G11 foi descoberto em 1947, na
Finlandia e no contexto do problema do totobola, por Juhani Virtakallio, ano e meio antes
de ter sido descoberto por Marcel Golay (ver [Bar93|, p. 25).
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Demonstracao. Seja entao n = 3m2_1' O nucleo da aplicagao sobrejec-

tiva F3 — F5* dada pela matriz acima explicitada tem dimensao n —m e
portanto tem 3"~ elementos, que formam um conjunto de elementos de F%
tais que a distadncia de Hamming entre quaisquer dois é pelo menos 3, pelo
Lema anterior. Mas entao, as bolas unitéarias (para a distancia de Hamming)
centradas nesses pontos sao disjuntas. Ora, cada uma dessas bolas assegura
2n + 1 = 3™ apostas. Resulta que todas as chaves ficam asseguradas por
uma e uma s6 aposta do referido nicleo. O

Observe-se que, como 13 = %, resulta que para o problema «cléssico»
do totobola com 13 partidas ha uma solugdo perfeita (i.e. por bolas unitéarias
disjuntas), consistindo de 3'° apostas simples. O caso anterior em que tal
acontece é n = 4 e o seguinte n = 40. Reciprocamente, é ficil ver que s6
existe uma cobertura disjunta para o totobola com n partidas quando n tem
a forma prescrita na proposigao anterior (o que é deixado como exercicio para
o leitor).

O ntcleo da matriz acima explicitada constitui aquilo a que se chama um
«codigo corrector de errosy», nomeadamente um cédigo ternario de Hamming
(para mais detalhes, ver [Hil03]).

4. Problemas em aberto

A atestar a dificuldade do problema do totobola, em geral, esta o facto de,
embora o caso n = 5 do problema do totobola ter sido resolvido em 1967, por
H. J. L. Kamps e Jacobus H. van Lint [Kam67], o caso n = 6 continuar em
aberto. Observe-se que, muito embora 6 seja um nimero pequeno, a procura
de uma solugao pelo «método da forca bruta» envolve procurar subconjuntos
de um conjunto com 3% elementos, ou seja, envolve lidar com um conjunto
com 23° elementos!

A sequéncia cujo n-ésimo termo é o menor nimero de apostas simples que
garantem n — 1 resultados correctos num totobola de n partidas, é a sequéncia
A004044 da «The Online Encyclopedia of Integer Sequences» mantida por Neil
J. A. Sloane em http://www.research.att.com/ njas/sequences. Para
além dos 5 primeiros termos, sao conhecidos apenas os termos da forma
n = 3m271, gragas aos codigos ternarios de Hamming, acima descritos.

Ha 25 anos atras, sem acesso a revistas de investigagao e numa era pré-
internet, desconhecifamos as ligagoes entre o totobola e a teoria de coédigos
correctores de erros, assim como a literatura que havia sobre o assunto, e
muito menos imagindvamos o quanto se continuaria a escrever (ver [Bar93,
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Ber04, Ham95| e respectivas referéncias) sobre o assunto!

Figura 4: Uma solugao 6ptima para n = 3
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