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1 Loégica Proposicional e Algebra de Boole

A légica proposicional remonta a Aristételes, e teve como objectivo modelizar o raciocinio
humano. Partindo de frases declarativas (proposi¢des), que podem ser verdadeiras ou falsas,
estuda-se o processo de construcao e a veracidade de outras proposi¢oes usando conectivas

como ou ( V), e (A ), ndo (—), se...entao. ...

Por exemplo,
Os gatos sao mamiferos e O Porto é uma cidade

é uma conjuncao de proposicoes verdadeiras, e portanto é uma proposicao verdadeira.
George Boole (1815-1864) sistematizou a légica proposicional como uma élgebra.

Na l6gica proposicional associa-se a cada proposi¢do um valor 16gico: ou verdade (1) ou

falso (0). Cada proposigao é representada por uma varidvel (proposicional): A, B, .. ..

Se A e B sao proposicoes a expressao légica A A B é uma proposicao verdadeira se A e B
o forem, e é uma proposicao falsa, caso contrario; A V B é uma proposicao verdadeira se
A ou B o forem, e falsa, caso contrario;—mA é uma proposicao verdadeira se A for falsa, e

falsa se A for verdadeira.

Formalizando temos:

Definicao 1 Dados os operadores A, V e = e varidveis proposicionais A, B, ..., uma

expressao da logica proposicional E, F, ... é definida indutivamente por:

(i) uma varidvel é uma expressdio légica;
(ii) os valores ldgicos 0 ou 1 sdo expressoes ldgicas;
(iii) se E e F sao expressoes l6gicas a sua conjuncdo (e) é uma expressdio logica, E N F;
(iv) se E e F sdo expressoes ldgicas a sua disjunc¢do (ou) é uma expressao logica, E V F;
(v) se E é uma expressio légica a sua nega¢do (ndo) é uma expressio légica, E ou —E;
Para evitar o uso de paréntesis supoe-se que o operador — tem maior precedéncia que o

operador A, e este maior precedéncia que operador V. Assim, a expressao -—A V B
corresponde a (—(=A)) V Boua AV B,e—-A A B V C corresponde a (A A B) Vv C.
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1.1 Tabelas de Verdade

Uma vez que uma variavel proposicional sé pode tomar o valor 1 ou o valor 0, os valores
possiveis duma expressao légica podem ser obtidos combinando os valores possiveis das
variaveis que aparecem nessa expressao. Para tal constroem-se as chamadas tabelas de
verdade, sendo apenas necessario saber inicialmente quais os possiveis valores resultantes

das operagoes basicas: conjuncao A , disjunc¢ao V e negacao —.

As tabelas de verdade associadas aos operadores A, V e — sao as seguintes:

AAN B AVB A —-A

e ==l
—_ o = o| W
— o o of>
— = O O
—_ o = o|W
— = = OlKL

—_

o

Diz-se que duas expressoes légicas sao tguais se assumirem os mesmos valores para uma

mesma atribuicao de valores as variaveis.

Sendo S um conjunto das varidveis proposicionais, o tuplo ({0,1}U S, V, A) forma uma
algebra que é designada por dlgebra de Boole isto é, os operadores verificam as seguintes

propriedades (axiomas):

Comutatividade
AV B = BV A
AANB = BAA
Identidade
AV0O = 0V A=A
AN1T = 1 NA=A
Distributividade
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Existéncia de Inversos

SN
> <
N
I

=

Principio da dualidade: Das propriedades anteriores resulta que os operadores V e A
(e os respectivos elementos neutros 0 e 1) sao duais, isto é, as propriedades vilidas para

um sao validas para o outro, se se substituir os elementos neutros.

Usando as propriedades anteriores podem-se ainda deduzir as seguintes propriedades (teo-

remas):

Associatividade

Elementos absorventes

Avil =1
AANO =0
Idempoténcia
AV A = A
ANA = A
Complementos
0 =1
1 =0
A=A
Absorcgao
(ANB) = A
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Leis de DeMorgan

2
el

|
< >
wel]

AV B =
ANB =

Para a demonstracao destas propriedades podemos, alternativamente, construir tabelas de
verdade. Para cada igualdade, basta verificar que para os mesmos valores das variaveis, os
valores logicos das expressoes logicas que formam cada membro da igualdade, sao iguais.
Por exemplo, a veracidade da lei de DeMorgan para a disjuncao pode ser verificada pela
seguinte tabela:

A|B|AVB|AVB|A|B|AAB
010 0 1 111 1
0]1 1 0 110 0
110 1 0 01 0
111 1 0 010 0

A quarta coluna é idéntica a sétima concluindo-se assim que as expressoes logicas corre-

spondentes sdo equivalentes'.

Exercicio 1.1 Usando tabelas de verdade verifique a veracidade das restantes propriedades
enunciadas anteriormente.

Considerando a propriedade associativa dos operadores A e V, podemos considerar as

expressoes logicas seguintes sem paréntesis:
A AN Ay A LU N AL

AV Ay Vv ...V A,

Em particular podemos representar as expressoes anteriores considerando apenas um op-

erador n-drio da forma A (A, As, ..., A,) e V (A1, Ay, ..., Ay), respectivamente.

Exercicio 1.2 Como seriam as tabelas de verdade dos operadores N (Ay, Ag, ..., An) €
V (A, Ay, A7

!Porque tem o mesmo valor 16gico para a mesma escolha de valores das varidveis
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1.2 Owutros Operadores Légicos

Habitualmente definem-se outras operagoes

operacoes conjuncao, disjun¢ao ou negacao.

l6gicas que se podem exprimir em termos das

Por exemplo,

Designacao Operacao | Expressao equivalente
Implicagao A— B -AV B

Equivaléncia | A <+ B (A VvV B) A (A V —B)
Ou Exclusivo | AVB (A AN -B)V (-A A B)
Nao-e AAB -(A A B)

Nao-ou AV B -(A VvV B)

Exercicio 1.3 FEscreva tabelas de verdade para cada uma das operagoes definidas na tabela

anterior.

Exercicio 1.4 FEscreva tabelas de verdade para as expressoes sequintes:

a) (A— B) +» (-A V B)
b) A— (B— (C Vv —A)

¢) (AV B) = (A A B)

Dizemos que um conjunto de operadores é completo se com eles se pode exprimir as

operagoes conjungao, disjunc¢ao e negagao. Por exemplo, o operador Ndo-e (normalmente

designado por NAND) forma um conjunto completo:

AANB = (AAB) A1
AV B = (AA1)A(BA1))
(=4) = (AA1)

Exercicio 1.5 Mostre que { V' }, {V ,—} e

adores.

{—, =} formam conjuntos completos de oper-
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1.3 Funcoes Booleanas

Seja BOOL = {0,1}. Uma fungao booleana n-iria (com n argumentos) é uma fun¢ao
de BOOL™ em BOOL. Obviamente as tabelas de verdade definem fungoes booleanas e,
portanto, a cada expressao logica pode-se associar uma funcao booleana. Em particular,
os valores l6gicos correspondem a funcgoes de aridade 0, a conjuncao e disjuncao a funcgoes

de aridade 2, a negacao a uma funcao de aridade 1, etc. ..

Dado que as fungoes booleanas estao definidas em conjuntos finitos, existe apenas um
nimero finito de fungoes booleanas para cada aridade n. Por exemplo, as fun¢oes booleanas

de aridade 1 sao:

A f(A) A f(A) A f(A) A f(A)
0 0 0 1 0 0 0 1
1 0 10 11

Exercicio 1.6 FExistem 16 funcoes booleanas de aridade 2. Construa as tabelas de verdade

correspondentes. E quantas funcgoes existem de aridade n, paran > 0?

Uma funcao booleana de aridade n pode-se representar na forma
f(A,...,A,) =FE

onde A; sdo varidveis proposicionais (ou booleanas) e E é uma expressao légica envolvendo

Por exemplo, f(A,B) = A A B é a fun¢ao definida pela tabela de verdade para a
conjuncao. Uma tabela de verdade para uma funcao booleana de aridade n tem 2" linhas,
uma para cada sequéncia de n 0’s e 1’s que representam as possiveis atribuicoes de valores

as n variaveis.

Por outro lado, dada uma funcao booleana definida por uma tabela de verdade podemos
pretender obter uma expressao logica a que corresponde a mesma tabela de verdade. Geral-
mente existe uma infinidade de expressoes légicas que se podem construir. No entanto,
habitualmente pretendemos restringirmo-nos a um conjunto de operadores e pretendemos
obter uma expressao légica que seja, num determinado sentido, a mais “simples”. A res-

olucao deste problema ¢é essencial para o desenho de circuitos 16gicos.
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A ideia basica é considerar uma expressao logica

mi V. mo V ...V my

onde cada m; corresponde a uma das linhas da tabela de verdade para as quais o valor da
funcao booleana é 1.

Denomina-se por literal uma expressao logica que é uma variavel A ou a negacao duma
variavel A. Uma expressao logica estd em forma normal disjuntiva se for a disjuncao de

conjuncoes de literais, isto é, é da forma

onde A;; sao literais.

Por exemplo,
AV (BADANC)V (BAO)

é uma expressao légica em forma normal disjuntiva.

Usando as propriedades booleanas podemos demonstrar que qualquer expressao logica é
equivalente a uma forma normal disjuntiva. Analogamente, pelo principio da dualidade,

define-se forma normal conjuntiva.

Teorema 1 Sendo f uma qualquer funcao booleana com n argumentos,n > 1, e Ay,..., A,

varidveis proposicional, existe uma expressao logica E em forma normal disjuntiva tal que

f(Ala---;An) =F

Dem. Se o valor de f for 0 para todos os valores dos argumentos entdo F é A; A Aj.
Senao, para cada escolha de valores dos argumentos, que designaremos por « e que

corresponde a uma linha na tabela de verdade de f, constréi-se a expressao
E,=AY N AS... N A}
onde:

4e — { A; se o valor de A; para essa escolha (linha) é 1

A; se o valor de A; para essa escolha (linha) é 0
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Note que o valor légico de E,, para a atribuicao de valores as variaveis na linha « é
1 (verifique!). Assim, para obter a expressao légica E basta considerar a disjungao
das expressoes F, tal que f(a(Ay),...,a(A4,)) =1, onde a(A;) indica o valor de A;
para a escolha (linha) o. Temos

E = \/ E,

fla(Ar),..,a(An))=1
O

Considere-se a func¢do booleana ¢(A, B, C') definida pela seguinte tabela de verdade:

A B C|c¢(ABJC)
0 0 O 0
0 0 1 0
0 1 0 0
0 1 1 1
1 0 0 0
1 0 1 1
1 1 0 1
1 1 1 1

Aplicando o teorema conclui-se que ¢(A, B, C') corresponde a expressao logica:

(AANBAC)VAABANC)V(AANBANC)V (AANBAZOQ)

Dada a analogia entre a multiplicacao e adicao aritméticas e a conjuncao e a disjuncao
l6gicas, ao escrever expressoes l6gicas substitui-se o A por - (que normalmente é omitido)

e V por +. No caso anterior vem:

ABC + ABC + ABC + ABC

Por este motivo, também se designa a forma normal disjuntiva por soma de produtos.

Claro, que existem outras expressoes logicas equivalentes a anterior e possivelmente mais
simples. Para a construcao de circuitos légicos, interessa, obter expressoes o mais simples
possiveis, por causa da complexidade do circuito e do nimero de portas (operadores) en-
volvidas. Por exemplo, usando as propriedades booleanas, pode-se concluir que ¢(A, B, C) =
BC + AC + AB (verifique!).
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Exercicio 1.7 Construa uma expressao logica para cada uma das funcoes booleanas s, a

e b definidas pelas sequintes tabelas de verdade:

s(A,

2

—_ ==, O O O O
_ = 0 O = = ©o ol|lW
_ O = O = O = o0
I—‘OOP—‘OI—‘P—‘Ow
—_ ==, O O O O
_ = 0 O = = ©o ol|lW
—_ O = O = O = o0
[ = T =T S el Y
O O O O O = = =T

Tente simplificar as expressoes obtidas!

1.3.1 Minterms

Um produto em que todas as varidveis aparecem exactamente uma vez, negadas ou nao,
designa-se por minterm e corresponde exactamente a uma combinacao das varidveis na
tabela de verdade. Assim existem exactamente, 2™ minterm (m;) para n varidveis booleanas.
Para duas varidveis A e B temos AB,AB, AB e AB. A expressao légica equivalente a uma
tabela de verdade obtida pelo método do teorema 1 é uma soma de produtos em que todos

os produtos sao minterm, denomina-se por soma de minterms.

Para n = 2 temos

A B Minterm mog MmMp Mo M3

0 0 AB 1 0 0 0
0 1 AB o 1 0 0
1 0 AB 0 0 1 0
1 1 AB 0o 0 0 1

Para n = 3 temos a seguinte tabela:
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A B C Minterm mg m; mg Mg Mg Ms Mg My
0 0 0 ABC 1 o0 0O O 0 O 0 O
0 0 1 ABC o 1 0 0 0 0 0 0
0 1 0 ABC o 0 1 0 0 0 0 0
0 1 1 ABC o 0 0 1 0 0 0 O
1 0 0 ABC o 0 0 O 1 0 0 0
1 0 1 ABC o 0 0 O 0 1 0 0
1 1 0 ABC o 0 0O O 0 0 1 0
1 1 1 ABC o 0 0O O o0 0 0 1
Para a funcgao, definida acima vem ¢(A, B, C) = m3 + ms + mg + my.

Exercicio 1.8 FEscreva a tabela de minterms para n = 2.

Pelo principio da dualidade, define-se mazterm, produto de somas e produto de maxterms.

Exercicio 1.9 FEnuncie e demonstre um teorema dual do Teorema 1 para formas normais

conjuntivas.

Exercicio 1.10 Para f(A, B,C) = (A + B) + AC, escreva uma soma de minterms equiv-

alente.

1.3.2 Simplificacao de fungoes booleanas e Mapas de Karnaugh

No caso de funcoes booleanas com no maximo seis variaveis existem métodos graficos para
obter uma soma de produtos equivalente e que é em geral mais simples do que a soma
de minterms, obtida pelo método do Teorema 1. Sao os chamados Mapas de Karnaugh
([AU92] Capitulo 12.6, [Dew93], Capitulo 20 e [Gri99]), que sdo definidos em fun¢ao do

nimero de varidveis da funcao booleana.

Os mapas sao diagramas constituidos por quadrados cada um correspondendo a um minterm
da funcao booleana representada. Nos diagramas dois minterms adjacentes diferem apenas

no valor de um dos literais.

Vamos supor que a expressao mais simples, como soma de produtos, é a que tem um
nimero minimo de produtos e o menor nimero de literais em cada produto. Para isso
usam-se propriedades booleanas, como AB + AB = (A+ A)B = B.
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Duas variaveis Existem 4 minterms para uma funcao booleana de duas varidveis. Entao

o mapa é constituido 4 quadrados.

A\B| 0 | 1
Mo | T 0 | AB | AB
M2 | s 1 | AB | AB

Uma funcao é representada escrevendo um 1 nos quadrados correspondentes a cada um

dos minterms da sua representacao como soma de minterms.

Para as fungoes f(A,B) = A+ B e g(A, B) = AB temos 0s mapas:

f(A,B)=A+B g(A,B)=AB
A\BJ0o 1 A\BJo 1
0 1 0
1 |1 1 1 1

Na realidade a soma de minterms para A+ B é AB+ AB + AB. Agora o facto de estarem
1’s adjacentes na coluna do B e na linha do A permitem que a expressao seja simplificada

para a forma A + B, isto é,

AB+ AB+ AB=(AB+ AB)+ (AB+ AB)=(A+ A) B+ A(B+ B)=B+ A

Trés variaveis Como vimos, existem 8 minterms para func¢oes booleanas de 3 variavies.
Os mapas vao ter 8 quadrados. Note que a disposicao dos m; nao segue a ordem numérica,

a regra é que dois quadrados adjacentes s6 diferem no valor de um literal.

A\ BC | 00 01 11 10
0 ABC | ABC | ABC | ABC
ABC | ABC | ABC | ABC

Mo | My | M3 | M2

mq | M5 | M7 | Mg

A representacao de f(A, B,C) = mg + mg + my + my fica

A\BC |00 |01]|11 |10
0 1 1
1 1 1

O 1 para ABC esta isolado portanto tem de aparecer no final. Supondo que os mapas sao
circulares, o 1 de ABC estd a dajacente ao de ABC fazendo com que AC(B + B)=AC.
De igual modo, os 1’s na primeira coluna levam a que CB(A + A) = C'B, e portanto a
funcio pode simplificar para CB + AC + ABC.
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Para estes mapas:

e um quadrado corresponde a um minterm
e um rectangulo com dois quadrados adjacentes um produto de 2 literais

e um rectangulo com 4 quadrados adjacentes a um literal.

Claro que um mapa com tudo 1’s representa 1.

Para fungao ¢(A, B, C') = m3 + ms + mg + my; 0 mapa é

A\ BC |00 |01]|11|10
0 1
1111

que simplifica, por exemplo para, ¢(A, B,C) = AB + AC + BC

Para f(A, B,C) = mg + m4 + mg + m7 0 mapa é

A\ BC |00 |01]|11|10
0 1
1 111

que simplifica para f(A, B,C) = BC + AC

Exercicio 1.11 Usando este método simplifique:

a) f(A,B,C)=mg+my+my+mg c) f(A, B,C)=mg+my+mg+ms—+mg

b) f(A,B,C)=mg+mg+my+ms d) f(A, B,C) =my+my+mgz—+mg+myg

Quatro variaveis Neste caso temos 16 minterms e portanto os mapas tém 16 quadrados.

AD\ BC 00 01 11 10
00 ADBC | ADBC | ADBC | ADBC
01 ADBC | ADBC | ADBC | ADBC
11 ADBC | ADBC | ADBC | ADBC
10 ADBC | ADBC | ADBC | ADBC

Para a funcao f(A, B,C, D) = mg + mg + my + m3 + mg + mg + myy,
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AD\ BC |00 |01 ]11]10
00 1111
01
11
10 111 1

Note que supoe que os diagramas sao toros (“donuts”) em que as extremidades superior e

inferior e esquerda e direita estao ligadas.

Combinando os 1’s nos quatro cantos temos ADBC + ADBC + ADBC + ADBC = DC
Analogamente, os da primeira linha ddo AD. Finalmente os dois primeiros 1’s da tltima

linha podem combinar com os dois prineiros da primeira linha
ADBC + ADBC + ADBC + ADBC = DB
vem f(A, B,C, D) = DC + AD + DB

As combinacgoes de quadrados que se podem escolher para n = 4 sao:

e um quadrado representa um minterm de 4 literais
e um rectangulo com 2 quadrados adjacentes representa um produto de 3 literais
e um rectangulo com 4 quadrados adjacentes representa um produto de 2 literais

e um rectangulo com 8 quadrados adjacentes representa 1 literal
Resumindo, para simplificar uma funcao booleana dada pelo seu mapa de Karnaugh:

1. Comecar por combinar os termos na tabela para os quais existe apenas uma possi-

bilidade de simplificacao.
2. Verificar os quatro cantos do mapa, que podem conter 1’s adjacentes
3. Tentar encontrar o maior nimero de 1’s adjacentes
4. Se houver uma escolha no modo de simplificar, deve-se usar 1’s que ainda nao tenham

sido usados para simplificar

Exercicio 1.12 Simplifique
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(l) f(A,B,C,D) = Mg + Mg + M1 + M1z + M3

b) f(A,B,C,D) =m3~+ my+ +ms +mz +mg + myz + mys + +mys

Este método torna-se impraticavel para funcoes com mais do que 6 varidavies. O método
Quine-MaCluskey resolve o problema de minimizacao de somas de produtos para qualquer

numero de literais.

2 Circuitos Légicos

A légica proposicional pode ser usada para a implementagao de circuitos electrénicos,
que estao na base da construcao das principais componentes dum computador electrénico
digital. Nesses circuitos usam-se dois niveis de voltagem para representar os valores binarios
0el.

Os circuitos sao constituidos por portas que admitem uma ou varias entradas, cada uma
podendo assumir o valor 0 ou 1. Usualmente, tém uma saida que é funcao das entradas,
que pode ser também 0 ou 1. As portas usadas nos circuitos dependem da tecnologia (por
exemplo com transistores de algum tipo), mas correspondem normalmente s operagoes
légicas A (e), V (ou) e = (nao, inversor); ou A (nao-e) ou V (nao-ou). As portas
sao combinadas em circuitos ligando-se (electricamente) as saidas de algumas portas as

entradas de outras. Um circuito como um todo pode ter varias entradas e varias saidas.

D o D

e nao ou
nao-e ou-exclusivo nao-ou

Figura 1: Simbolos para as portas

Dada uma expressao logica existe sempre um circuito légico que corresponda a mesma
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funcao booleana.?

Nestes circuitos, o valor de saida num dado instante depende exclusivamente dos valores
de entradas. No entanto, existem circuitos logicos que nao correspondem directamente a
funcoes booleanas porque a saida duma porta pode estar ligada, através de outras portas,

a uma entrada dessa porta, como ilustra a Figura 2.

C

Figura 2: Circuito sequencial

Os primeiros sao denominados circuitos combinatorios e os segundos sequenciais. Nos
circuitos combinatérios, os valores das saidas num dado instante dependem apenas do valor
das entradas num instante imediatamente anterior. Nos circuitos sequenciais existem, para
além de portas, “unidades de memoéria” de modo a que os valores das saidas num dado
instante dependem também do estado das unidades de memoéria. O comportamento de um
circuito sequencial tem de ser especificado em funcao do tempo para os possiveis valores
das entradas e dos estados internos das memdrias.® No circuito da Figura 2, suponhamos
que A e B tem o valor 1. Entao a saida da porta ou é 1, e assim, as entradas na porta e
sao 1 e a sua saida é 1. Se B tiver o valor 0, o valor de C' nao se altera. No entanto, se A

for (tornar) zero o valor de C' também passa a ser 0, independentemente do valor de B.

A capacidade “recordar” dos circuitos sequenciais permite-os serem usados na construcao

das unidades de memoéria e dos registos.

2Ver [AU92] Capftulo 13, [Dew93] 3, 13 e 28 ou um livro sobre desenho de circuitos, como, [MK97] Cap

2.8-2.9.
3Em termos formais os circuitos sequenciais correspondem a autématos finitos deterministicos.
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Por outro lado, os circuitos combinatérios sao usados para implementar operagoes ar-

itméticas, descodificadores, selectores e outras componentes de controlo.

Nas seccoes seguintes iremos dar alguns exemplos de circuitos combinatérios e depois referir

como se pode implementar uma unidade de meméria.

2.1 Somadores

O somador de dois bits (half-adder) é um circuito combinatério que tem duas entradas,

os bits By e By, e produz duas saidas: o bit soma S e o bit de transporte T'. A tabela de

verdade da funcao booleana correspondente é

B, |By|S T
01010 O
0110
1170711 0
1110 1

As expressoes logicas para a soma e o transporte podem ser

S
T

B_IBO + BIB_U == Blv30 == (B_l + B_())(Bl + BU) == BovBl
BBy

Um circuito 16gico para a implementagao do somador de dois bits, é apresentado na Figu-

ra 3.

BO B1

Gl

Figura 3: Somador de 2 bits

Exercicio 2.1 Usando outras expressoes ldgicas, desenhe outro circuito logico para a

implementacao do somador de dois bits.
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Para se obter um somador de nimeros em bindrio é necessario considerar um somador
de dois bits e um transporte (full-adder) que produza um bit soma e um transporte. As

respectivas tabelas de verdade sao:

B, By T,|S T
0O 0 010 O
0 0 1]1 0
0 1 01]1 0
0 1 11]0 1
1 0 0|1 O
1 0 1,0 1
1 1 00 1
1 1 1|1 1

A tabela de verdade para o transporte 7" coincide com a tabela apresentada na pagina 10,e
portanto, como vimos, podemos obter uma expressao légica (como soma de produtos) mais

simples para T

S = BiByT + BB,T + B,ByT + BiB,T = B VBT
T = Byly+ ByB: + B1j

= ByB; + TO(BIBO + B1B_1)

= ByB; + Ty(ByVB)

O somador de niimeros nao negativos binarios com n bits pode ser construido com um

somador de dois bits e n — 1 somadores de dois bits e transporte. Por exemplo, para n = 3

temos
By By By
+ B, B} B
5 Sy  S1 Sy

e o esquema do circuito légico é apresentado na Figura 5.

Exercicio 2.2 Descreva uma expressao logica e um circuito ldgico que calcule a diferenca
de dois valores de 1 bit D1—D2. No caso de D1 =0 e D2 =1, a diferenca é 1 activando-se

a linha de erro E.

Para cada um dos exercicios seguintes tente simplicar a expressao logica obtida, antes do

desenho do circuito.
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BO B1

TO

Figura 4: Somador de 3 bits

BO y — %

BO TO

B1 L. [ st

Bl T1
L s2

B2 +

B2 T2

Figura 5: Somador para nimeros de 3 bits
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Exercicio 2.3 Descreva uma expressao logica e um circuito logico que dado um inteiro
V' com 3 bits determine o seu complemento para 2. Considere uma linha que assinale se
houve erro. Generalize para inteiros de n bits. Sugestdo: construa um circuito logico que
inverta os bits (transforme 0 em 1 e 1 em 0) dum inteiro dado (Inversor) e um circuito

l6gico que adicione 1 a um valor dado (Incrementador ).

Exercicio 2.4 (Deslocacao de 1 bit)

(i) Descreva um circuito l6gico que dado um wvalor bindrio de 3 bits (linhas de dados)
bab1by produza um resultado so8189 e mais um bit e (quatro linhas de saida) tal que
so =0, sy =bg, so =01 e e =by, isto €, os “bits” sio deslocados uma posicao para a
esquerda. Conclua que esta operacdao corresponde a uma multiplicacao de um nimero
positivo em bindrio por 2. Se e = 1 isso significa que ocorreu um erro, isto €, nao é

possivel representar o resultado da multiplicacao com 3 bits.

(ii) Considere o problema idéntico ao da alinea anterior mas com uma deslocagdo de um

bit para a direita. Que operacao aritmética é implementada?

(iii) (*) Descreva como pode ser implementado um circuito para multiplicar dois inteiros

nao negativos em bindrio com n-bits. Suponha n = 3.*

(iv) (*) Descreva como pode ser implementado um circuito para dividir dois inteiros nao

negativos em bindrio com n-bits. Suponha n = 3.

Exercicio 2.5 Descreva um circuito logico que dado um valor em bindrio com 3 bits baby by
e outro valor em bindrio com dois bits didy, calcule o valor s,s1s9 que resulta do primeiro
deslocando para a esquerda o numero de bits indicado pelo sequndo, por iteracao da operacao

descrita no Ezrercicio 2.4, (i). Que operagdo aritmética é implementada?

2.2 Restricgoes fisicas dos circuitos

Actualmente os circuitos logicos sao construidos como chips, ou circuitos integrados. As
tecnologias mais usadas actualmente para este tipo de circuitos sdo as CMOS (complemen-
tary metal-oxide semiconductor). Um chip é constituido por camadas de materiais, que

combinadas, formam as portas e as conexoes entre elas. A espessura duma linha de ligacao

“Pode consultar [PH94].

Departamento de Ciéncia de Computadores da FCUP



2.2 Restricoes fisicas dos circuitos 22

pode ser menor do que um micron e uma porta pode ser construida em alguns microns.

Um chip pode ter cerca de um lem?

e conter milhoes de portas. Para a construcao de
cada porta utilizam-se transistores que sao interruptores ligado/desligado controlados elec-
tricamente. Para uma descri¢do mais aprofundada ver por exemplo [PH94|, Capitulo 1 e
[Dew93], Capitulos 56. Cada tipo de tecnologia utilizada impde restri¢oes no desenho dos

circuitos légicos. Vamos referir algumas das mais importantes.

Atraso Associada a cada porta existe um atraso, entre o tempo que as linhas de entrada
ficam activas e o tempo em que a saida fica disponivel. Este atraso pode ser de
alguns nano-segundos (107?) mas, num circuito complexo®, como a informacao se
propaga por muitos niveis de portas esse factor é nao negligenciavel. Dum modo
geral, o nimero de portas através do qual um valor tem ser propagado, deve ser
minimizado. O atraso de um circuito é definido como o nimero méaximo de portas
que é necessario atravessar entre alguma entrada e alguma saida do circuito. Por
exemplo para o somador de dois bits (com ou sem transporte),com portas e, ou e
n&o o atraso é 3.

Propagacao do atraso Para além do nimero de portas, a area ocupada pelo circuito
é também um factor essencial. Se a area é grande, entre as portas sao necessarias
linhas (condutores eléctricos) mais compridas, e portanto mais tempo demora o sinal

a chegar duma porta a outra.

Fan in e Fan out Para uma porta, existem limitagoes fisicas ao seu niimero de entradas
(fan in) e ao nimero de entradas a que uma saida sua esta ligada (fan out). Na

pratica, quantas mais fan in/fan out, mais lenta é a porta.

Em conclusao, o desenho de circuitos légicos é um factor essencial na construcao dos
computadores actuais e para o seu desempenho eficiente. Para a construcao dos circuitos,
nao so se utilizam resultados da légica proposicional para obter expressoes légicas e as
minimizar, as outras técnicas da programacao sao utilizadas para minimizar os custos

fisicos da sua construcao.

Por exemplo, o somador de dois niimeros inteiros com n-bits apresentado na seccao anterior
(para n = 3), tem um atraso de 3n. No entanto, utilizando técnicas do desenho de
algoritmos é possivel construir um somador com um atraso apenas® de 3 [AU92], Cap.
13.6.

SEm computadores que executam instrucdes em < 10~% segundos.

5Deste ponto de vista, tio rapido como um somador de dois bits.
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2.3 Comparadores

Um comparador é um circuito combinatério que permite comparar o valor absoluto de
dois inteiros A e B representados em bindrio com n-bits. Tem trés saidas que indicam
respectivamente se A < B, A= B ou A > B. Vamos considerar apenas o caso de inteiros

nao negativos. Se n =1 a tabela de verdade associada é

Ay By | O Oy O3

0 0 0 1 0

0 1 1 0 0

1 0 0 0 1

1 1 0 1 0
0, = AyB (A < B)
e 02 = AOB_O + AOBO (A = B)
Os = AyB (A> B)

Exercicio 2.6 Desenhe um circuito para o comparador de dois numeros de 1 bit.

Exercicio 2.7 Cualcule a tabela de verdade e desenhe um circuito légico para um com-
parador de dois nimeros de dois bits AiAg e BiBy. Nota: a tabela tem 16 linhas! Tente

simplificar as expressoes logicas obtidas.

2.4 Descodificadores

Um descodificador é um circuito combinatorio que, geralmente, traduz n bits de entrada em
m < 2" bits de saida, onde apenas uma das saidas é 1 para cada uma das possiveis valores
dos entradas. Permite traduzir uma entrada de n-bits numa saida que corresponde ao valor
que a sequéncia de bits de entrada representa em binario. Por exemplo um descodificador

3 para 8, tem 3 linhas de entrada e 8 linhas de saida e a sua tabela de verdade é:
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By, By, By|L; Lg¢ L; Ly L3 Lo Ly Ly
o o o}0 o0 0 0 0 0 0 1
o o 1,0 O O O O O 1 O
o 1 o0}0 O O O O 1 0 0
o 1 1,0 O O O 1 O 0 O
r 0 o0,0 O O 1 0 0 0 0
r 0 1,0 O 1 0 0 0 0 0
11 0,0 1 O O O O O O
1 1r 1,1 O O O O O 0 O

Exercicio 2.8 Desenhe um circuito logico para um descodificador 3 em 8.

Exercicio 2.9 Cualcule a tabela de verdade e desenhe um um circuito légico para um de-

scodificador 2 em 4.

Um codificador é um circuito légico inverso do anterior. Dadas 2" entradas produz uma

saida de n bits. A tabela de verdade par um codificador 4 em 2 é:

Ly Ly Ly Ly| B, By
0o o0 o0 1,0 0
o o0 1 00 1
o 1 0 0|1 O
10 0 01 1

Exercicio 2.10 Escreva uma expressao logica e um circuito para o codificador 4 em 2.

Construa uma tabela de verdade e um circuito logico para um codificador 8 em 3.

2.5 Multiplexadores

Um multiplezador é um circuito combinatorio que selecciona uma entre 2" entradas Ay,
..., Aon_y e liga-a a uma saida comum. Para seleccionar uma entrada A; possui n entradas
de controlo C1, ...C,, que sao interpretadas como a representacao bindria do inteiro 7. Os
multiplexadores sao muito usados nos computadores pois permitem que diferentes unidades
utilizem um mesmo dispositivo (ligado a linha de saida tinica). Por exemplo, um mesmo

controlador pode controlar varios discos.
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AOA2... A2"n-1

C1
Cc2

Cn___ |

Ai

Figura 6: Esquema de um multiplexador

Esquematicamente um multiplexador de n linhas é apresentado na Figura 6.

Um 1-multiplexador permite seleccionar um de dois bits. A expressao logica associada a
safda é A; = AyCy + A,C;. Se C for 1 é A; = Ay, se for 0 A; = A,.

Um 2-multiplexador permite seleccionar um de 4 bits. A expressao logica associada a saida
é
Ai = AOCQC_’l + AlC_’gCl + AQCQél + Agcgcl

Exercicio 2.11 Desenhe um circuito légico para um 1-multiplezador e para um 2-multi-

plexador.
Exercicio 2.12 Obtenha uma expressao logica para um S-multiplexador.

Exercicio 2.13 Num mostrador digital, cada algarismo (decimal) é formado por 7 seg-
mentos. A activacdo, ou nao, de cada um dos segmentos determina o algarismo represen-
tado. Descreva um circuito l6gico que dados 3 bits (em linhas de dados) da representa¢ao
em bindrio de um algarismo (inferior a 8), babiby, actue sobre cada um dos segmentos de

acordo com esse valor.

2.6 Elementos de memodria e Manipulacao de informacao

Uma memdria de um bit é um circuito capaz de recordar ao longo do tempo o valor da sua

entrada e produzir esse valor.
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Um destes circuitos muito simples é apresentado na Figura 7. O circuito é controlado
pela linha de entrada L, que permite a actualizacao do valor “guardado” pelo circuito.
Normalmente, o valor dessa linha é 0 e o valor da saida permanece, ao longo do tempo,
sempre o mesmo. Efectivamente, se L = 0 e O = 1 entao, as entradas na porta b sao ambas
1 e portanto a saida da porta d é 1, isto é, se o valor de O é 1 permanece 1. Por outro lado,
se o valor de L =0 e O = 0, entao uma das entradas da porta b é 0, o que significa que a
sua saida é também 0. Assim as duas entradas da porta d sao 0, produzindo um valor 0
para O. Suponhamos que o valor de L passa a 1. Entao, por causa do inversor a a saida
da porta b é 0. Por outro lado, a primeira entrada da porta ¢ é 1, portando o valor da
saida desta porta é o valor de I e que serd também o valor de O. Isto é, se L =1 o valor
de saida do circuito é valor da entrada I. Se L passar para 0, o valor de saida do circuito

permanecera esse valor.

L b
B

Figura 7: Uma memoria simples de 1 bit

Na pratica, os elementos de memoria, denominados flip-flops, sao mais complexos e, em
particular, tem associados um circuito de relégio que permite controlar temporalmente
(sincronizar) as varias componentes dos circuitos sequenciais. Os circuitos de relégio sdo

elementos que apenas emitem um sinal com uma frequéncia bem determinada.

Na Figura 8 estd representado um fiip-flop constuido com portas nao-e. Facilmente se vée
que as saidas Q e Q’, nao podem ser simultaneamente 0. Porque, as portas nao-e tém saida
1 se uma das entradas é 0. Assim, temos também que supor que as entradas R e S nao sao

simultaneamente 0.

Podemos entao considerar apenas dois estados:
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Figura 8: Um flip-flop

Estado | Q Q’

0 0 1

1 1 0
ind. 1

No estado 1 guarda (em Q) um 1, no estado 0 guarda um 0 Assim consoante o estado (0

ou 1) e os valores de R e S, o flip-flop muda de estado, segundo a seguinte tabela:

Estado Inicial |R S| Q Q’ | Estado Final
1 1 0|0 1 0
1 1 11 0 1
1 0 11 0 1
0 0 11 0 1
0 1 10 1 0
0 1 0|0 1 0

Exercicio 2.14 Verifique a tabela anterior estd correcta.

R
Q
Relogio
Q
S

Figura 9: Um flip-flop com relégio

A introducao de um relégio no circuito, ver Figura 9 permite que apenas quando o relégio

pulse (1), o valor de S ou R “passe” para o flip-flip e eventualmente mude o seu estado. Se
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S é 1, o flip-flop passa a guardar um 1 (se ji nao estava nesse estado). Se R é 1, o flip-flop

passa a guardar um 0 (se ji nao estava nesse estado).

s Q

Figura 10: Esquema de um flip-fiop

Podemos representar o circuito anterior apenas como uma caixa com 3 entradas e duas

saidas (Figura 10).

Registos e Memoéria Principal Um registo de n-bits é um conjunto de n memérias
de 1 bit. Normalmente, os registos sao de 8, 16 ou 32 bits. Num CPU (unidade central
de processamento) existem habitualmente varios registos (fixos) para tarefas especificas ou
para tarefas gerais (registos programaveis). Num registo, sao efectuadas as operagoes de

leitura ou de escrita simultaneamente em cada um dos seus bits.

A memdria principal é constituida por posicoes memoria todas com o mesmo niimero de
bits, normalmente 8 (1 byte), tendo cada uma delas um enderego (valor numérico). Num
computador a capacidade meméria (nimero de posi¢oes de memdria) pode variar mas estd

normalmente condicionado pelo niimero de enderecos que o seu CPU pode aceder.

Para exemplificar o acesso de leitura/escrita a uma posi¢do de memdria, vamos considerar
um modulo de meméria com 4 posicoes de memoria com 3 bits cada uma. A cada posicao
de memdria associa-se um endereco que é um inteiro de 0 a 3. Serao necessdrios 2 bits
para representar um endereco, no caso geral, para 2" posicoes de memoéria serao necessarios
n bits. Supomos que existe um registo de endere¢o (RE) que contém o endere¢co duma
posi¢do de meméria a que se quer aceder e um registo de depdsito de conteido (RC) que

contém um valor a escrever para a memoria ou que ira conter um valor lido da meméria.

Na Figura 11 mostra-se um esquema do circuito de escrita. O registo RE tem 2 bits, o
registo RC tem 3 bits e cada uma das posicoes de memoria, a esquerda, também tem 3
bits. Cada bit é um elemento de meméria, como o exemplificado acima. Habitualmente,
uma memoria de um bit é representada por um quadrado que pode conter o valor 0 ou 1,

consoante o valor da sua linha de saida O. A esse valor chama-se também o seu conteido.
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Na figura, supoe-se que o registo RE contém num dos elementos o valor 0 e no outro o
valor 1. A sequéncia de bits 01 corresponde em binario ao endereco da posicao de memoria

que se ird manipular.

Para uma operacao de escrita, supomos que existe uma linha W tal que s6 se o seu valor

for 1 é que a alteracao duma posicao de memoéria é permitida.

O registo de endereco estd ligado a um descodificador que activa uma das suas 2" saidas
de acordo com o valor da sequéncia de n bits de entrada. Neste caso, como n = 2, o
descodificador activa uma das suas 4 saidas, cada uma das quais esta ligada a uma das
posicoes de memoria. Assim é identificada qual a posicao de memoria que se pretende

alterar.

O registo de depdsito de conteido RC), isto é, cada um dos seus bits, esta ligado com cada
uma linhas de entrada I de cada posi¢ao de memoria (isto é, com cada um dos respectivos
bits). No esquema, a linha com uma seta na extremidade — que liga o RC' a cada posicao
de memoria —, corresponde na realidade a 3 linhas uma para cada um dos bits das posigcoes

de memédria.

Quando o valor de W é 1 entao, considerando os circuitos dos elementos de memdéria e
o descodificador, facilmente se conclui que cada um dos bits da posi¢cao de memoéria cujo
endereco é contetido de RE vai ficar com os valores dos respectivos bits do RC'. Neste

caso, a posicao de memoria 1 ficaria com a sequéncia 110.

A leitura de um valor em memoria é uma tarefa mais simples, uma vez que nao se tem de
alterar o estado dos elementos de memoria. Apenas, é necessario fornecer o endereco da
posicao de memoria, como entrada, e a saida, serd a informacao contida nessa posicao de

memoria (o seu conteiddo).

Na Figura 12 apresenta-se um esquema desse circuito. Para além do registo de endereco,
do registo de depésito de conteido e das posicoes de meméria, é necessario um multiplex-
ador. Este multiplexador tem uma linha de entrada por cada bit de cada uma das posicoes
de memoria (3 x 4 = 12) e duas linhas de entrada de controlo. Consoante o valor corre-
spondente as linhas de controlo sao seleccionadas as 3 linhas da posicao de memoria cujo
endereco é esse valor. Assim o contetido dessa posicao de memoria é “lido” e guardado no
registo de depdsito RC'. Como no esquema anterior, as linha com uma seta na extremidade
correspondem a 3 linhas, uma para cada bit das posicoes de memoria. Neste caso, a posicao
de memoria seleccionada foi a 3 (supondo numeradas de cima para baixo) e portanto a

sequéncia 011 foi lida para o registo RC'.
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}
}

ij

W
0
DESC | 1
2x4
2
3
RE 0 |1
RC| 1 1 0

=Dy

Figura 11: Escrita numa memoéria 4 x 3

Figura 12: Leitura numa memoria 4 x 3

RE

MUX

RC

Departamento de Ciéncia de Computadores da FCUP



REFERENCIAS 31

O

Figura 13: Esquema duma memdria de um bit

Exercicio 2.15 Representando uma memdria de um bit pelo esquema da Figura 13, in-
dique, fazendo um esquema:

a) como podem ser ligadas cada uma das memdrias de um bit duma mesma posi¢dao de
memdria (ou registo) para serem simultaneamente escritas. Amplie o esquema da
Figura 12 considerando as 3 linhas de entrada, uma para cada bit das posicoes de
memoria e registo RC'.

b) como podem ser ligadas cada uma das memdrias de um bit duma mesma posi¢do
de memdria (ou registo) para serem simultaneamente lidas. Amplie o esquema da

Figura 12 considerando as 3 linhas de saida de cada posicdio de memoria.
Exercicio 2.16 Desenhe o circuito do multiplexador usado na Figura 12.

Exercicio 2.17 Faca um esquema que englobe simultaneamente os circuitos de leitura e

escrita numa memoria 4 X 3, apresentados nas Figuras 11 e 12.

Exercicio 2.18 Leia o texto Redes Neuronais e Computadores Digitais, [Fil92], para que,
dum modo simples, aprenda mais sobre a estrutura e funcionamento das vdrias compo-

nentes dum computador digital.
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