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Capitulo 1

Preliminares

1.1 Notacgao para conjuntos

Nesta seccao vamos essencialmente rever alguma da notagdo que usaremos para conjuntos.

Sendo A e B conjuntos,

a€A a pertence a A, a é elemento de A
ag A a nao pertence a A
A=21B igualdade de conjuntos (qualquer que seja z,

x € Aseesdsex € B)

ACB A contido em B, A subconjunto de B

(qualquer que seja z, se © € A entdao = € B)
ADB Acontém B, BCA
ACB A contido propriamente em B,
A subconjunto préprio de B
ACBANA#B
ADB A contém propriamente B
A#+B AZBouBYZA

f ou{}  conjunto vazio

P(A) Conjunto dos subconjuntos de A.
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A intersecgao de A com B, representa-se por AN B, e é o conjunto dos elementos que

pertencem a ambos os conjuntos

ANB={z | € Aex € B}

A reuniao de A com B, representa-se por AUB, e é o conjunto dos elementos que pertencem

a pelo menos um dos conjuntos.

AUB={z | € Aoux € B}

O complementar de B em A, representa-se por A\ B, e é o conjunto dos elementos de A

que nao pertencem a B.
A\B={z | zr€Aex ¢ B}

Quando estd implicito um dado universo U, chama-se complementar de A, e representa-se

por A, ao complementar de A em U, ou seja a U \ A.

Exemplo 1.1. Mostrar A\ (BUC) = (A\ B)N (A\ C) € mostrar que A\ (BUC) C
(A\B)N(A\C) e A\ (BUC) D (A\B)N(A\C). Para mostrar a primeira incluséo, basta
mostrar que v € A\ (BUC) = x € (A\ B)N(A\ C), qualquer que seja x.

re€ A\ (BUC) = xz€ANxz¢ BUC (por def. de diferenca)
— zc€AN(x¢BANx¢C) (por def. unido)
— z€A\BAze€ A\C (por def. de diferenca)
— ze€(A\B)Nn(A\C) (por def. intersec¢io)

Mostremos agora que x € (A\ B)N(A\C) =2 € A\ (BUC). Sexzec (A\B)Nn(A\C)
entio x € (A\ B) ex € (A\ C). Logo, por definicao de diferenca de conjuntos, v € A e
x¢B,ex ¢ C. Sex¢ Bex ¢ C entiox ¢ (BUC). Edex e Aex ¢ (BUC), seque
re A\ (BUQ)

Exemplo 1.2. Quaisquer que sejam os conjuntos A,B CU, tem-se AUB = AN B.
Sex € AUB entiox ¢ AUB. Logo, 1 ¢ Aex ¢ B. Mas, v ¢ A ssex € A. E, x ¢ B sse
x € B. Entdox € A ex € B. Donde, x € AN B. Mostrdmos assim que AUB C AN B.
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Reciprocamente,

reANB

I

ou seja, AUB D AN B.

(x€ ANz € B) (por def. N)

(x ¢ ANz ¢ B) (por def. complementar)
T

T

¢ (AUB) (por def. U)
€ AUB (por def. complementar)

Exercicio 1.0.1. Suponha que os conjuntos indicados sao subconjuntos do universo . Sendo

A, B e C subconjuntos de U/ quaisquer, mostre cada uma das propriedades:

(a) A\B=ANB=FB\4

(b) A\B=0sse ACB

() A\B=Asse ANB=0

(d) (A\B)U(B\A)=(AUB)\(BNA)
(e) (ANB)NC =AN(BNC)

(f) (AUB)UC = AU(BUC)

(8) (AUB)NC =(ANC)U(BNC)

(h) (ANB)UC = (AUC) N (BUC)

(i) AUB=ANB
(3) AN(BUC) = (A\B)N(A\C)

(k) ACBsse BCA

O o=u

(m) U =0

(n) A\NA=10
(0) A\D=A
(p) A=A

(@ AUU=U
) AUA=U
(s) ANA=10
(t) ANU=A
(W) ANA=A
(p) AUD=A
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Exemplo 1.3. Justificar a veracidade ou falsidade das afirmagoes sequintes, onde Z denota

o conjunto dos inteiros.

1. Qualquer que seja x € Z, existe y € Z tal que t <y e x £ y.

Veez ElyEZ (33 <y N x# y)

A afirmacdo € verdadeira porque x+1 € um inteiro e x+1 € superior a x. Ou seja, dado

um x qualquer, tomamos y como sendo x+ 1, satisfazemos a condi¢ao (x <y N = #y).

2. Existe y € Z tal que para todo x € Z se tem = < y.

dyez Veez v <y

A afirmagao € falsa porque em particular se x fosse y+1 entao teriamos que ter y+1 <y,

o que € falso.

3. Existe um inteiro nao negativo que nao excede qualquer outro inteiro nao

negativo.

Feez (x> 0) AVyez ((y > 0) =z <vy))

A afirmacgado € verdadeira. O inteiro 0 € menor ou igual que cada um dos inteiros nao

negativos.

4. Existe z € Z tal que =z é maior do que qualquer outro inteiro y.

Jvez Vyez © >y
A afirmagao € falsa (andloga a 2).

5. Para todo A C Z, tem-se P(A) = {0}.
A afirmagado € falsa, porque {1} é um subconjunto de Z e P({1}) = {0,{1}} # {0}.

6. Para todo A C Z, se A= () entao P(A) = {0}.

A afirmagao € verdadeira. S existe um subconjunto de 7 que € vazio, e P(() = {0}.

Note que {0} € um conjunto que tem um elemento (o qual é o conjunto vazio).

7. Tem-se P(A) = (), para algum A C Z.
JA (ACZ A P(A) = 0)

A afirmacao € falsa, porque qualquer que seja o subcojunto A de Z, o conjunto vazio €
um elemento de P(A).
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8. Quaisquer que sejam x,y € Z, tem-se x <y ou y < x.
Veez Vyez (x <y V y < x)

Dizer que x < y equivale a dizer que existe um inteiro ndo negativo z tal que y = x + 2.

E verdade que (x <y V y < x), quaisquer que sejam oS inteiros x e y.

Como x —y € inteiro, quaisquer que sejam T ey, se T — 1y € nao negativo, entdo y < x
pois ¢ =y + (x —y). Se x —y € negativo, entao y — x € um inteiro positivo, e como

y=xz+ (y—x), tem-se v < y.
9. Qualquer que seja A C Z, se A # {—1,2,3} entao 4 € A.
VA ((ACZ N A#{-1,2,3}) =>4€ A))

Falso. Existe um subconjunto de Z que é diferente de {—1,2,3} e que ndao tem o 4. Por

exemplo, o conjunto vazio.
10. Quaisquer que sejam A, B CZ,se b€ A\ B entao 5 € A.

VA VB((ACZ AN BCZ A5€A\B)=5¢c A)

A afirmacdo € verdadeira. Quaisquer que sejam o0s subconjuntos A e B de Z, tem-se
5€A\B seeséiseb € Aebé¢ B. Logo, se 5€ A\ B entao 5 € A.

11. Para todo o z € Z, e quaisquer que sejam A, B C Z,se x € A\ B entao x € A.

A afirmacdo € verdadeira. A justificacao € semelhante a dada para a afirmacdo anterior

(claro que € necessario falar em x e nao em 5!).
12. Existe x € Z tal que x € A\ B, quaisquer que sejam A, B C Z.
Esta afirmacao pode ser traduzida pela expressdo logica
Jx(r€Z N(VAVB((BCZNACZ)=2z€ A\ B)))
a qual escrevemos por vezes como
Jpez VaczVecz (v € A\ B)

que € falsa. Quaisquer que sejam os conjuntos A e B se A = B entao A\ B = .
Assim, se tomarmos A = B = {1}, os conjuntos A e B sdo subconjuntos de Z e ndo

existe qualquer inteiro x tal que x € A\ B.

13. 242=40u+2€7.

A afirmacio € verdadeira porque embora /2 ¢ 7, ¢ verdade que 2+ 2 = 4.
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14. Se 2+ 2 # 4 entao V2 €.
A afirmacdo € equivalente a “2+2 =4 ou /2 € Z.”.
15. Se /2 € Z entao 2 + 2 # 4.

A afirmacgao € equivalente a “V2 ¢ 7 ou 2 +2 # 47, e como V2 ¢ Z, a afirmagdo é

verdadeira.

16. V2 ¢ 7 ou 2 +2 # 4.

A afirmacdo € verdadeira porque V2 & 7.

Nestes apontamentos, N representa o conjunto dos inteiros nao negativos, ou seja
N=1{0,1,2,3,4,5,6,...}.

1.2 Inducao Matematica

O método de demonstracao por indugdo matemdtica (ou Indugao finita) serd bastante usado

durante o curso pelo que é conveniente recorda-lo.

Exemplo 1.4. Imagine uma escada com uma infinidade de degraus. Ndo ¢ uma escada com
um nimero enorme de degraus! Esta escada, tem sempre um degrau acima de qualquer outro

que considere. Suponha que é verdade (1.1).
“Se conseguir chegar até um degrau, entdo também consigo chegar ao sequinte.”  (1.1)

Se nada mais for dito, nao pode concluir que “consegue chegar aol05° degrau”.

Suponha agora ndo sé (1.1) mas também (1.2).
“Consigo chegar aol3? degrau” (1.2)

O que pode concluir? Como consegue chegar aol3? e € verdade (1.1), entdo consegue chegar
a0l4? . Como conseque chegar aold? e é verdade (1.1), entdo consegue chegar aol5? . Como
conseque chegar aolb? e € verdade (1.1), entdo conseque chegar a0l6? . De (1.1) e (1.2),

conclui-se (1.3).

“Consegue chegar ao n-ésimo degrau, qualquer que seja n > 13.” (1.3)
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Do mesmo modo, se supuser (1.1) e (1.4)
“Consigo chegar aol? degrau”. (1.4)
entdo conclui-se (1.5).

“Consegue chegar ao n-ésimo degrau, qualquer que sejan > 1.” (1.5)

Exemplo 1.5. Seja A, a drea dum quadrado de lado 2", comn > 1 (inteiro). Vamos mostrar

que o resto da divisdo de A, por 8 € 1, qualquer que sejan > 1.

1. Mostremos que qualquer que seja k > 1, se Ay for da forma 3p + 1 para algum inteiro

nao negativo p, entao Ap,1 = 3¢ + 1 para algum inteiro nao negativo q.

Ora, se Ay = 3p+1, entdo Apyq = (28712 = 4(28)2 =44, =4(3p+1) =3(4p+ 1)+ 1.
Ou seja, A1 = 3q+ 1 para algum inteiro ndo negativo, jd que se p € Z e p > 0 entao
dp+1€Zedp+12>0.

2. Sabemos também que o resto da divisao de 4 (isto €, de A1) por 8 € 1.

O que podemos concluir sobre Ay, Ag, As,...? Por (2), sabemos que o resto da divisio de
Ay por 3 € 1.

De (2) e (1), concluimos que o resto da divisao de Az por 3 € 1.

Como o resto da divisao de Az por 8 € 1, concluimos, por (1), que o resto da divisao de As por 3 é 1.
Como o resto da divisdo de Ag por 8 € 1, concluimos, por (1), que o resto da divisao de A4 por 3 é 1.
Como o resto da divisao de Aa por 8 € 1, concluimos, por (1), que o resto da divisao de As por 3 é 1.

Como o resto da divisao de As por 8 € 1, concluimos, por (1), que o resto da divisao de As por 3 é 1.

Do mesmo modo que consequimos mostrar que Ag dd resto 1 quando dividido por 3, podemos,

dado um n > 1, apresentar a deducao de que A, dd resto 1 quando dividido por 3.

Assim, de (2) e (1), podemos concluir que qualquer que sejan > 1, a drea do quadrado de

lado 2™ excede numa unidade um maltiplo de 3.

Proposicao 1.1. (Principio de Indugao Matematica)
Escrevamos P(n) como abreviatura de “o inteiro ndo negativo n satisfaz a propriedade P”.
Tem-se Vpen P(n), se forem satisfeitas as duas condigoes (i) e (ii) sequintes.

(i) P(0) € verdade;

(ii) VkeN [P(k)= P(k+1)], isto é para todo k € N, se P(k) entio P(k+ 1);
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P(0) diz-se (caso de) base de indugao. Em P(k) = P(k+ 1), chamamos a P(k) a hip6tese
de indugao e a P(k + 1) a tese.

Proposicao 1.2. (Versao geral do Principio de Indugao)
Seja ng € Z, e suponha que P(n) denota “o inteiro n satisfaz a propriedade P.
Se forem satisfeitas as duas condigées (i) e (ii) sequintes, entio, para todo o inteiro n > ng
tem-se P(n).
(i) P(ng) € verdade;
(ii)) Yk >ng [ P(k) = P(k+1)], isto €, para todo inteiro k>ng, se P(k) entio P(k+ 1);

Exemplo 1.6. Vamos mostrar que qualquer que seja n > 1 e quaisquer que sejam a,b € R,
se tem (a+b)" < 2™(a"” 4+ 0").
Podemos concluir isso se mostrarmos que as duas condicoes de aplicabilidade do principio de

indugcao matemdtica se verificam neste caso.
(i) Para n=1, (a +b)' =a+b < 2(a+b) =2 (a' +b'), porque a,b € RT.

(ii) Suponhamos agora que para um dado k > 1 se tem (a+b)* < 2% (a* +b*), para a,b € RT

quaisquer, e vamos mostrar que entdo (a + b)F+1 < 2k (ght+1 4 ph+l),

Como (a + b)kT! = (a + b)*(a +b), e por hipdtese
(a+b)F < 28(a* + b,
concluimos que
(a+ b < 26(ak 4 b¥)(a + b) = 28 (@ + B 4+ o+ bra).

Como
2k(ak+1 + bk-l—l + akb+ bka) — Qk(ak-l-l + bk+1) +2k(akb+ bk(l),

para concluir que (a + b)F+1 < 28T1(aF 1 4 p*+1) wamos mostrar que
a*b+ bFa < "t 4 pFH
quaisquer que sejam a, b reais positivos. Tem-se
afb + bFa — a*t — b = — (¥ — b¥)(a - b) <0,

jd que quaisquer que sejam x,y € RT, sex <y entdao 2P < yP, para todo p > 1 (relembre

que as fungoes f,(x) = xP, sio estritamente crescentes em RT ).
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Exercicio 1.0.2. Aplique o principio de indugdo matemédtica para resolver os problemas

seguintes.
1. Mostre que |sen(nz)| < n|sen(z)|, para todo = € R e todo n € N.
2. Mostre que 4" + 15n — 1 é muiltiplo de 9, para todo n > 1.

3. ** Seja (xy)n>1 uma sucessao de nimeros reais, tal que z; # 0, e para qualquer inteiro
p > 3 se verifica

2

p p—1
332223312 = <Z $i$i+1> (1.6)

i=1
(a) Mostre que é necessério que 1, T2 € T3 sejam termos consecutivos duma progressao
geométrica. Sugestdo: suponha que x9 = axq1 e x3 = fr1 e mostre que para se

verificar (1.6) para p = 3 tem que ser 3 = a2,

(b) Mostre que nas condigoes do problema, se x1, x2, X3, ...ZT) sd0 termos consecu-
tivos duma progressao geométrica de razao r entao também xpq é termo dessa

progressao, e xx4+1 = rxk, qualquer que seja k > 3.

(c) Conclua que a sucessao (), é uma progressao geométrica.

Exemplo 1.7. Considere o sequinte algoritmo (imagine que Y é uma caiza).

Coloque em Y o wvalor 0.

Escolha um inteiro (vamos referi-lo por X).

Se X =0 entdo faca 7.

Se X > 0 entdo volte a 2.

Substitua o valor em Y pela soma do valor que ld estava com dois.
Volte a 2.

Indique o valor que guarda em Y, e pdre.

NS gk e

O wvalor que estd guardado em Y quando estd a executar 2. pela2® vez é 0 se o primeiro valor
escolhido em 2. for positivo, e € 2 se tal valor for negativo.

Quando estd a executar 2. pela3® wvez, o valor em Y é J se ambos os wvalores escolhidos
anteriormente forem negativos, € 2 se um for negativo e o outro positivo, e € 0 se ambos
forem positivos.

Suponhamos que para um dado k > 1, quando se se estd a executar 2. pelak® vez, o valor

em Y € o dobro do niumero de inteiros negativos nos k — 1 valores escolhidos anteriormente.
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Entao, por andlise do algoritmo, concluimos que se se estiver a executar 2. pela(k + 1)% vez,

o valor em Y € igual ao valor anterior se tivermos dado mais um miumero positivo, ou foi

incrementado de duas unidades, se tivermos dado mais um numero negativo. Portanto, se

quando se estiver a executar 2. pelak? vez, o valor em Y € o dobro do nidmero de inteiros

negativos nos k — 1 walores escolhidos anteriormente, entao quando se estiver a executar
a

2. pela(k + 1)% vez, valor em Y € o dobro do nmimero de inteiros negativos nos k valores

escolhidos anteriormente.

Consequentemente, por inducdo matemdtica, podemos concluir que o valor em Y quando

executa 7. € o dobro do numero de inteiros negativos nos valores escolhidos.

1.2.1 Erros frequentes

Exemplo 1.8. Considere a sequinte demonstracio' de que “entre dois inteiros consecutivos

existem uma infinidade de inteiros”.

Prova: Para todo x € R (em particular para x inteiro) se k < x < k+ 1 entdo
k+1<z+1<k+2, qualquer que seja k € N. Assim, se entre k e k+ 1 existirem
uma infinidade de inteiros, entao entre k+1 e k+2 também existe uma infinidade
de inteiros. De facto, a cada inteiro x no intervalo [k, k + 1] podemos associar um

inteiro ' no intervalo [k + 1,k + 2], a saber, por exemplo x' é x + 1.

Logo, por inducdo matemdtica sobre k, concluimos que entre dois inteiros conse-

cutivos existem uma infinidade de inteiros. O

Como entre dois inteiros consecutivos ndo hd qualquer outro inteiro, a prova tem que estar
errada. O erro estd ma conclusdo “precipitada”. Nao se mostrou que existia um intervalo
[k, k+1] que tinha uma infinidade de inteiros. Apenas se mostrou a condi¢ao (ii) do principio

de indugao. A condig¢ao (i) nao foi provada, nem se pode provar!

Este exemplo serve para ilustrar o facto de certas propriedades, nao observdveis, poderem ser

hereditdrias?.

Exemplo 1.9. A demonstracdo sequinte estd obviamente errada dado que permite concluir

que “todos os cavalos sdo brancos™.

LClaramente, estd erradal
2Heredit4rias, no sentido de se um dado inteiro as satisfizer, também o inteiro seguinte as satisfaz.
3E, todos sabemos que h4 cavalos doutras cores.
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Vamos mostrar que qualquer que seja o numero de cavalos que estejam numa
cerca, se existir algum cavalo branco entre eles entao todos os cavalos nessa cerca

sao brancos.

Prova: Para isso vamos mostrar que as duas condigées (i) e (ii) do principio de

indugao se verificam nessa situagao.

(i) Como pelo menos deve estar um cavalo branco na cerca, podemos afirmar que

se so existir um cavalo na cerca € branco.

(ii) Fizemos um k € N, e suponhamos que se ezistirem k cavalos numa cerca
qualquer, estando pelo menos um cavalo branco entre eles, entdo todos os
demais sao brancos. Consideramos agora uma cerca onde estdo k + 1 cavalos
sendo branco pelo menos um deles. Retiremos um cavalo da cerca deizando
ficar o branco. Dado que estao k cavalos na cerca, estando um branco entre
eles, seque pela hipotese de inducdo, que os k cavalos na cerca sdo brancos.
Resta mostrar que o cavalo que retirdmos primeiramente também era branco.
Retiremos um dos cavalos que estd na cerca (€ indiferente qual se retira
porque de facto todos sao brancos), e woltemos a colocar o que retiramos
primeiramente. Mais uma vez, pela hipdtese, podemos concluir que todos os

cavalos que estao agora na cerca sGo brancos.

Assim, pelo principio de inducdo matemdtica seque a validade da proposicdo que

queriamos mostrar. l

Sabemos que “se existir algum cavalo branco numa cerca”, também ld podem estar cavalos
doutras cores. Logo, a afirmacao que “mostrdmos” por inducao € falsa. Mas, se o sistema
dedutivo for consistente, ndo podemos deduzir proposicédes falsas, pelo que hd que encontrar
um erro na prova dada.

Sabemos que se estiverem dois cavalos numa cerca e um deles for branco, entdo isso ndo
implica que o outro também seja branco. Por outras palavras, € falso P(1) = P(2).

Para localizarmos o erro, vamos entdo sequir em detalhe a prova de (ii) para k = 1.

Fizemos k = 1. Suponhamos (podemos sempre supor o que quisermos) que é sem-
pre branco o cavalo que estiver sézinho numa cerca em que hd pelo menos um ca-
valo branco. Consideramos agora uma cerca onde estao dois cavalos sendo branco
pelo menos um deles. Retiremos um cavalo da cerca deizando ficar o branco. Dado
que estd um so cavalo na cerca, estando wm branco na cerca, seque pela hipdtese
de inducdo, que o cavalo na cerca € branco. Resta mostrar que o cavalo que Te-

tiradmos primeiramente também era branco. Retiremos o cavalo que estd na cerca,
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e voltemos a colocar o que retirdmos primeiramente. Agora ndo podemos aplicar
a hipdtese, pois so estd na cerca o cavalo que acabdmos de ld colocar, e ndo sabe-
mos de que cor é (por isso nao podemos afirmar que haja algum cavalo branco na

cerca).

Note que a prova de (ii) € vdlida para k > 2, ou seja € verdade que qualquer que seja k > 2,
se forem brancos os k cavalos que estiverem numa qualquer cerca onde estd pelo menos um
branco, entdo sao brancos os k+ 1 cavalos que estiverem numa qualquer cerca onde estd pelo

menos um branco.

Conclusdo: sé nao conseguimos mostrar que “todos os cavalos sao brancos” porque P(1) =%
P(2).

Exemplo 1.10. Neste exemplo, a prova estd errada, mas o resultado € vdlido. Pretendemos
mostrar que qualquer que seja n > 1, o quadrado de lado 2" pode ser coberto por

pecas da forma seguinte, ficando apenas um quadrado 1 x 1 por cobrir.

A propriedade verifica-se para n = 1, por exemplo:

Para concluir, por inducao, que a propriedade ¢ valida para todo n > 1, resta
mostrar que qualquer que seja k > 1, se os quadrados de lado 2F admitem a

2k+1

cobertura descrita, entdo os quadrados de lado também admitem.

2541 podemos dividi-lo em quatro quadrados de lado 2F

Dado um quadrado de lado
como se ilustra na figura abaizo. Por hipdtese, cada quadrado de lado de 2F pode
ser coberto por pecas da forma descrita acima. Fazemos para cada um dos quatro
uma tal cobertura de forma a ficarem a descoberto os quadrados 1 x 1 indicados
na figura. Verificamos que os trés quadrados 1 x 1 (ao centro) podem ser cobertos

por uma peca, pelo que s6 fica um quadrado 1 x 1 por cobrir.
g

Esta prova nao esta correcta! Porqué? Na demonstracdo supusemos que o quadrado por

cobrir, podia estar num canto, mas o quadrado que deizdmos depois a descoberto ndao ficou
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num canto. No entanto, podemos corrigir a prova, mostrando um resultado mais forte do que
o enunciado inicialmente. .. “a cobertura pode ser tal que o quadrado 1 x 1 fica num canto”.
Para isso, basta notar que caso n = 1, o quadrado por cobrir estd num canto, e que para

mostrar que ¥Yn (P(n) = P(n+ 1)) podemos fazer o sequinte.

gl

1.2.2 Inducao forte
Exemplo 1.11. Dado um conjunto finito ¥ de simbolos, diz-se palavra qualquer sequéncia

finita de simbolos de ¥.. Por exemplo, se ¥ = {a,b}, as palavras sio sequéncias de a’s oub’s.

Seja L o conjunto de todas as palavras constituidas por a’s ou b’s formadas por aplicacdo das

duas regras sequintes.

(r1) aaa€lL
(r2) abbp € L, quaisquer que sejam o, 3 € L.

As palavras aaabbaaa e aaabbaaabbaaabbaaa sdo palavras de L,

Denote-se o numero de a’s da palavra o por ng(a).

e Para todo p positivo e miltiplo de 3, existe v € L tal que n,(v) = p.
Se p for 3, entdo podemos tomar vy como aaa.

Seja agora p > 3 e miltiplo de 3. Se supusermos que para p — 3 (maior multiplo de 3
que nao excede p), existe 4" € L tal que ny(y') = p — 3, podemos concluir que para p
também existe v € L tal que ng(vy) = p. De facto, basta tomar v como sendo aaabby’,
jd que, por (r2), tem-se aaabby’ € L.

Assim, por indugao matematica, concluimos que qualquer que seja n > 1, existe

v € L tal que ng(y) = 3n. d
e Qualquer que seja « € L, tem-se n,(«) é positivo e miiltiplo de 3.

Qualquer que seja v € L, tem-se v = aaa ou existem y1,v2 € L tais que vy = ~y1bbys.

Nol? caso, concluimos que ng(7y) € maltiplo de 3.

No2? caso, como ng(y) = ng(1) +nae(y2), podemos concluir que ny(7y) é miltiplo de 3
se supusermos que n4(7y1) e ng(7y2) sao multiplos de 3... ou ainda, se supusermos que

ng(a) é multiplo de 3, qualquer que seja a € L com menor nimero de simbolos do que

.
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e Qual é a forma geral duma palavra de L7
L = {aaa} U {aaa(bbaaa)” | n > 1}

onde aaa(bbaaa)” denota aaabbaaa...bbaaa.
N—_———
n vezes

Como exercicio, mostre, por inducdo sobre n, que:

L D {aaa} U {aaa(bbaaa)” | n > 1}.

Vamos justificar: L C {aaa} U {aaa(bbaaa)” | n > 1}.
Se v € L entdao v = aaa ou existem 71,72 € L tais que v = y1bbya.

No29 caso, v tem pelo menos quatro simbolos. Suponhamos que para qualquer palavra

a € L com menos simbolos do que 7, existe m > 0 tal que « é da forma

aaabbaaa...bbaaa
N—————
m vezes

e sejam mqy, mo > 0 0s valores m para y1 e 72, respectivamente. Vem,

¥ = aaabbaaa...bbaaabbaaabbaaa...bbaaa
S——— S———
my vezes Mg vezes

ou seja, v = aaa(bbaaa)™itmztl

A wversdo sequinte do principio de inducdo suporta esta justificacdo.

Proposicao 1.3. (Versao forte do principio de indugao)
Seja P(n) uma condi¢ao na varidveln € Z. Dado ny€Z, se forem satisfeitas as duas condigoes

(i) e (ii) sequintes, entao ¥Yn > ng P(n).

(i) P(ng) € verdade;
(ii)  para todo k € Z, se se tem P(i) para todo i € Z com ng <1i <k, entdo tem-se P(k+1).

Exemplo 1.12. Diz-se primo qualquer inteiro x que admite dois e apenas dois divisores
positivos (1 e ). Vamos mostrar, por indugao, que qualquer inteiro n >2 ou é
primo ou pode escrever-se como um produto de primos. Para isso basta mostrar que

as duas condigoes (i) e (ii) de aplicabilidade do principio de indugdo se verificam.
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(i) Pela definicao de primo, tem-se 2 € primo.

(ii) Seja x € N tal que © > 2. Supomos como hipdtese de indug¢ao que todo
y €N, tal que 2 <y < x, ou é primo ou € produto de primos, para concluir que
entao x € primo ou produto de primos. De facto, se x nao for primo, existem
x1,x9 € N\ {0, 1} tais que x = x125. Como 2 < 1 < z, € 2 < xo < x, concluimos
pela hipotese de inducdo, que x1 € primo ou produto de primos, e xo € Primo ou
produto de primos.

Analisando os quatro casos (a) x1 e xo primos, (b) x1 e xo produtos de primos,

(c) 1 primo e xo produto de primos, e (d) x1 produto de primos e xa primo,

concluimos que se T = x1xo entdo T pode escrever-se como produto de primos.

Logo, se x ndo € primo entao x € um produto de primos, ou seja, T € primo ou

produto de primos. ]

Exemplo 1.13. Seja “QS” (€ conhecido por quick-sort) o algoritmo seguinte.

0. Supoe-se dada uma sequéncia finita de inteiros (possivelmente com zero elementos).
1. Se a sequéncia ndo tem qualquer elemento entdo indicar como resultado a propria sequéncia.
2.1 Senao seja X o primeiro elemento na sequéncia dada.

2.2 Separar os restantes elementos da sequéncia formando a subsequéncia dos menores do

que X, e a subsequéncia dos maiores ou iguais que X.

2.3 Aplicar “QS” a cada uma das subsequéncias: sejam R e R> as sequéncias resultantes

(respectivamente).

2.4. Indicar como resultado os elementos de R, sequidos de X, sequidos dos elementos de
R>.

Vamos mostrar que o algoritmo “QS” ordena por ordem crescente a sequéncia finita de inteiros
dada. A prova vai ser por inducdo sobre o nimero de elementos na sequéncia dada.

Vamos mostrar que as condigoes (i) e (ii) do principio de indugdo estdo satisfeitas, para
concluir que qualquer que seja a sequéncia finita de inteiros dada, “QS” indica-a por ordem

crescente.

(i) Se a sequéncia dada nao tem elementos, entdo podemos dizer que a sequéncia resultante,

que € igual a dada (por 1.) estd ordenada por ordem crescente.
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(ii) Seja S uma qualquer sequéncia de inteiros, e seja n (n > 1 fizo) o seu niumero de
elementos. Suponhamos agora, como hipdtese de inducdo, que quando aplicamos “QS”
a uma qualquer sequéncia W de inteiros cujo nimero de elementos é menor do que n,

obtemos os elementos de W por ordem crescente.
Vamos entao mostrar que “QS” quando aplicado a S, a ordena por ordem crescente.
)

Como S tem elementos, aplicam-se as instrucoes 2.1-2.4. Uma vez que nas sub-
sequéncias formadas em 2.2 ndao entra o primeiro elemento de S, cada uma delas tem
menos elementos do que S. Assim, por hipdtese de inducdo, “QS” quando aplicado a
cada uma dessas subsequéncias, ordena-a por ordem crescente. Entao, as sequéncias re-
feridas por R< e R> (em 2.3) sdo respectivamente as sequéncias de elementos menores

do que X e maiores ou iguais a X, ordenadas por ordem crescente.

Donde, o resultado indicado em 2.4 nao € mais do que a sequéncia S ordenada por

ordem crescente. O

Proposigao 1.4. Os principios de inducdo forte e fraca sao equivalentes, ou seja se existir
uma prova de ¥Yn € N P(n) por inducao fraca entao também existe uma prova por indug¢do
forte. E vice-versa, se existir uma prova por inducdo forte entdo existe uma prova por indugdo

fraca.

1.2.3 Outras formulacgoes do principio de inducao

Proposicao 1.5. Seja A = {n € N | P(n)}, onde P(n) denota “n satisfaz a propriedade
P”. Se A satisfizer as condigoes (i) e (i) sequintes, entao A = N.

(i) 0€A
(ii) VkeN (ke A=k+1€A)

Proposicao 1.6. Seja A = {n € N | P(n)}, onde P(n) denota “n satisfaz a propriedade
P”. Se A satisfizer as condigoes (i) e (i) sequintes, entao A = N.

(i) 0€A
(i) VkeN [(Vi<k icA)=k+1€e A
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Capitulo 2

Linguagens Formais e Modelos de

Computacao

2.1 Alfabeto, palavra e linguagem

Designamos por alfabeto qualquer conjunto finito e nao vazio. Os elementos dum alfabeto
dizem-se simbolos. Uma sequéncia finita de simbolos dum alfabeto ¥ diz-se palavra (ou
ainda, frase ou sequéncia) de alfabeto X. As palavras podem ter zero ou mais simbolos.
A palavra vazia, que convencionamos representar por ¢, é a palavra com zero simbolos. O
numero de simbolos que constituem a palavra, é o comprimento da palavra. O comprimento

duma palavra a denota-se por |al.

Uma linguagem formal de alfabeto ¥ é um conjunto qualquer de palavras de alfabeto X.

Se o conjunto for vazio, a linguagem diz-se linguagem vazia.

Exemplo 2.1. O conjunto das letras do abeceddrio {a,b,c,d, f,q,h,i,75,l,... ,v,2,2} € um
alfabeto.

O conjunto das palavras que se podem encontrar dum diciondrio de Lingua Portuguesa € uma
linguagem dum alfabeto que inclui os simbolos anteriores e ainda, por exemplo, —, &, &, .. ..
Sabemos que destruiu, o, gato, leu e livro sdo palavras dessa linguagem.

O conjunto das frases sintacticamente correctas (de acordo com as regras gramaticais de

Portugués) é outra linguagem. Usando a terminologia anterior, pode-se dizer que

o gato leu o livro
o gato destruiu o livro
o livro destruiu o gato

o livro leu o gato
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sao exemplos de palavras dessa linguagem, nao o sendo as sequintes.

o o livro gato leu livro o destruiu o leu gato

Em algumas linguagens (por exemplo, na lingua Portuguesa escrita), hd que atender ndo
s6 a boa formagdo sob o ponto de vista da sintaxe, mas também da semantica. Talvez
em Portugués Literdrio possa encontrar o livro leu o gato. Para que fique claro, nesta

disciplina, estamos interessados em aspectos da sintare mais do que nos da semantica.

Exemplo 2.2. As palavras de alfabeto {a,b} que tém comprimento nao superior a dois sao
€, a, b, aa, ab, ba, e bb. Assim, {¢,a,b,aa,ab,ba,bb} € uma linguagem de alfabeto {a,b},

a qual podemos ainda denotar por {z | z € palavra de alfabeto {a,b} tal que |x| < 2}.

Exemplo 2.3. Seja L a linguagem de alfabeto ¥ = {p,\,V,~,=, (,)} assim definida indu-

tivamente: as palavras de L sao que se podem obter usando as regras (i) e (ii).

(i) pelL
(i)  Quaisquer que sejam «, 3 € L, tem-se (aAf) € L, (aVP) € L, (a=p) € L
e ("a) € L.

Alguns exemplos de palavras de L:

(pAp)
((pAP) VD)
((pAP)VP)=CP))
((p AP VP =CP))=(Cp) VP))

2.2 Concatenacao de palavras

Seja ¥* o conjunto de todas as palavras de alfabeto X. Se o € ¥* e § € X* entdo a palavra af,

obtida por justaposi¢do de ( no fim de «, é a concatenagao () de o com (3, e representa-se

a - (3 por af.

A concatenagao - é uma operacao bindria em Y* que é associativa e tem elemento neutro:

e ¢ associativa (af3)y = a(By)

e a palavra vazia é identidade: ea = ae =«

Podemos entao dizer que (X*, -, €) é um mondide.

Note que normalmente nao usamos o simbolo que representa o operador de concatenacao.

A.Tomas, N.Moreira Modelos de Computagao DCC-FCUP



2.2. CONCATENACAO DE PALAVRAS 22

Exemplo 2.4. A concatenacdo da palavra £lor com a palavra bela é a palavra florbela.

A concatenacgao de bela com flor € belaflor.

Se xz € ¥* é uma palavra, e x = wvw para u,v,w € X*, entao u diz-se prefixo de x, w diz-se
sufixo, e u, v, e w dizem-se subpalavras de z. A palavra € é uma subpalavra de qualquer

palavra.

Exercicio 2.0.3. Sendo ¥ = {0,1} e x = 010110. Indique-se as seguintes palavras sao
subpalavras de x: 011, 10 e 111.

Exercicio 2.0.4. Quais os prefixos de 010111 ? E os sufixos?

Exemplo 2.5. A linguagem L das sequéncias de parentesis curvos que sao bem formadas ¢
a linguagem de alfabeto ¥ = {(,)} constituida pelas palavras que se podem obter usando as
regras (i), (ii) e (iii), quantas vezes se quiser.

(i) OelL

(ii)  Quaisquer que sejam o, 3 € L, tem-se aff € L

(i)  Para todo o € L, tem-se (o) € L
Pode-se mostrar que L € o conjunto das sequéncias de parentesis que tém algum parentesis

e tais que, em qualquer prefito duma tal sequéncia, o niumero de parentesis fechados ndo €

maior do que o numero de parentesis abertos.

A palavra x™ é a concatenacdo de n cépias da palavra x. Define-se indutivamente por:

Exercicio 2.0.5. Sendo w = aaba determine w°, w', w?, w?® e w*

Exercicio 2.0.6. Prove que, para todo n > 0, |[2"| = n|z|.

Em particular temos que a™ é a palavra constituida por n simbolos a. Por exemplo,
a® = aaaaa, a' = a e a® =e.

Podemos definir ¢™ indutivamente:

A palavra inversa de o, denota-se por o’ e pode-se definir por inducio no comprimento de

(&S
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1. Se |a| =0 entdo af® =a =¢
2. Se |a| =n+1, entdo a = Ba (a € X) e aff = af~
Exercicio 2.1. Determine as inversas de: aabaab, bbabb, b ©

Exercicio 2.2. Mostre por inducdo no comprimento de 3 que (aﬂ)R = phRakl. o

2.3 Concatenacgao de linguagens

Se L e M sao linguagens de alfabeto 3., a concatenacao de L com M ¢ a

linguagem de alfabeto 3 definida por
LM ={af|acLefecM}

Por exemplo,
{a,ab}{b,ba} = {ab, aba, abb,abba}

Normalmente LM # ML.

As poténcias L™ de uma linguagem L sdo definidas indutivamente por:

L’ = {e}

L' = LL™ paran>1

ou por L" = {x12z9...xp|x; € L,1 < i <n}

Isto é, a linguagem das palavras obtidas por justaposicao de n palavras de L.

Exemplo 2.6. Seja L = {ab,aab} entao,

{ab,aab}’ = {e}

{ab,aab}! = {ab,aab}
{ab,aab}®> = {abab,abaab,aabab,aabaab}
{ab,aab}® = {ababab,ababaab,abaabab,aababab, abaabaab,aababaab,aabaabab,aabaabaab}

Exercicio 2.2.1. Mostrar a equivaléncia das duas definicoes dadas para L", isto é que para

todoneN, (L°={e} A L"=LL""Y) & L"={w...w,|w; €L, 1<i<n}
Exemplo 2.7. Seja ¥ = {a,b} entdo

¥2 = {aa,ab,bb,ba}
¥ =%%2 ={wv|w € X Av € X?} = {aaa, aab, abb, aba, baa, bab, bbb, bba}

¥ ={w e X*| |w| =n}, paran qualquer
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ou

Um parentesis sobre (subtilezas de) notagado. . .

N3ao é indiferente escrever

pois, {w € ¥* | |w| =n} é o conjunto das palavras que tém um dado comprimento (o

qual foi denotado por n), enquanto que {w € £*| |w| =nen € N} é ¥*.

{we¥*| |w|=n}, comneN

{fweX*| |lw=nenecN}

Exemplo 2.8. Seja L = {a,ab,bb} entdo

L2
L3

= {aa, aab, abb, aba, abab, abbb, bba, bbab, bbbb}

= LL? = {wv |w € L Av € L?} = {aaa, aaab, aabb, aaba, aabab, aabbb, abba, abbab,
abbbb, abaa, abaab, ababb, ababa, ababab, ababbb, abbba, abbbab, abbbbb,
bbaa, bbaab, bbabb, bbaba, bbabab, bbabbb, bbbba, bbbbab, bbbbbb}

2.4 Fecho de Kleene duma linguagem

O fecho de Kleene de uma linguagem L é a reuniao de todas as poténcias finitas de L

L*=L°UL'UL?UL?. .. = U,>oL"

ou, equivalentemente, é o conjunto das palavras que se podem formar por justaposicao de

zero ou mais palavras de L,

L*={e}U{wi... wy |w; €L, 1<i<n,neN}= UL".
neN

Observar que X*, definido como o conjunto de todas as palavras de alfabeto X, nao é mais do

que o fecho de Kleene de X.

Exemplo 2.9.
{1} = {e,1,11,111,1111,11111,...} = {1” | neN}
{o1}* = {¢,01,0101,010101,01010101,0101010101,...}
{o00}* = {e,000,000000,000000000,...} = {0 | n e N}
{000,00000}* = {e,000,00000,000000} U {0™ | n > 8}
{0,1}* = {£,0,1,00,01,10,11,000,001,010,011,100,101,110,111,...}
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Exercicio 2.2.2. Para concluir que {000,00000}* = {£,000,00000,000000}U{0™ | n > 8}
suponha que pretendia selar uma carta e s6 havia disponiveis selos de cinco e de trés escudos.
Se nao existisse qualquer limite ao nimero de selos que podia usar, como é que obtinha as
quantias seguintes 8$00, 9%00, 10$00, 11$00, 12%$00, 13$00, 14$00, 15300, 16$00 ...? Dada
uma quantia na sequéncia, tente encontrar uma regra que lhe permita obter a quantia seguinte,

trocando o menor nimero de selos que conseguir.

Exercicio 2.3. Seja ¥ o alfabeto {0,1}. Sendo A = {10,11} e B = {00, 1}, determine:
AUB, AB,BA, A3, A* o

Exercicio 2.4. Seja aaaba uma palavra de alfabeto {a,b}. A que linguagens pertence:

a) {a,b}*
b) {aaa,bab}{ba,bb}

c) {aaa}*{b}"{a}

d) {a}*{b}"{a}"

e) {aa}*{a}*{a, ba,bb, e}

Lema 2.1. Sejam L1 e Lo linguagens de alfabeto . Se Ly C Lo, entdo qualquer que seja
neN, L} CLy, e LT C L3.

Prova. Queremos provar! que se L; C Lo entdo L? C Ly, qualquer que seja n € N. Mostrar
que LT C L% equivale a mostrar que qualquer que seja x, se x € LT entao z € L3.
Sabemos que L} é, por definigao, o conjunto das palavras obtidas por justaposicao de
n palavras de L;. Assim, se x € L} entao z ¢ justaposicao de n palavras de L;. Mas
como L1 C Lo, qualquer palavra de L; é palavra de Lo, pelo que podemos concluir que
se x é justaposicao de n palavras de L, entao x é justaposicao de n palavras de Lo.

Logo, se x € L} entao x € Lj.

De modo analogo, podemos concluir que se x for uma justaposicao de zero ou mais
palavras de Lq entdo x € justaposicao de zero ou mais palavras de Lo. Ou seja, que

qualquer que seja z, se x € L} entao x € L. Logo, se Ly C Ly entao L} C L3. O

Lema 2.2. Sejam Ly e Ly linguagens de alfabeto 3. Se e € Ly entdo Lo C L1Lo, € se e € Lo
entao Ll - L1L2.

1«NEM TODAS AS PROVAS SAO ILEGIVEIS ou DIFICEIS!”
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Exercicio 2.4.1. Partindo da definicao da concatenacao de duas linguagens, mostre o Lema
2.2.

Proposigao 2.1. Quaisquer que sejam as linguagens R, S el de alfabeto ¥ tem-se:

(R*)* — R*
11) (R*S*)*=(RUS)*
13) PR=0= R0

10) ({e}UR)*=R*
12) {e}R =R = R{e}

1) RUS=SUR (2) (RUS)UT =RU(SUT)
3) RNS=SNR 4) (RNS)NT=RN(SNT)
5)  R(ST) = (RS)T (6) R(SUT)=RSURT
) (RUS)T = RTUST ®) 0" ={c}
) (

(

Prova. Provamos apenas (9) e (11) ficando as restantes ao cuidado do leitor.
9) (B)" =R".
Tem-se R* = (R*)' C Upso(R)" = (R*)*. Logo, R* C (R*)*.

Resta mostrar que também (R*)* C R* ou seja, que Vw (w € (R*)* = w € R*). Ora,
se w € (R*)* entdao w ¢ justaposicao de zero ou mais palavras de R*. Se w = ¢, entao
w € R*. Se w # € entdo, sem perda de generalidade (uma vez que € é elemento neutro
para a concatenagao), podemos dizer que w foi obtido por justaposi¢do de um certo
numero de palavras de R* \ {¢}. Por sua vez, por definicao de R*, cada uma dessas
palavras é justaposicao dum certo nimero de palavras de R. Logo, se w ¢é justaposicao
de palavras de R*\ {¢} ent@o w ¢ justaposicao de palavras de R\ {€}, o que mostra que
(R*)* C R*. O

(11) (R*S*)* = (RuUS)*. Comecemos por mostrar que (R*S*)* C (RU S)*. Para
isso, vamos justificar que R*S* C (RUS)*, o que é trivial. De facto, qualquer palavra de
R*S* é justaposicao duma sequéncia de zero ou mais palavras de R com uma sequéncia
de zero ou mais palavras de S. Logo, qualquer palavra de R*S* é uma sequéncia de
zero ou mais palavras de R U S. Para concluir que (R*S*)* C (R U S)*, basta notar
que se R*S* C (R U S)* entao, pelo Lema 2.1, vem (R*S*)* C ((RU S)*)*, e como
((RUS)*)* =(RUS)* (por (9)), conclui-se que (R*S*)* C (RUS)*.

Falta agora mostrar que (R*S*)* O (R U S)*, o que se pode concluir usando o Lema
2.1, se mostrarmos que R*S* O RU S. Para isso, note-se que como € € R* e ¢ € 5™, se
deduz, pelo Lema 2.2, que S* C R*S* e R* C R*S*. Por outro lado, como R C R* e
S C S*, obtem-se R C R*S* e S C R*S*. Donde, por definicdo de unido de conjuntos,
RUS C R*S* O
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Capitulo 3

Automatos finitos

3.1 Autématos Finitos Deterministicos (AFDs)

O comportamento de muitos sistemas reais podem ser descritos através de um numero finito
de configuragoes e de transicOes entre elas. Exemplos: elevadores, circuitos electrénicos,
diversos sistemas bioldgicos, dinheiro electrénico, ...

Um autémato finito deterministico é um modelo matemético de um sistema cujo compor-
tamento pode ser descrito como uma sequéncia simples, discreta e linear de acontecimentos
(estimulo-resposta) no tempo. Num dado momento, o sistema encontra-se em alguma das
suas configuragoes internas que s@o em numero finito. Tais configuracoes, ditas estados,
funcionam como memoria sobre passos anteriores, e permitem determinar o comportamento
do sistema para estimulos subsequentes. Cada transigao é produzida por um estimulo ou
entrada. Considera-se que cada estimulo (simbolo de entrada) determina um e um sé es-
tado posterior, ou seja tem um efeito deterministico: o estado seguinte é uma funcao do
estado actual e do simbolo de entrada. A sequéncia de configuraces anteriores a um dado

estimulo constitui a histéria do sistema.

Exemplo 3.1. O diagrama seguinte representa um AFD que tem dois estados, sg e s1. As
transigoes representadas pelas “setas” (a que se chama arcos) sao: do estado sy com 0 para

o estado sg, do estado sg com 1 para o estado sy, do estado s1 com 1 para s; e de s; com 0

816

Definicao 3.1. Um autémato finito deterministico ¢ um quinteto A = (S,3,9, sg, F)

para sg.

onde:
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S o conjunto finito de estados

Y. o alfabeto de simbolos de entrada

sog o estado inicial do autémato

e FFC S o conjunto de estados finais

0 uma funcdo de S x X em S, designada por fungao de transigao.

3.1.1 Autémato como uma maquina finita

Um autémato finito deterministico pode ser visto como um modelo de uma méquina (com um
conjunto finito de estados — mdaquina finita) a que se fornece uma fita, na qual estéd escrita
uma sequéncia de simbolos de um alfabeto. A maquina tem uma cabeca de leitura (colocada
inicialmente de forma a ler o simbolo mais a esquerda na sequéncia) e um mecanismo de

transicao de estados.

a

| |

S d(S’ a)

O seu funcionamento pode ser descrito do seguinte modo: num dado estado s (cabega de
leitura numa dada posi¢ao) 1é o simbolo na fita, seja a, passa ao estado d(s,a) e move a
cabeca de leitura para a posicao seguinte (a direita).

Diz-se que a maquina aceita (ou reconhece) a sequéncia dada na fita, se quando acabar de
a ler estiver num estado final. A linguagem aceite ou reconhecida pelo autémato A é o
conjunto das palavras em ¥* que sdo aceites pelo autémato o qual denotamos por L(.A). Uma
linguagem L é aceite pelo autémato A se e s6 se L = L(A). A fungao de transigao é
uma relagao bindria de S x ¥ em S, pode representar-se por um conjunto de pares ((s, a), s'),

com s, € S, a € ¥. Para facilitar a notagao usamos ternos (s, a, s).

Exemplo 3.2. Seja A = ({so,s1},{0,1},0,50,{s1}) um autdmato finito deterministico em
que,
5o 1
0 = {(s0,0,50), (s0,1,51), (51,1,51),(51,0,80)} ou — 59|59 51

*S1 S0 S1
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A um autémato finito fica naturalmente associado um multigrafo dirigido com simbolos asso-
ciados aos arcos. Os vértices correspondem aos estados do autémato; & transicdo do estado s
para o estado s’ pelo simbolo de entrada a, corresponde um arco etiquetado por a do né asso-
ciado a s para o né associado a s’. Esse multigrafo designa-se por diagrama de transigao.

Para o exemplo anterior, podemos representar o diagrama de transicdo esquematicamente do

8

Por convencao, os estados finais sao representados por duas circunferéncias, e o estado inicial

modo seguinte.

é apontado por uma seta.

Exemplo 3.3. Analise cada um dos exemplos sequintes.

a) A linguagem de alfabeto {a,b} constituida pelas palavras que terminam em a e ndo tém

a’s consecutivos, i.e.,

{z € {a,b} |  termina em a e ndo tém a’s consecutivos}

€ a linguagem reconhecida pelo automato sequinte.

b a

O==0=n0
s

b) A linguagem {z | x € {a,b}* e tem aa como subpalavra}, é a reconhecida pelo autémato

b . a,b
a
_"T

¢) O autémato finito deterministico que tem menor nimero de estados e reconhece {000,00000 }*
de alfabeto {0} é:

A.Tomas, N.Moreira Modelos de Computagao DCC-FCUP



3.1. AUTOMATOS FINITOS DETERMINISTICOS (AFDS) 30

0
(D ()
@o@o@o@

d) A linguagem {(11)™ | n > 0} € aceite pelo autémato

o

e) A linguagem {(11)" | n > 0}U{(11)"0 | n > 1} € a linguagem reconhecida, por exemplo,

pelo autéomato

3.1.2 Autématos que encravam

Quando a funcao de transicdo ¢ nao é total, isto é quando § néo estiver definida para alguns
pares (s,a) € S x X, pode acontecer que o autémato encrave para algumas palavras em
¥*. Encravar no sentido de nao conseguir acabar de ler/processar a palavra, por nao haver
transicoes por certos simbolos num dado estado. Nesse caso, as palavras que fagam o autémato

encravar sao consideradas como nao aceites.

Exemplo 3.4. A linguagem {(11)" | n > 0}U{(11)"0 | n > 1} € a linguagem reconhecida,

por exemplo, pelo autémato
‘@ : .@:.1 : .@
1

Exemplo 3.5. A linguagem das palavras em {a,b}* que nao tém aa como subpalavra é a

linguagem reconhecida pelo autémato segquinte.
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FEste automato encrava se a palavra tiver aa como subpalavra.
Se quiséssemos representar o autdmato que reconhecia {raay | x,y € {a,b}*}, isto € a lingua-

gem das palavras que tém aa como subpalavra, entdo o “estado” que anteriormente omitimos

b . a,b
a
_"T

3.1.3 Extensao da funcgao de transicao a palavras

€ agora relevante.

Dado A = (S,%, 4, sg, F), seja a fungao 5:8 xY* — § definida a partir de § por inducao

no comprimento de z, |x|:

3(3,5) = s
5(s,za) = 6(3(s,z),a)

~

Notar que d(s,a) = d(s,a) !
Associamos a cada estado o conjunto de palavras que ele “memoriza”.
L(s) = {x € Z* | §(s0,7) = 5}

Exemplo 3.6. Para o exemplo 3.5.€), cujo autdmato é

Temos:

so palavra vazia, €

s1 numero impar de 1’s consecutivos

So numero par de 1’s consecutivos

s3 numero par de 1’s consecutivos, sequido de um 0

s4 contém algum 0 nao antecedido de um nimero par de 1’s ou sequido de algum 1

Exemplo 3.7. O AFD minimo que reconhece {x | x € {0,1}* e x ndo termina em 100 nem em 001}

€ o representado abairo; qualquer AFD que reconheca esta linguagem tem maior niumero de

estados do que este.
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Como justificar a necessidade de cada uma destas transi¢oes?

e Se a palavra comecar por 1, e o autdmato consumisse 1 no estado inicial e se mantivesse
no mesmo estado, entdo ndo memorizava o facto de esse 1 poder ser o inicio de 100.

Era como se esse primeiro 1 nao fosse relevante. . .

e Se a palavra comecar por 0, e o autdmato consumisse 0 em sy e se mantivesse em Sq,

entdao ndo memorizava o facto de esse O poder ser o inicio de 001.
e ...
O que memoriza cada estado sobre o prefizo jd lido?

s1: palavras terminam em 1 mas nao em 001;
s3: palavras terminam em 10,

s4: palavras terminam em 00 mas nao em 100;
s5: palavra terminam em 001;

s¢: palavra terminam em 100;

S9: palavra € 0; sg: a palavra € €.

3.1.4 Linguagem aceite por um autémato finito deterministico

Definicao 3.2. Dado um autémato finito A = (S, 3,0, s0, F), uma palavra

x € X* € aceite por A se g(so,w) eF.

A linguagem aceite por um autdmato finito deterministico € definida por
L(A) = {z € ©* | §(s0,z) € F}

Se L € L(A) para algum AFD A, dizemos que L é uma linguagem regular.

Exemplo 3.8. Autémato para reconhecer miltiplos de 3 em binario
Pretende-se obter um autdmato que reconheca palavras de {0,1}* que representem em bindrio

inteiros maltiplos de 3, i.e., a linguagem:

M3 = {0,11,110,1001, 1100, ...}
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Para nao sobrecarregar a notacdo vamos denotar por x tanto o inteiro como a sua repre-
sentacdo em bindrio. Dado um inteiro x, se x € multiplo de 3, i.e. Ik x = 3k, dizemos que
x €3, Sendo ouzxz é3+1 (3kax=3k+1)oul+2 (ie, Ik x =3k +2). Considere-
mos um autémato, com estados s;, para 1 < i < 3, tal que x € L(s;) se e s se x é 341
ou seja x = imod 3, ¢ = 0,1,2. Para determinar as transi¢coes, basta ver o que acontece
para £0 ou x1, supondo que depois de lido x o autémato estd no estado s;, para 1 < i < 3.
Tem-se que (x0) = 2z + 0 e (x1) = 2z + 1. Entao, basta considerar os 3 casos para = (e
e=0). Sex €3 temos que 20 €3 exl €3+ 1. Sex é3+1 temos que 20 € 342 ezl
¢3. Se Sex é3+2 temos que 20 é 3+ 1 ezl € 34 2. Temos entio definido o autdmato,

A= ({s0,51,52},{0,1},6, 50, {s0}), com 6(si,¢) =sj com j = (2i +c) mod 3 e c e {0,1}, ou

slo 1
— %Sg9 | S0 S1
S1| 82 So
§2 | 81 S2
0 1

1~ 0
@l ( s1) (@
1 X 0

E facilmente se mostra que 6(sp,x) = s; sse x =i mod 3 e que

M3 = L(A) = {z € ¥* | §(s0, ) = so}
(Verificar!)

3.1.5 Complementar duma linguagem regular

J& vimos que a linguagem L = {x | z € {a,b}* e tem aa como subpalavra} é a reconhecida

b . a,b
a
_"T

E que, a linguagem complementar

pelo autémato

L ={z |z € {a,b}* e ndo tem aa como subpalavra} é reconhecida pelo autémato:

b . a,b
a
_"T
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Se um autémato é completo (isto é, nao encrava), podemos facilmente determinar um autémato

que reconheca a linguagem complementar e temos entao a seguinte proposicao:
Proposigao 3.1. Se L ¢ reqular entdo L = ¥* \ L € regular.

Prova. Seja A = (S,3%,0,s0,F) o AFD (que nao encrava) tal que L = L(A).

Entdo L = L(B) onde B = (S5,%,4,50,5 \ F). Na realidade temos as seguintes equi-

valéncias:

— ~ ~

x€L=L(B) <= (so,z) € S\ F <= (sp,z) ¢ F<=x ¢ L(A) =L

3.1.6 Exercicios de revisao

Exercicio 3.1. Descreva um autdémato finito que reconheca a linguagem das palavras de
{0, 1} que

a) nao tém nenhum 1;

b) contém pelo menos algum 0 e algumi;

¢) tém comprimento nao inferior a 2;

d) nao contém 101 como sub-palavra;

e) tém um nimero impar de 0 ou um numero par de 1;

f) tém no mdzximo um par de 0 e um par de 1 consecutivos;

g) ndo terminam em 100 nem em 001

h) contém (algures) pelo menos trés “0” sequidos, mas nao contém dois ou mais “1” sequidos’
i) se tém algum par de “0” adjacentes, este aparece antes de qualquer par de “1” adjacentes;
J) nao terminam em “11017 nem em “10117;

<
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3.2 Autématos finitos nao-deterministicos (AFNDs)

Uma computagao diz-se nao-deterministica se o estado seguinte nao for univocamente

determinado pelo estado actual. Um autémato finito é nao-deterministico se

e dado um estado s e um simbolo a existe um conjunto de estados possiveis seguintes, do

qual se pode escolher um novo estado

e uma palavra é aceite, se comecando no estado inicial existe um conjunto de escolhas

(caminho) tal que quando acabar de a ler estd num estado final.

e uma palavra é rejeitada se nao existe nenhum caminho que leve dum estado inicial a

um estado final.

O nao-determinismo pode ser interpretado como a capacidade de escolher, de adivinhar, ou,

ainda, de verificar. Seja a linguagem:
L ={z € {0,1}* | o quinto simbolo a contar da direita é 1}

Um autémato finito ndo-deterministico que a reconhece podera ser o seguinte:

0,1

1 1 1 1
Neste caso, para cada simbolo 1 lido o autémato pode escolher que ele é o quinto simbolo a
contar da direita (muda para o estado s1) ou continuar no estado sg. Se x € L existe uma

escolha que leva & aceitagao; se x ¢ L nenhuma escolha leva a aceitagao.

Exercicio 3.2. Para 1010010 determinar todos os possiveis caminhos mo automato dado e

verificar se a palavra pertence a L. ©

Notar que podemos construir um autémato finito deterministico que aceita L, mas tem pelo
menos 2° = 32 estados , pois tem de “recordar” os tltimos 5 sfmbolos lidos! E imediato que um
automato finito deterministico é um caso particular dum autémato finito ndao deterministico.
Mas o contrédrio, também se verifica. As linguagens aceites por autéomatos finitos nao de-
terministicos sao precisamente as mesmas das aceites por autématos finitos deterministicos.
Isto é, para cada autémato finito nao deterministico, existe um autémato finito deterministico
que aceita a mesma linguagem. Informalmente, a ideia é associar um estado do AFD a cada
conjunto de estados em que o AFND pode estar em cada passo da andlise duma uma palavra.

Temos que:
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Estados do AFD subconjuntos do conjunto de estados do AFND
Estado inicial do AFD conjunto com o estado inicial do AFND

Estado final do AFD qualquer subconjunto de estados que contenha um estado final de
AFND

Exemplo 3.9. Considere-se a linguagem:
L ={z €{0,1}* | 0 segundo simbolo a contar da direita é 1}

Um automato nao deterministico que a reconhece é€:

o 1 @0,1@

Por exemplo, apds ler 001 o autémato pode estar em {so,s1}. Para construir um AFD

0,1

equivalente determina-se para cada subconjunto de estados do AFND e simbolo do alfabeto,
quais os estados que se obtém por transi¢oes de algum estado desse subconjunto. Por exemplo,
se o subconjunto for {so}, por transi¢oes por 0 obtém {so}, mas por transi¢ées por 1 obtém-se
o0s estados {sg, s1}. Se o subconjunto for {so, s1}m por transi¢oes por 0, obtém-se o conjunto
{s0, 82}, e por transi¢oes por 1, obtém-se o conjunto {so,s1,s2}, etc. Continuando este

processo, temos que a funcdo de transicdo 6q do AFD equivalente € definido por:

54 0 1
0 0 0
—{so} | {so}  {s0,s1}
{si} | {s2} {s2}
*{s2} 0 0
{s0,51} | {s0,52} {s0,51,s2}
*{so,s2} | {so} {s0,s1}
*{s1,s2} | {s2} {s2}

*{50,51,82} | {50,852} {s0,51,52}

Podemos ver que comegando em {so} por transicées de 0 e 1 os estados {s1,s2}, {s1}, {s2}

e O nunca sao atingidos. Assim podemos elimind-los e simplificar o AFD para:

) 0 1
— {so} | {so} {s0,81}
{s0,s1} | {50,852} {50,851, 82}
*{so,s2} | {so} {s0,s1}

*{50,51,82} | {50,852} {s0,51,52}
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a que corresponde o diagrama Ssequinte:

{51, 82}

No diagrama anterior o estado final € indicado com uma seta a sair do estado. Normalmente,

renomeam-se 0s estados do autémato deterministico, por exemplo, para:

010 1
0o 0
—A|A B
B|C D
xC | A B
*D | C D

O ADF resultante corresponde precisamente a um que recorda os dois dltimos simbolos lidos:
o estado A = {so} (recorda 00), B = {sg,s1} (01), C = {s1,s2} (10) e D = {sp, 51,82} (11).

Definigao 3.3. Um autdmato finito nao deterministico N' é um quinteto (S, 3,4, so, F') onde

e S 0 conjunto finito de estados

Y. o alfabeto de simbolos de entrada

sp €S

e F'C S o conjunto de estados finais

d uma fungao de S x 3 em P(S), fungdo de transi¢cao
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Exemplo 3.10. Para o Ezemplo 3.9 a definicio do autémato ndo deterministico é N =
({s0, s1,52},{0,1}, 80,0, {s2}) onde § é dado por:

0 1

— 80 || {s0} | {s0, 51}
s1 || {s2} | {s2}
*xS9 || 0 0

3.2.1 Extensao da funcgao de transicao a palavras

Como no caso, dos AFD temos que estender a funcio de transicdo ¢ a palavras.
Seja d : S x ¥* — P(S) define-se g(s, x) indutivamente por
comprimento de z, |z|:

o~

Base. Se x = ¢, §(s,e) = {s}

Inducdo. Se x = ya e S(s,y) ={p1,...pr}, entao g(s,ya) = Uk 5(pi, a).

-~ -~

Isto é, para calcular 0(s,za), calcula-se 0(s,z) e depois consideram-se todas as transi¢oes

etiquetadas com a desses estados.

Exemplo 3.11. Para processar 0110 no autdmato do exemplo 3.10, temos:

3\(30,5) = {so}

25\(30,0) {so}

8(s0,01) = d(s0,1) = {s0,51}

5(s0,011) = (s, 1) Ud(sy,1) = {so,s1}U{s2} = {s0,s1,52}
5(30,0110) = (s0,0) Ud(s1,0) Ud(s2,0) = {so}U{s2}Uld = {sg,s2}

3.2.2 Linguagem aceite por um AFND

~

Defini¢ao 3.4. Seja N = (5,%,0, 0, F) um AFND, N aceita x € 3* se §(sg,x) N F # (.
A linguagem aceite por um autémato finito deterministico N € definida por

~

LN) ={x € Z* | N aceita x, i.e, 6(sp,z) N F # 0}

Exemplo 3.12. Mostrar que L = {x € {0,1}* | z termina em 10 ou 11} = L(N). onde N

€ dado por:

0,1

0,1

Vamos mostrar, por inducdo mutua em:
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~

1. Para todo o x, so € 6(so, )

-~

2. s1 € 0(so, ) sse x termina em 1

~

3. 83 € 0(s0,x) sse x termina em 10 ou 11

Por inducao no comprimento de x:

~

Base. x = ¢, entao 0(so,e) = {so}, logo (1) verifica-se. (2) e (3) também se verificam

trivialmente.

~

Indugdo. x =ya, onde a é 0 ou 1, e supoe que (1-3) verificam-se para §(so,y).

~ -~

(1) so € 6(s0,y) e como sg € §(so,a), entdo sy € 6(so, )
(2) (=) Supor que a =1, como sg € g(so,y) e s1 € §(sp, 1), entdo s1 € 5\(80,33).
(<) Supor que s1 € g(so,:n). Pela funcao de transicao 3.10, sé se pode chegar a

s1 se ultimo simbolo for 1, i.e., x = yl.

(3) (=) Se o peniltimo simbolo é 1, entio y termina em 1 e s; € §(sp,x). Mas

sg € 0(s1,a), logo sq € 5\(80,33).

(<) Supde que sy € 0(sg,x). Pela tabela, sé se pode chegar a so de s1 e para tal

pentltimo simbolo de x tem de ser 1.

3.2.3 Equivaléncia entre AFDs e AFNDs

Proposigao 3.2. Qualquer linguagem que seja reconhecida por um autdomato finito deter-

ministico pode ser reconhecida por algum automato finito nao deterministico.

Prova. Um AFD A = (S,%,d4, so, F') é equivalente a um AFND N = (S, %, dn, o, F) com
In(s,a) ={0a(s,a)},Va € ¥,s € S. Por inducdo em |z| prova-se que a(so,w) = s sse
5/\]\/(80733) = {8} O

Exercicio 3.3. Termina a demonstracao anterior. <

Proposigao 3.3. Qualquer linguagem que seja reconhecida por um automato finito nao de-

terministico pode ser reconhecida por algum autémato finito deterministico.

Para provar a Proposicao 3.3 temos que formalizar a construcgao feita no Exemplo 3.9, que se

designa, habitualmente construcao por subconjuntos.

Seja N = (S, 3, 0N, S0, Fiv) um AFND. Construimos A = (P(S), X, 04, {so}, F4) onde
def
5A(A7 a) = = USGA(;N(& a))

Fa ™ 1Aep8)| AnFy £ 0}
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Lema 3.1. 6.4({so},2) = dn(s0,2)

Prova. Por inducao em |z|.
Base. x = ¢, por definicdo, dn (s0,¢) = {so} e da({so},e) = {s0}
Inducao. r = ya, onde a é o tltimo simbolo de z. Por hipétese de inducao, SA({SO}, y) =
SN(SQ, y). Sejam estes estados {p1, ..., px}. Por definigao, SN(S(), r) = U 6n(pisa)
e a({p1,---,p},a) = UL 6n(ps,a). Entdo,
da({so}, ) = 6a(6a({s0},9),0) = Sa({p1, -, ok}, @) = U 0n (pi, @) = dn(s0, )
]
Prova. [Proposicao 3.3] Para x € ¥*,

)

=2

x € L(A) A({so},x) € Fu
({so},z) N Fn #0
gN(SO,SE) NFy # 1]

x € L(N)

&)

A

1111

O

Exercicio 3.4. Considera o autdmato finito ndao-deterministico representado pelo sequinte

diagrama:

Converte, pela construcdo dos subconjuntos, o autémato num autémato finito deterministico.

<o

Nota: No pior caso, se o AFND tiver n estados, o menor AFD tem 2" estados. Mas em
muitos casos o AFD e o AFND tém essencialmente o mesmo ntimero de estados, embora o

AFD tenha muitas mais transigoes.

3.2.4 Aplicagao: procura de um conjunto de palavras num texto

Suponhamos que temos um conjunto de palavras-chave que pretendemos saber se ocorrem
num texto. Para tal podemos fazer um AFND que 1€ o texto e que entra num estado final se

uma das palavras for encontrada.

Exemplo 3.13. Seja ¥ o conjunto das letras (minidsculas) do alfabeto do Portugués. O

AFND seguinte reconhece a linguagem L = {rede,dedo}

A.Tomas, N.Moreira Modelos de Computagao DCC-FCUP



3.2. AUTOMATOS FINITOS NAO-DETERMINISTICOS (AFNDS) 41

OO
OO

onde , 3 indica que para qualquer letra existe uma tranicao do estado 1 para o estado 1.

Agora podemos converter este automato num AFD usando a construcao de subconjuntos.
ol r e d 0 Y\ {re,d, o}
- {1y {12y {1y {16 {1} {1}
{12y | {12} {1,3} {16} {1} {1}
{16} [{1,2} {17} {16} {1} {1}
{13y | {1,2} {1} {146} {1} {1}
{73 {12 {1} {168} {1} {1}
{1,4,6} | {1,2} {1,5,7} {1,6} {1} {1}
{1,6,8} | {1,2} {1,7} {1,6} {1,9} {1}
«{1,5,7} | {1,2} {1} {1,6,8} {1} {1}
1,90 | {1,2} {1} {16} {1} {1}

Mas para este tipo de AFND, que representam uma linguagem finita, podemos construir

sempre um que o AFD equivalente que tenha no méximo o mesmo nimero de estados:
1. Se sp é o estado inicial do AFND, entao {so} ¢ um dos estados do AFD

2. Seja s é um estado do AFND acessivel de sy por um caminho cujos simbolos sao
a1a3...0y,. O AFD contém um estado composto por: sg, s e todos os estados acessiveis

de sp por um caminho etiquetado com sufixos de ajas...ay,.

As transicoes podem ser obtidas pelo método da construgao de subconjuntos, ou simplesmente:

para cada estado do AFD S = {sg,t1,...,t}, determinar para cada simbolo a

1. se existem transicOes de t; etiquetadas por a, entao S tem uma transicdo por a para o

estado constituido por sg e todos os estados destino de transigoes de t; por a

2. caso contréario, S tem uma transicdo por a para o estado constituido por sy e todos os

estado destino de transigoes de sg por a.

Exercicio 3.5. a) Usando o método anterior, descreva a constru¢ao de AFND que reconhece

um conjunto genérico de palavras.
b) Construa um AFD equivalente ao dado no Exemplo 3.13.

¢) Escreva um AFND, e um AFD correspondente, para reconhecer ac,bc,dbc em ¥ = {a, b, c,d}.

<&
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3.3 Automatos finitos nao deterministicos com transigoes por
¢ (AFND-¢)

Vamos agora considerar autéomatos finitos que podem mudar de estado sem consumir qualquer
simbolo, isto é, sdo autématos finitos nao deterministicos que admitem transi¢oes por ¢ (i.e.,
a palavra vazia). Como no caso dos autématos nao deterministicos estes automatos aceitam
as mesmas linguagens que os autématos deterministicos, e tém interesse especialmente tedrico

e em permitir a construcao de auématos mais compactos.

Exemplo 3.14. Estes automatos tornam trivial a construcdo de um autémato que reconhece
a reunido de duas linguagens descritas por automatos finitos. Basta considerar um movo
estado inicial donde saem transicées € para os estados iniciais de cada wm dos outros dois
automatos.

O autémato seguinte aceita a linguagem {z € {a}* | |x| € divisivel por 3 ou 5}:

O conjunto de estados possivel apds consumir aa € {s1, S2,s3}, pelo que aa € aceite; depois
de consumir bb € {s1, S3, S5}, pelo que bb € aceite; depois de consumir abbab € {s1,s4}, pelo
que abbab ndo € aceite; depois de consumir abbaba € {s1,s2}, pelo que abbaba € aceite.

Verifique que a linguagem aceite pelo autémato €

{z € {a,b}* | = termina em a} U {bb,a}*
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Exemplo 3.16. Podemos também simplificar a constru¢do dos autdomatos que reconhecem

conjuntos finitos de palavras-chave. Para a linguagem do exemplo 3.13, podiamos ter o

autémato:
r e N\ d 7 e
OamOa=One0)
d M\ e A\ d /D o
OO

Construimos um autdmato para cada palavra (cada uma com o seu estado inicial) e depois
reunimos todos num sé com wm novo estado inicial e transicoes por € desse estado para cada

um dos iniciais das palavras.

Definicao 3.5. Um autdmato finito nao deterministico £ com transi¢coes por € € um quinteto
(S,%,9,s0,F), como para os AFNDs mas onde em que 6 € uma fungdo de S x (XU {e}) em
P(S)

Exemplo 3.17. Vamos construir um AFND-e que reconhece a linguagem das palavras que

representam niumeros decimais, i.e, palavras que:
e opcionamente, contém um sinal + ou —
e uma sequéncia de digitos 0 a 9
e um ponto decimal -
e oulra sequéncia de digitos
e ¢ pelo menos uma das sequéncia de digitos tem de ser mao vazia

Seja
&= ({307317 s ’35}7 {'7 =+, _707 17 s >9}757 S0, {85})

onde § € dado por:

el —,+ -10,1,...9
so || {s1} | {s1} 0 0
51 0 0| {s2} | {s1,84}
59 0 0 0 {s3}
s3 || {ss} o 0 {s3}
S4 0 0| {ss} 0
s5 0 0 0 0
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3.3.1 Fecho por transigoes ¢

Dado um AFDN-¢, E. = (S,X U {e}, 9, so, F'), para cada estado s € S, podemos definir o
conjunto de estados acessiveis do estado s por transi¢oes por e, que se denota por Fecho.(s).

Formalmente definimos Fecho.(s) recursivamente por

Base. s € Fecho.(s)

Inducgao. se p € Fecho:(s) er € 6(p,e) entdao r € Fecho.(s)

Exemplo 3.18. Para o automato do Exemplo 3.18 temos:

Fecho(so) = {so,s1}
Fechoc(s3) = {s3,85}
Fecho:(s) = {s}para os restantes estados s

3.3.2 Extensao da funcgao transicao a palavras

Dado E. = (S,XU{e}, d, so, F') estendemos 5 de modo a que g(s, w) seja o conjunto de estados
que sao acessiveis de s por caminhos cujas etiquetas concatenadas dao w, mas algumas podem

ser €. A defini¢io recursiva é:

Base. §(s,e) = Fecho.(s)

Indugao. Suponhamos que w = xa, com a € X,

~

e seja 0(s,x) = {p1,..., Pk}
® ¢ seja Uleé(p,-,a) ={ri,...,rm}

~

e entdo (s, w) = Uzﬁ:lF@hOa(rj)

Exemplo 3.19. Para o autéomato do Exemplo 3.18,
0,...,9 0,...,9

@e,+,— g; . @O,...,Q g c @

% "%
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~

calculemos (s, 3.7):

~

e O(so,e) = Fecho:(so) = {so,s1}

-~

e Para 6(s0,3)

— 0(s0,3)Ud(s1,3) = hu {51, 84}

— 0(s0,3) = Fechoc(s1) U Fechos(s4) = {51, 54}

~

e Para 0(so, 3.)

— 0(s1,) Ud(s4,-) = {s2} U {s3} = {s2,53}

— (80,3.) = Fecho(s2) U Fecho(s3) = {s2, 53, S5}

~

e Para 6(s0,3.7)

— (52, 7) Ud(s3,7) Ub(85,7) = {83}

— 0(s0,3.7) = Fecho.(s3) = {s3, s5}
A linguagem aceite por um AFND-¢ define-se entdao como para os AFNDs:

Defini¢ao 3.6. Dado um automato ndo deterministico com transi¢oes por €, E. = (S, X U
{€}, 9,80, F) a linguagem a aceite por E € definida por

L(E) ={z € ¥* | §(so,x) N F # 0}

-~

Para o Exemplo 3.18 como §(sp,3.7) = {s3,s5} e s5 € F entao 3.7 € L(E).

3.3.3 Eliminacao de transigoes ¢

Dado & = (SE, %, dE, so, Fr) um AFND-¢, podemos construimos um AFD A = (S4,3,04,54, Fa)

equivalente, por um método semelhante a da construcao de subconjuntos, tal que:

o 54 = Fecho.(so)

e S4 é o conjunto dos subconjuntos X de Sg, tal que X = Fecho.(X) (i.e X é fechado

por transicoes ) e X é acessivel de sy
e Fu={X|XeSseXNFg#0}

e 04(X,a) é calculado para a € ¥ e X € Sy por

L. Seja X = {p1,. ... i}
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2. Seja Uleé(pha) - {Tla e 7Tm}

3. entdo 64(X,a) = UJL, Fecho.(r;)

Exemplo 3.20. Vamos construir um ADF equivalente ao AFND-¢ do exemplo 3.18. Comecamos

por determinar o Fecho-¢ de cada estado de E:

Fechoc(so) = {s0,s1}
Fecho:(s3) = {s3,s5}
Fecho:(s) = {s} e para os restantes estados s

Pela construcdo anterior obtém-se:

o+ Jo1,...0

— {s0,s1} || {s1} {s2} | {s1,84}
{s1} 0 {s2} | {s1,84}

{s2} 0 0| {s3,s5}
{s1,54} 0| {s3,82,85} | {s1,84}
*{s3, $5} 0 0| {s3,s5}
*{52, 53, 85} 0 0] {ss,s5}

3.3.4 Equivaléncia entre AFD e AFND-¢

Proposicao 3.4. Uma linguagem L sobre um alfabeto ¥ € aceite por um AFND-¢ se e s se

L € aceite por algum AFD.
Lema 3.2. Para todo z € ¥*, SE(SO,Q:) = SA(SA,:E)
Prova. Por inducao em |z|.

Base. Se x = ¢, 0g({s0},¢) = Fecho-(so) e s4 = Fecho.(sg). Entdo 64 (sa,e) = 54 =
Fecho:(sg) = SE(SO, £)
Indugao. Suponha que z = ya, para algum a € X, e SE(so,y) = SA(SA,y), sejam
{p1,...,pr} Pela definigdo calculamos S\E(SQ, x) por
L U 0(pi,a) = {r1,...,7m}
2. SE(SQ,:E) = UL Fechog(r;)

mas isso é precisamente d4({p1,...,pr},a) que é SA(SA,ZE).

A.Tomas, N.Moreira Modelos de Computagao DCC-FCUP



3.3. AUTOMATOS FINITOS NAO DETERMINISTICOS COM
TRANSICOES POR ¢ (AFND-¢) 47

Prova. (Proposigao 3.4)
(<) Seja & = (Sg,X%,0p, s0, Fg) um AFND-¢ e seja A = (S4,%,04,54, Fa) um AFD
construido pelo método de subconjuntos modificado. Queremos que L(A) = L(E).
Para x € ¥*,

r € L(A) A(sa,7) € Fy

A(sa,2) N Fr #£0

g(so,2) N Frg #0

x e L(E)

ﬂﬂﬂﬂ

(=) Para tornar um AFD num AFND-¢ basta acrescentar §(s,e) = () e transformar as

transigoes do tipo d(s,a) = s’ em (s, a) = {s'}, para todos os estados do AFD. O

Exemplo 3.21. Para o autdémato do Exemplo 3.15
a,b

b
cujo estado inicial gy corresponde ao automato dado poder estar inicialmente, sem que tenha

consumido qualquer simbolo, em {sg, s1,53}.

0 ({s0,51,83},a) = {s1,82,83} = q1 8 ({s0,51,83},b) = {51,584} = @2
8 ({s1,82,53},a) = {s1, 52, 83} 8 ({s1, 82,83}, 0) = {s1,84}
0'({s1,s4},2) = {s1,82} = a3 '({s1,84},0) = {s1,83,85} = qu
&'({s1,s2},2) = {s1, 52} ' ({s1,52},0) = {s1} = g5

8 ({s1,83,85},a) = {s1, 52, 83} 8 ({s1, 83,85}, b) = {s1,84}
&'({s1} a) = {s1, 52} &'({s1},b) = {s1}
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o qual ndo é o AFD minimo (com menor nimero de estados e que ndo encrava). O AFD

minimo equivalente aos anteriores € o sequinte:

Mais adiante vamos estudar um resultado que nos permite verificar se um dado AFD € ou nao
¢ o AFD minimo que reconhece uma dada linguagem. Por enquanto, tente convencer-se,
neste caso, da necessidade de cada uma das transicoes efectuadas. Para isso note que se a
palavra dada ndao pertencer a {bb,a}* tem algum a imediatamente apds um bloco mazimal de

b’s em numero impar e nesse caso terd que terminar em a.

Exercicio 3.6. Considera o autémato finito com transi¢oes por e, ({so, $1, s2},{a,b,c},d, so,{s2})

com a sequinte funcdo de transicdo 6:

€ a b c

so || {s1,s2} | 0 {s1} | {s2}
si |0 {s0} | {s2} | {s0,51}
so || 0 0 0 0

a) Apresente o diagrama que descreve o autémato.

b) Calcule o fecho-e de cada estado.

¢) Determine todas as palavras com comprimento < 3 aceites pelo autémato.
d) Determine um autémato finito deterministico completo equivalente.

<
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Capitulo 4

Expressoes Regulares e Autématos

Finitos

4.1 Expressoes Regulares

Embora os autématos finitos permitam caracterizar de um modo finito uma dada linguagem,
muitas vezes é mais conveniente ter uma que descricao declarativa dos padroes das palavras
que constituem uma dada linguagem. No caso das linguagens aceites por autéomatos fini-
tos vamos ver que elas podem ser descritas por expressoes regulares. Variantes destas

expressoes sao usadas em varias aplicacdes computacionais como

e expansao de nomes de ficheiros em UNIX: 1s *.c
e em procura de palavras em comandos como o grep ou navegadores WWW

e analisadores lexicais (1ex) de compiladores ou processadores de linguagens naturais: ex.

numeros decimais, identificadores, palavras chave, etc.

Exemplo 4.1. A linguagem
Ly = {xe€{0,1}" |z tem 2 ou 3 ocorréncias de 1, nio sendo as duas primeiras
consecutivas }

pode ser descrita por:

Ly = {0} {10} {0H{1H{0}"({1}{0} " U {e})

ou simplificando, podemos representar a linguagem L1 pela expressao

0*10*010* (10* + €)
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Exemplo 4.2. A linguagem
Ly = {xe{0,1}* |z contém 000}

pode ser descrita por:
Ly = {0,1}*{000}{0,1}*

ou simplificando, podemos associar a Lo a expressao:
(0 + 1)*000(0 + 1)*
Qualquer expressao regular r representa uma linguagem que se designa por L(r).

Definigao 4.1. O conjunto das expressoes regulares sobre um alfabeto X e o conjunto

das linguagens por elas descritas sdo definidos indutivamente por:
1. € é uma expressao reqular sobre ¥, e descreve a linguagem {e}; i.e L(e) = {e}
2. () € uma expressao reqular sobre 3, e descreve a linguagem 0; i.e L(0) = ()

3. Se a € ¥ entdo a é uma expressao reqular sobre X, e descreve a linguagem {a}; i.e
L(a) = {a}

4. Se r e s sao expressoes requlares sobre ¥ que descrevem as linguagens L(r) s),
s),
L(r)L(s) e L(r)* respectivamente;i.e L((r + s)) = L(r) U L(s), L((rs)) = L(r)L(s) e

L(()) = L(r)".

e L
entio (r + s), (rs) e (r*) sao expressoes requlares sobre ¥, e descrevem L(r) U L

5. As expressies requlares sobre X e as linguagens por elas descritas sdo todas e apenas as

obtidas por 1-4.
Uma linguagem diz-se linguagem regular se e s6 se é descrita por uma expressao regular.

Exemplo 4.3. Seja ¥ = {0, 1}.

expressao regular linguagem descrita

0+1) {o,1}

0*) {£,0,00,000,0000,00000, ...}

0%)(11)) {11,011,0011,00011,000011,0000011, ...}

01)*) {¢,01,0101,010101,01010101,0101010101, ...}

0+1)%) {£,0,1,00,01,10,11,000,001,010,011,100,101,110,111,...}
19)(0((0+1)*))) {0,10,01,00,000,100,010,001,110,101,011,...}

= {z |z tem algum 0}
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Pela definicao de expressao regular, facilmente se conclui que o conjunto das linguagens re-
gulares sobre um alfabeto X contém (), {¢}, {a} para a € ¥ e é fechado para a concatenagao,
reuniao e fecho de Kleene. No entanto, iremos ver que nem toadas as linguagens sao regulares.
Por exemplo, a linguagem {0"1" | n > 1} néo o é.

Usando uma convencao idéntica a aplicada a expressoes aritméticas envolvendo soma, produto
e potenciacao, podemos abreviar as expressoes retirando paréntesis “desnecessarios”, como
ilustrado na Figura 4.1. As regras de precedéncia para as operacoes + (unido), concatenagao
e * (fecho de Kleene) correspondem as usadas nas expressoes aritméticas para a adicdo, a
multiplicacao e a potenciacdo, respectivamente. Isto é, a precedéncia é fecho de Kleene >
concatenacao > unido. A vantagem da introducao desta simplificacao é claramente ilustrada

pelos exemplos dados na Figura 4.1.

r+5) r+s
r+s)+1t) r4+s+t
r(st)) rst
r(s+1)) r(s+1)
(rs) + (rt)) rs+rt
0*) 0"

0+1) 0+1

(0%)(11)) 0*11

((0%)(11)) + ((10)1)) 0*11 + 101

(01)%) (01)

(17)(0((0 +1)*))) 10(0 +1)*
((0+1)")((00)((0+1)%))) (0+1)*00(0 +1)*
(((0+1)%)((00)0)) + (((01)*)(01)))

(T*)*

) ()"

(0 + 1)*000 + (01)*01

Figura 4.1: Expressao regular e abreviatura respectiva

Exemplo 4.4. Mais alguns exemplos de linguagens de alfabeto ¥ = {0,1} e de expressoes

requlares que as descrevem.
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linguagem expressao regular
{0,00,000} 0 4 00 4 000
{000,00000}* (000 -+ 00000)*
{03+ | n e N} 0(000)*

{w € ¥* | w ndo tem 1’s e tem nimero par de 0’s} (00)*

{w € ¥* | w tem pelo menos um 1 depois de cada 0} (01 +1)*

Exemplo 4.5. Para cada uma das linguagens sequintes vamos determinar uma expressao

reqular que a representa.

o Seja A= {x € {0,1}* | z tem pelo menos um 11 entre cada par de 0’s}

Numa palavra de A, se ocorrer um 0 tem de ocorrer 11 a sequir. Temos entdo a expressdo
reqular
(1+011)*

Mas, excepto para o 0 mais a direita. Entdo, temos que

A=L((14011)"(e +0+01))

o Seja B ={x € {a,b}* | x que tem um nmimero par de a’s}

Se uma palavra de B tiver uwm a tem necessariamente outro. Temos entao que:

*
B = L((ab*a+ b))
Note que se uma palavra tiver nimero par de a’s, e esse miumero ndao for zero, entdo a

palavra pode ser vista como uma sequéncia de b’s e de palavras em L(ab*a).

Por exemplo, para babbbbbabbbbbbbbbaaaa tem-se a sequinte decomposicao

b abbbbba bbbbbbbbb aa aa
~N —— —-— ~—~ ~—~

S S S S S
L(v*) L(ab*a) L(b*) L(ab*a) L(ab*a)

o Seja C ={x €{0,1}"| x ndo tem a subpalavra 111}

Numa palavra de C, se houwver um 1 ou um 11 tem de haver pelo menos um 0. Isto €,

C = L((0* 4 0%(1 + 11)(0T (1 4 11))*0%))
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e Seja D ={x € {0,1}* | = ndo tem a subpalavra 00}

Numa palavra de D, a direita de um O tem de haver um 1. Temos entdo a expressdo

(01 +1)*. Mas a palavra pode terminar em 0. Fica, entdo,

D = L((01 +1)*(0 +¢))

e Seja R, linguagem dos nimeros decimais racionais em ¥ = {0,1,2,3,4,5,6,7,8,9, —,.}

Para os digitos temos a expressdao regqular: digito = (0+14+24+3+44+5+64+7+8+9).
E,
R = L((e + —)digito™ (.digito™ + ¢))

Exercicio 4.1. Melhorar a expressao obtida no exemplo anterior para a linguagem R, para
que nao existam 0’s a esquerda ndo significativos. ©
4.1.1 Equivaléncia de expressoes regulares

Seja Ry o conjunto das expressoes regulares sobre X e seja = a relacao bindria em Ry assim
definida:

r=s sse as linguagens descritas por r e s sao iguais,i.eL(r) = L(s)

quaisquer que sejam r,s € Ry.
Pode verificar-se que = é uma relagao de equivaléncia (reflexiva, simétrica e transitiva. Diz-se
que duas expressoes regulares sao equivalentes se e s se as linguagens por elas descritas sao

iguais.
Exercicio 4.2. Mostrar que a relagdo = € de equivaléncia. ¢

Proposigao 4.1. Quaisquer que sejam as expressoes requlares v, s e t de alfabeto X tem-se:

A.Tomas, N.Moreira Modelos de Computagao DCC-FCUP



4.1. EXPRESSOES REGULARES 54

r+s = s+r (comutatividade +)
(r+s)+t = r+(s+t) (associatividade +)
r(st) = (rs)t (associatividade -)
r(s+t) = (rs)+ (rt) (distributividade + -)
(r+s)t = rt+st

r+0 = r

r+r = r

er = r = re (elemento neutro -)
Or = 0 = 710 (elemento absorvente -)
0" = & = ¢ (propriedades do fecho)
(e+r)* = r*

e+rr* = e+r'r = 7

(r*)* = r*

(rrs*)* = (r+s9)*

r(sr)* = (rs)*r

(rrs)y*r* = (r+s)*

Prova. Segue imediatamente como corolario da Proposi¢do 2.1 usando a definigdo de ex-

pressao regular (e linguagem por ela descrita). O
Exemplo 4.6. Analise ainda a expressdo regular
1* + 1*0(110)*1*

a qual € equivalente a expressao

1*(e + 0(110)*1*)

e define a linguagem das palavras que tém exactamente dois 1’s entre cada duas ocorréncias
consecutivas de 0’s. Note que se x € uma palavra tal que entre cada duas ocorréncias conse-

cutivas de 0’s hd exactamente dois 1’s, entao se x for da forma
$10$2

sendo o0 0 indicado o 0 mais a esquerda, podemos dizer que x1 € L(1*) e que ou nao hd 0’s em
xg (isto é, ko € L(1%)) ou x9 = 110x3, com x3 pertencente exactamente a mesma linguagem

que xo. Assim conclui-se que xo € L((110)*1*).

Exemplo 4.7. Considere ainda mais alguns exemplos.
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e A linguagem das palavras em {a,b}* que tém aa como prefixo e bbb como sufixo é
{aa}{a,b}"{bbb},
sendo descrita, por exemplo, pela expressao reqular aa(a + b)*bbb.

e A linguagem {ab™a | n € N,n > 3} de alfabeto {a,b} é descrita pela expressio reqular

abbbb*a.
o A linguagem {0b3"0%™ | n,m € N} de alfabeto {0,b} ¢ descrita pela expressio reqular
0(bbb)*(00)*
Mais adiante, vamos ver que {0b30?" | n € N} ndo é uma linguagem regular, ou

seja, ndo exriste uma expressao reqular que a descreve. Note que meste caso, o nimero

de 0’s na palavra excede numa unidade dois tercos do niumero de b’s.

e A linguagem das palavras em {a,b}* que tém ndmero par de a’s ou {mpar de b’s é

reqular, pois € descrita, por exemplo, pela expressao

(ab*a +b)* + (ba*b + a)*ba*

e A linguagem das palavras de alfabeto {0, 1} que tém 00 como subpalavra é
{0,1}*{00}{o0, 1}"
a qual € descrita pela expressdo reqular

(04 1)*00(0 + 1)*

Uma expressao reqular equivalente (ou seja, que descreve exactamente a mesma lingua-
gem) € por exemplo,

(01 +1)*00(0 + 1)*

Note que, a expressdo reqular
(01 + 1)*

descreve as palavras em {0,1}* que se tiverem 0’s, entao imediatamente a direita de
cada 0 tém um 1. Assim, ao definirmos (01 + 1)*00(0 4+ 1)* como sendo o padrao
das palavras que tém 0’s consecutivos, o par de 0’s que “destacadmos” € o par de 0’s

consecutivos mais 4 esquerda na palavra.

e A linguagem das palavras em {0,1}* que nao tém 0’s consecutivos € descrita pela ex-

pressdao regqular (01 + 1)*(0 + ¢).

A.Tomas, N.Moreira Modelos de Computagao DCC-FCUP



4.1. EXPRESSOES REGULARES 56

4.1.2 Expressoes regulares e padroes

Em vérias aplicacoes e linguagens de programacao, usam-se variantes das expressoes regu-
lares, denominados também por padrdes, para descrever e reconhecer conjuntos de palavras

(strings) que correspondem a linguagens regulares:

e em linguagens de programacao que manipulam strings: bash, tcl, perl, python, etc
e reconhecedores de padrées em ficheiros, como o grep: grep ’ex*’ teste.txt

e analisadores lexicais, como lex, que permitem seccionar um texto em elementos identi-
ficados (tokens): p.e num programa em C, identificar o que sao palavras reservadas (if,

while,struct,. . . ), varidveis, constantes, operadores, etc. Sao usados pelos compiladores.

e editores de texto, como o emacs, na procura de palavras.

Um padrdo é uma sequéncia de simbolos duma dada forma que representa uma linguagem
num dado alfabeto. O conjunto de palavras que sdo reconhecidas por um dado padrao «

denota-se por L(«).

4.1.2.1 Padroes para expansao de nomes de ficheiros (UNIX /bash)

O alfabeto é o conjunto de caracteres do cédigo ASCII (ou UNICODE). Os padrdes normal-

mente usados sao os da tabela seguinte.

Padrao | Reconhece Exemplo
a o caracter a 1s -1 ola
? qualquer caracter do alfabeto 1s -1 ex?.c
* 7ero ou mais caracteres 1s -1 *.c
[...] qualquer caracter da lista 1s -1 exx*.[ch]

[c-d] qualquer caracter entre dois caracteres separa- | 1s -1 ex[1-9].c

dos por -
[*...] | caracteres que nao pertencem a lista 1s -1 ex["12].c
{...} | conjuntos alternativos 1s -1 *.{gif,jpg}

Exercicio 4.3. Verificar que sao regulares as linguagens descritas por cada um dos padroes

acima. Nota a diferenca do uso do simbolo *. E o que significa 2. ©
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4.1.2.2 Regexp (usadas no grep, em tcl, perl, ...)

Padrao atéomico | Reconhece Exemplo
a o caracter a a
\a o caracter especial a \n

qualquer caracter
[...] qualquer caracter da lista [abc]

qualquer caracter entre dois caracteres separa- | [a-z]

dos por -
[~...] caracteres que nao pertencem a lista [~0-9]
- o inicio da palavra “a
$ o fim da palavra a$
Padrao composto | Reconhece
regex|regex qualquer dos padroes [0-9] | [+-]
regexrregex concatenacao de padroes [0-9] [a-z]
regex™ ZE€ro ou mais regex [0—9]*
regex™ um ou mais regexr [0—9]t
regex? Z€ro ou um regex [0-9]17
(regex) regex (permite agrupamentos) (alo)

4.2 Equivaléncia entre Autématos Finitos e Expressoes Regu-

lares

Vamos ver que as linguagens aceites por autématos finitos sdo as descritas por expressoes

regulares, i.e.,:

e Qualquer linguagem descrita por uma expressao regular é aceite por um autémato finito

e Qualquer linguagem aceite por um autémato finito é descrita por uma expressao regular

4.2.1 De Expressoes Regulares para Autématos Finitos

Proposigao 4.2. Qualquer que seja a expressdo reqular r, existe um autémato finito que

reconhece L(r).

Prova. (Método de Thompson)

Mostra-se por inducdao no nimero de operadores que ocorrem numa expressao regular
r, que existe um AFND-¢ N tal que L(N) = L(r) e:
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e N tem s6 um estado final
e Nenhuma transicdo para o estado inicial
e Nenhuma transicdo do estado final
Base. Se r tem 0 operadores, entao ou:
1.7é60eL(0) =0
2. réeeL(e) ={e}
3. r=aparaalguma € ¥, ¢ L(a) = {a}.

Os automatos seguintes verificam as condi¢oes impostas:

r=>0 r=ce¢ r=a

— — L0 — L0
Indugao. Suponhamos que a proposicao é verdadeira para expressoes regulares com n

ou menos operadores (n > 1). Se r tem n + 1 operadores entao:
Caso r = (r; + 12). Temos que L(ry +1r9) = L(r1) U L(r2) e supondo que L(r;) =
L(A) ,i=1,2e A; = (S;,%,0i,1i,{fi}) e, temos L(Ay) = L(r1)U L(r2) onde
Ay = (S1USU{i, f},3,0,i, f) e
§ =061 Ud U{(i,e,i1), (i, €,42), (f1,6, f), (f2.€, )}

e o autémato Ay verifica as condi¢bes impostas.
Caso r = (rire). . Temos que L(r172) = L(r1)L(r2) e supondo que L(r1) = L(A;)
e L(rq9) = L(A3), temos L(A.) = L(r1)L(r2)

A = (Sl U 527 2751 Uda U {(i,€,i1), (f1757i2)}7i17 {f2})

—@) 4 =@ 4 @
Caso r = r*. Temos que L(r1*) = L(r1)”* e supondo que L(r;) = L(A;) temos
L(r*) = L(A,) onde
A* = (Sl U {Z7 f}7 2751 U {(iagail)a (fl,E,il), (f1757 f)? (i757 f)}717 {f})
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e a construgao que verifica as condigoes impostas.
Os exemplos seguintes (4.8 e 4.9) sugerem algumas das vantagens de se estudar as demons-
tragoes das proposicoes dadas no curso! Mais ainda, quando essas provas descrevem algoritmos
(ou métodos) para resolver problemas...Convém no entanto notar que nem sempre é mais

facil nem menos trabalhoso seguir o método sugerido na prova.

Exemplo 4.8. Usando o método descrito, construir um AFND-e para a expressdo reqular
01* + 1.

Os autématos para 1 e 0, sdo trivais:

— )8 —C—®)
¢\

N~ 7

€

e a concatenacao 01* resulta em:

£

YN

1

g
SRS

N
_1>\

4

—_—

€
e a reuniago 01* + 1 vem:

€

1

®
/
-

N~ 7

)

(83)
\Z
()
(sg)
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Exercicio 4.4. Por eliminagao de transicdes-g, obter um AFD equivalente. ©

Resolugao 4.4

Comegamos por determintar o fecho por transicoes por ¢, de cada estado do AFND:

Fecho:(sg) = {so,s1,83}
Fecho:(s2) = {s2,59}
Fecho.(s4) = {s4,S5,56,S8,89}
Fecho.(s5) = {ss,S6,S8,59}
Fecho:(s7) = {s7,56,58,59}
Fecho:(ss) = {ssg,s9}

e para os restantes temos Fecho.(s) = {s}.

O autémato deterministico equivalente é definido pela tabela seguinte:

op 1 0

- {80781783} {82789} {34735736738739}
*{82739} @ @
*{34735736738739} {37736738;39} 0
*{37736738739} {37736738;39} 0

Exemplo 4.9. Seja L = L( (01)*1*(00)* ). Esta linguagem pode ser vista como LiLsy
com Ly = L( (01)* ) e Ly = L( 1*(00)* ). O AFND-¢ construido sequndo a prova da
Proposicao 4.2 para L €
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Claramente, este autdmato € equivalente (no sentido de ambos reconhecerem a mesma lin-
guagem) ao representado pelo diagrama de transicio sequinte, o qual € ligeiramente mais

simples.

IS)
£
1
6o
L.
S

€

@

Sequindo a ideia da prova da Proposicdo 3.4, vamos determinar um autdmato finito deter-

ministico equivalente a este ultimo.
O estado inicial desse AFD vai corresponder ao Fecho(s3) (ou seja, ao conjunto dos estados
acessiveis do estado inicial do AFND-¢), sendo {ss, so, Se, S5, S11, S8, S12}- As transicoes sdo

as que constam da tabela segquinte, a coluna mais a esquerda indicando o estado o autémato

estd.
0 1
{50, 53, 55, 56, 58, 511, 512} | {51, 52, 59, 510} {s5,56, 58,511, 512}
{51, 52, 89,510} {58, 511,512} | {50, 83, 55, S6, S8, 511, S12}
{55, 56, 58, 511, 512} {59,810} {55, 56, 58, 511, 12}

{s8, 511,512} {59,510} {}
{59,510} {58, 511,512} {}

{} {} {}

Denotando os estados {so, 53, 55, 56, 58, 511, 512}, {51, 52, 89, 510}, {55, 56, S8, 511, S12}, {58, 511, S12},

{s9, 810}, € {}, por qo, q1, G2, q3, q4 e g5, respectivamente, o AFD que obtivemos € o repre-

Py

Por sorte|, o autdmato que obtivemos € o autdmato deterministico minimo (isto €, com o

menor nimero de estados e que nao encrava) que aceita L£( (01)*1*(00)* ).

sentado abaizo.
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Exercicio 4.4.1. Tente justificar que o AFD obtido no exemplo anterior é o AFD minimo,

analisando o que cada estado desse autémato estd a memorizar sobre palavra que é lida.

Exercicio 4.5. Constroi um autdmato finito ndo-deterministico que reconheca cada uma das

linguagens definidas pelas sequintes expressoes requlares:
a) (ab+ a)*

b) (aa)*bbb(bbb)*

¢) (114 0)*(00 + 1)*

<&

4.2.2 De Autématos Finitos para Expressoes Regulares

Proposigao 4.3. Qualquer que seja a linguagem L aceite por um autdmato finito N, existe

uma expressao reqular r tal que L(r) = L.

Exemplo 4.10. Considere o sequinte diagrama:
UG
a

e b* descreve a linguagem determinada por caminhos de s1 para s1 (i.e., 0(s1,b*) = s1)

E facil verificar que:

e ¢* descreve a linguagem determinada por caminhos de ss para So
e () descreve a linguagem determinada por caminhos de sy para s1 (porqué?)
e b*ac* descreve a linguagem determinada por caminhos de s1 para So

Exemplo 4.11. Serd ainda possivel descrever por uma expressao reqular cada uma das lin-

guagens das palavras que levam o autémato do estado s1 a cada um dos restantes estados?
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Prova. (Proposicao 4.3, Método 1)

Seja L a linguagem aceite pelo autémato A = ({s1,...,s,}, 2,9, s1, F') e considere-se o

seu diagrama de transigao.
A prova que vamos fazer é vélida quer A seja um AFD, um AFND, ou um AFND-¢.

Notar que estamos a supor que os estados sao numerados de 1 a |S|, sendo 1 o nimero
que se atribui ao estado inicial. A expressao regular que descreve a linguagem de-
terminada por caminhos generalizados do estado s; para o estado s; pode ser obtida
éncia d d inte. Seja rF a 1 d b-
por recorréncia do modo seguinte. Seja r;; a expressao regular que descreve a su
linguagem determinada pelos caminhos de s; para s; que passam quando muito por
estados intermédios etiquetados com numeros nao superiores a k. Iremos associar a
cada recorréncia um diagrama que tenta ilustrar os caminhos, mas que nao representa

um autémato finito. Temos, assim,

€ sse nao existem lacetes em s; e+a1+:Ytap

PO = os lacetes em s; estao eti-
et+ay+---+ap sse
quetados com ayq,...,ap

nao existe arco ¢ om ori-

gem em s; e fim em s;

T?j _ ai,...,ap etiquetam os ar- ‘ art-tap .

ap+---+ap, sse coscomorigemem s; efim

em s;
Define-se rfj para k > 1 por recorréncia:

ko k=1 k—1/ k—1\k, k—1
rg =Ty i e )T
Esta definicao traduz o facto dos caminhos generalizados de s; para s; passando quando

muito por estados numerados até k serem:

e caminhos de s; para s; passando quando muito por estados numerados até k — 1.
) —

e obtidos por concatenacdao dum qualquer caminho de s; para s; que nao tenha s
como estado intermédio, com um ou nenhum ciclo s, para sp (sem passar por
estados de nimero superior ou igual a si), e com um caminho qualquer de s para

$j que nao passe por Sj.
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k—1
5 (3<> 5
@ Fh—1 k) k—1 @

ik Tkj

. . o~ ~ k , ~
Pode concluir-se, por definicdo de expressoes regulares, que r;; € sempre uma expressao
regular, qualquer que seja k € N. Para n = |S|, a expressao regular ri; descreve a
linguagem determinada pelos caminhos generalizados de ¢ para j (que podem passar

por qualquer estado do autémato). A expressao regular da linguagem que o autémato

> Ty

fe{ntimeros dos estados finais}

reconhece é

O

Exemplo 4.12. Para o mesmo diagrama de transicio do Exemplo 4.10, vamos agora deter-
minar as expressoes requlares das linguagens que levam o automato do estado s; ao estado

sj, com i,j € {1,2} sequindo a prova da Proposi¢io 4.5.

) =¢e+b T, =€+c iy =a 7Y =10

*

* 1
i1 =711 +712(rag) Top =711 =0
* *
12 —7‘12“‘7'127'2 rzzb*a+b*a(6—|—c) (€+C):b*(lc*
1 * _ * 2 _
Ty =T +T(T32) Tag = C ry =0

L(A) = L(r3,)) = L(b*ac*)

Nao é dificil concluir que este pode ser um processo (muito) lento para determinar uma
expressao regular que descreva a linguagem que um dado autémato reconhece, principalmente

se o autémato for bastante simples. Temos, que, as desvantagens deste método sao:
e determinar O(n?) expressoes

e expressoes regulares muito grandes O(4™)
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4.2.2.1 Obtencgao de expressoes regulares por eliminagao de estados

Se o objectivo for a determinacao duma expressao regular que defina a linguagem que um dado
autémato finito reconhece, é mais simples usar o método da “eliminacao de estados”.
A ideia é eliminar sucessivamente cada um dos estados do autémato, etiquetando, com ex-
pressoes regulares, as transigoes sucessivamente introduzidas para substituicao das que envol-
vem cada estado eliminado.

Para melhor compreensao do método, comecamos por analisar o exemplo seguinte. Notar que

os diagramas apresentados nao representam autématos finitos.

Exemplo 4.13. Determinar uma expressao reqular que descreva a linguagem das palavras que

levam o automato do estado s3 ao estado sg, considerando o sequinte diagrama de transicao.

a% b a b ’ b
— () o) ()
b a a

Para eliminar sy, deve-se substituir o caminho s3sis3 por um lacete em sg etiquetado por

bb, e 0 caminho s38485 por um arco de s3 para S5 etiquetado por ba. Obtem-se o diagrama

a a b b
ba - c .
i %é_ ‘
bb a

o qual podemos ainda representar do modo sequinte:

a + bb ba a b b
a

Se procedermos a eliminacao de s5 obtemos

a + bb baa*b b
S6

aa*b

sequinte,

ou equivalentemente

*
a+bb% baa*b §b+aab
3 S6

concluindo-se que a expressao reqular

(a + bb)*baa*b(b + aa*b)*

descreve a linguagem das palavras que levam o automato dado do estado s3 ao estado sg.
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Método de eliminacao de estados:

1. Comecar por verificar se o autémato dado tem estados que nao sejam acessiveis do
estado inicial. Se tiver, retird-los bem como as transi¢bes que tenham origem ou fim

nesses estados.

2. Caso existam transicoes para o estado inicial, pode-se criar um novo estado inicial e
uma transicao por € do novo estado inicial para o antigo. Este passo nao é obrigatorio

mas simplifica a obtencao da expressao regular.

3. Proceder de modo andlogo a (1) para eliminar todos os estados que ndo permitam chegar

a algum dos estados finais.

4. Se depois de ter efectuado (1) e (3) j4 ndo existirem estados finais, entao dar como

resultado a expressao (.

5. Se depois de ter efectuado (1) e (3) ainda existir algum estado final, entao introduzir um
novo estado que passa a ser o unico estado final, e introduzir transicoes por € de cada
estado, que era final no autémato dado, para o novo estado final. Marcar os estados

que no autémato dado eram finais como nao finais.

6. Eliminar sucessivamente cada um dos estados do autémato obtido em (5) com excepgao

do estado inicial e do estado final.

Nao pretendendo ser formais nesta exposicao, vamos dar uma ideia através de esquemas
das transformacoes a efectuar para eliminar um estado p. Quando analisar as figuras,
considere que s e ¢ podem ser o mesmo estado (pelo que nessa situagao, deviam ter sido

representados por um unico vértice).
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R R11+S51P*T;
Caso Geral: @ 1 Q @
S1P*Ty
\ / S1P*T,
0 () ()
\ SnP*Ty
S, P*Ty
: .@ : : S7LP T’UL .@

Sejam s;, para i = 1,...n os predecessores do estado p e ¢;, para j = 1,...m os sucessores de

p. Seja S; a expressao regular que etiqueta o arco do estado s; para p, Tj a expressao regular
que etiqueta o arco de p para g;, R;; a expressao regular que etiqueta o arco de s; para g; e
P a expressao regular que etiqueta o arco de p para p.

Para eliminar o estado p, substituir R;; por R;; + S;P*T;, parai =1,...,n,j=1,...,me
eliminar todas as transicoes de e para p.

Notar que muitas das expressoes regulares poderao ser ().
e Se P=0, P*=ce S;P*T; = SiTj.
e Se S; ou Tj for 0, S;P*T; = 0.
e Se R;j =0 e S;P*T; # (), acrescentar um arco de s; para g; e etiquetd-lo com S;P*T;

Depois de aplicar o método, resulta um autémato da forma

SO oY

podendo algumas das expressoes regulares serem ().

A expressao regular é obtida considerando as expressoes regulares:

e para as palavras que levam do estado inicial ao final, a primeira vez: S*U
e para as palavras que levam do estado final ao estado final: (7' + V S*U)*
Donde resulta, por exemplo, a expressao, S*U(T + VS*U)*
Se o estado inicial é o estado final a expressao regular é S*. Se nao houverem transicoes para

o estado inicial e transigoes dos estados finais, entdo a expressao regular é apenas U. Isto

acontece se se aplicarem sempre os passos (2) e (5).

Exemplo 4.14. Considere o automato A cujo diagrama de transi¢do € o sequinte:
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0,1
Cr

&/

0,1

®

A linguagem aceite por A é

L={xe{0,1}* |z tem um 1 na peniltima ou na antepemiltima posicao}

Para aplicar o método da eliminacdo de estados, vamos acrescentar o estado final e substituir

as etiquetas por expressoes requlares.

0“0 0+1 0+1
®o——f——O— D

&

0+1
e O 1 041 041
® ® ® © @

Eliminando B vem, notando que 10*(0 4+ 1) = 1(0 + 1),
0+1 1(0+1
® ® (0+1) © 0+1 )
X /
Eliminando C vem,
O+1V  1(041)(0+1
@ e @ (0+1)(0+1) )
€
1(0+1)
Eliminando D vem,
0+1 1(0+1)(04+1)+1(0+1
® ® (0+1)(0+1)+1(0+1) ®
Eliminando A vem,
0+1)*1(0+1)(0+1)+1(0+1
® €(0+1)*1(0+1)(0+1)+1(0+1) ®
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e finalmente, notando que er = r para qualquer expressdo reqular r, uma expressdo regular

que descreve L €

O+ D*(1O0+1)(0+1)+1(0+1))

Exemplo 4.15. Pretende-se determinar, pelo método de eliminacao de estados, uma ex-

pressao regular que descreva a linguagem reconhecida pelo automato sequinte.
7 1 1. 0
A\ -~
1
0,1

N

De acordo com (3), eliminamos s4:

1

S1

®
()

1
—
1

©®
©

Transformamos o automato, sequndo (5):

()
N

®

Eliminamos agora eliminamos s;:

oo 0
N
/

6w

Em sequida, eliminamos s3:
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E finalmente, eliminamos ss:

11(11)* (0+¢)

O O

Concluimos que a expressio € + 11(11)*(0 + €) descreve a linguagem que o autdmato dado

reconhece, a qual € equivalente a € + 11(11)* +11(11)*0, ou simplesmente, (11)* 4+ 11(11)*0.

Sumario Podemos sumariar a caracterizacao das linguagens regulares:

Dada uma linguagem L C X*, é equivalente dizer
o “L é regular”, ou dizer
e “L ¢é aceite por um autéomato finito deterministico”, ou dizer
e “L é aceite por um autémato finito ndo deterministico”, ou ainda

e “L é aceite por um autémato finito ndo deterministico com transigdes-£”.

4.3 Propriedades das linguagens regulares

Nesta seccao vamos estudar algumas propriedades das linguagens regulares.
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Capitulo 5

Propriedades das Linguagens

Regulares

Considerando um alfabeto, ja vimos que podemos caracterizar a classe das linguagens regula-
res sobre esse alfabeto como o conjunto das linguagens que podem ser descritas por expressoes
regulares ou, equivalentemente, aceites (reconhecidas) por algum autémato finito.

Vamos estudar, neste capitulo, outros resultados fundamentais sobre esta classe de linguagens,

nomeadamente:

e A classe das linguagens regulares é fechada para operacbes sobre linguagens como a
uniao finita, a complementacdo, a intersecgdo, a concatenacao (finita) e o fecho de

Kleene.

e Existem linguagens que nao sao regulares e podemos demonstrar que uma linguagem
nao é regular mostrando que nao obedece a uma condigao de repeti¢cdo que as linguagens

regulares estao sujeitas.

e E possivel decidir se dois autématos sao equivalentes, isto é, se reconhecem a mesma
linguagem. Em particular, dado qualquer autémato finito, podemos obter um autémato
finito deterministico equivalente com o menor nimero de estados. Esta propriedade, é

uma das mais importantes das linguagens regulares.

e Existem algoritmos (alguns eficientes) para responder a alguns problemas de decisao
sobre linguagens regulares. Problemas como: determinar se uma palavra pertence a
uma dada linguagem regular; determinar se uma linguagem regular é vazia ou X7
determinar se duas linguagens regulares se intersectam, se sao equivalentes, se uma estd

contida na outra, etc.
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5.1 Propriedades de fecho

Diz-se que um conjunto é fechado para uma operagao bindria © se e s6 se quaisquer que
sejam os elementos x e y desse conjunto, x © y ainda é um elemento do conjunto. Se a
operacao © é unaria, entao o conjunto é fechado para a operacao se e s6 se para todo x no

conjunto, © z ainda é um elemento do conjunto.

Exemplo 5.1. O conjunto dos nimeros reais ndo negativos, € fechado para a soma mas nao

€ fechado para a subtraccdo, pois

VmGRgVyGRSr z+y€Rg
e como, por exemplo, 3 — 5 ¢ Ry, sabemos que

JreRIWERS 2—y¢Ry
ou seja que nao € verdade que

VmGR(J{VyGR(J{ r—y€eRy
Dizer que

A classe de linguagens regulares é fechada para a uniao finita, a complementagao,

a intersecgao, a concatenacao (finita) e o fecho de Kleene (entre outras operagoes).
é dizer que

A uniao finita de linguagens regulares é regular, a linguagem complementar duma

linguagem regular é regular, o fecho de Kleene duma linguagem regular é regular,

Proposigao 5.1. A classe das linguagens requlares € fechada para
e concatenacgao finita
e fecho de Kleene
e o reuniao finita
e a complementacao
e ¢ interseccao finita

® ¢ tnVersao
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Prova. Dado que uma linguagem regular é descrita por uma expressao regular entao é facil
concluir que as linguagens regulares sdo fechadas para a concatenacao (finita), o fecho

de Kleene e a uniao finita.

Concatenacao Se L e M sao duas linguagens regulares entao existem expressoes re-
gulares r e s tal que L = L(r) e M = L(s). Entao pela definigdo do operador -,
L(rs) = LM, isto é, rs é a expressao regular que descreve a concatenacao de L e
M.

Fecho de Kleene Se L é uma linguagem regular entao existe uma expressao regular

*

r tal que L = L(r). Entao pela pela definicao do operador x, L(r*) = L(r)", isto

é, r* é a expressao regular que descreve o fecho de Kleene de L.

Reunido ou seja, |Ji | L; € reqular, quaisquer que sejam n > 2 e as linguagens regu-

lares L; C X%, com 2 < i < n.

Base. Se L1 e Ly sao regulares, sejam 71 e ro expressoes regulares que as descre-
vem. Entao, 71 + r9 descreve Lj U Lo, isto é L(r; + r2) = L1 U Lg, pelo que
L1 U Ly é regular.

Indug¢ao. Dadon > 2, suponhamos, como hipétese de indugao, que quaisquer que
sejam L1,..., L, linguagens regulares de alfabeto X, a reuniao L; U...U L,
é regular. E, vamos mostrar que se Q1,...Qy, Qny1 forem n + 1 linguagens
regulares de alfabeto X entdao Q1 U ... U@, U Qpy1 é regular.
De facto, Q1 U...UQp,UQn+1 = (Q1U...UQy) UQnt1 e por hipdtese de
inducao, Q1 U...UQ, é regular, pelo que concluimos que Q1 U...UQ,UQn+1
é reuniao de duas linguagens regulares. Como mostramos que a reuniao de
duas linguagens regulares é regular, concluimos que Q1 U ... UQ, U Qpi1 €

regular.

Complementagdo ou seja, se L é uma linguagem regular sobre ¥, entdo L = X* \ L
também é uma linguagem regular. Seja A = (S5,3%,0,s9, F) um AFD em que 4
¢ uma fungao total de S x X em S e tal que L = L(A). O autémato A" =
(S,%,0,80,5 \ F) é um AFD que aceita ¥* \ L, pelo que ¥* \ L é regular.

Interseccdo Sejam L e M sio duas linguagens regulares. Como LN M = LU M,

concluimos usando 5.1 e 5.1 que L N M é uma linguagem regular.

Inversao , ou seja se L é uma linguagem regular L, constituida pelas palavras inversas
das de L, é regular. Podemos provar por inducao na estrutura da expressao regular
r que descreve L + L(r).

Base. Seré (), eoua, ac ¥ entio rft ér
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Inducao.

r =1y + 79, entdo rft = 7‘{% + 7‘5%.

r =rire, entdo rft = rfr{z.
r =17}, entdo rft = (rft)*,

O
Vimos anteriormente que dados dois autématos finitos A; e As, se pode definir facilmente
um autémato finito (mais precisamente, um AFND-¢) que reconhece £(A1) U L(A3). Se se
pretender determinar um AFD que reconhega £(A;) U L(.A3), podemos ter que encontrar o
AFD equivalente aquele que obtivemos pelo processo referido, o que pode ser algo trabalhoso!

Pode o leitor, nao se ter apercebido ainda que a igualdade
LiU Ly = L1 N Lo,

sugere um método para, com “algum” esforco, determinar o autémato que aceita a Ly N Lo

a partir de dois autématos finitos A; e Ajs tais que L1 = L(Ay) e Lo = L(As).

Comecar por encontrar AFDs que ndo encravem e que sejam equivalentes a Ay e
a Ay. Para obter Ly, basta considerar no AFD respectivo, que os estados finais
passam a ser nao-finais e os ndo-finais passam a finais. Deve proceder do mesmo

modo para obter o AFD que reconhece Ls.

Depois disto, determina-se um autémato finito que reconhece a L1ULs, o qual terd
que ser um AFD que nao encrave, uma vez que por fim, queremos determinar o

autdmato que reconhece L1 U Ly (ou seja, a linguagem complementar de L_1UL_2)

5.1.1 Autématos produto

Mas também se pode obter um autémato finito para a intersecc¢ao (reuniao e outras operagoes)
de duas linguagens regulares, pela construcao do chamado autémato produto.
Supomos disponiveis AFDs

Ay = (52,%, 61,11, F1)

Ay = (52, %, 69,42, F)

tais que 01 e Jy s@o totais (isto é, os autématos nao encravam), os quais reconhecem respec-

tivamente L1 e Ly. Podemos entao dizer que, qualquer que seja x € ¥*:
e x € L1N Ly se e s6se x leva ambos os autdématos a estado final;

e x € LU Ly se e so6se x leva pelo menos um dos autématos a estado final;
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Consideramos um autémato que vai, por assim dizer, simular a execucdo simultanea de Aj
e Ay. Os seus estados sdo pares (s1,s2) com s1 € S1 e sg € So, e a funcdo de transigao § é

dada por
op((s1,52),a) = (81(51,0),02(s2,a))

com a € ¥ e (s1,82) € S1 X Sy quaisquer. O seu estado inicial é (i1, 42).
Designamos genericamente este autémato por .A\/ = (81 % Sg,%, 0y, (i1,12), Fp)

O conjunto de estados finais sera
o Frh={(s1,s2) | s1 € F1 A sy € F»}, para reconhecer L; N Lo;
o I, ={(s1,82) | s1 € F1 V sy € Fy}, para reconhecer Ly U Lo;

~ ~

Exercicio 5.1. Mostre por indug¢ao em |z|, queV = € 3*, (5;((31,32),@ = (01(s1,2),02(s2, 7))

<&

Proposicao 5.2. Seja An o autémato produto para a intersec¢io L(An) = L(A1) N L(Ajz)

Dem:
x € L(Ar) < on(inz) € Fy
= on((ir,ia),x) € Fy x Fy
= (01(i1,2),82(ig, x)) € Fy x Fy
= bi(in,x) € FL A byliz,x) € F
< ze€L(A) N z€L(Ay)
e zeL(A)NLA)

Exercicio 5.2. Mostre que L(Ay) = L(A1) U L(Ag) ©

Exercicio 5.3. Como € que analisando o autémato produto se pode saber se L(A1) C L(Asz)?
E saber se L(A1) C L(A2)? E ainda, se L(A1) = L(A2)? ©

Exemplo 5.2. Para ilustrar o método que acabdmos de expor, supomos dados os autdmatos

Lo
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A interseccdo das linguagens que estes autdmatos reconhecem € o conjunto das palavras de
alfabeto {a,b,c} que tém algum a, terminam em b e nao tém c’s. Note que os autématos

nao tém alfabetos iguais, pelo que antes de aplicar o processo, vamos transformar o primeiro
oy e
a
()
\ .
C

a,b,c

automato.

As transi¢des do automato que reconhece a intersec¢do sdo dadas na tabela sequinte, sendo o

seu conjunto de estados finais {(s1,q1)}-

a b c

$1,40
$1,40
51540
52,40
51540

52,40

50,91
$1,491
50,91
§2,4q1
$1,q1

52,41

(s1,90) | (s0:q1)
(s1,90) | (s1:01)
(s1,90) | (s0,q1)
(s2,90) | (s2:01)
(s1,90) | (s1,q1)
(s2,90) | (s2:01)

Tal automato pode ser representado pelo diagrama sequinte

concluindo-se facilmente que ndo € minimo. Por exemplo, o AFD sequinte € equivalente ao
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anterior.

a,c,b

Por outro lado, se notarmos que a interseccao das linguagens definidas pelos dois autématos

dados é alinguagem constituida pelas palavras de alfabeto {a, b, c} que tém algum a, nao tém

c’s e terminam em b, a qual € razoavelmente simples, € bem menos trabalhoso “pensar um

pouco” do que usar o processo descrito anteriormente. O AFD que ndo encrava e que tem o

menor numero de estados € o sequinte.

— @ e=

O que cada estado memoriza. . .

eo: “a palavra ainda ndo tem a nem tem c”;

e1: “a palavra tem algum a, ndo tem c’s e termina em a”;
e2: “a palavra tem algum a, termina em b e ndo tem c’s”;

e3: “a palavra tem algum c”.

Exemplo 5.3. Considere os dois autématos seguintes.

%
o,
2
o&c

a,b
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Usando o processo descrito anteriormente obtém-se os dois automatos sequintes, o da esquerda
reconhecendo a {a} N {b} (ou seja, 0) e o da direita {a} U {b}.

Claramente, este nao € o melhor processo para determinar autématos que definam () e {a,b}!

5.1.2 Linguagens Finitas
Exemplo 5.4. Sejam Ly, Ly, e L3 as linguagens de alfabeto {0,a,b} assim definidas:

Ly = {a}U{bw|w e {a,b}*}

Ly = {we{a,b}*| |w =2V |w =3}

L3 = Li({0}Ly)*{0}
As linguagens Ly, Lo e L3 sao requlares, pois sao definidas pelas expressoes requlares a+b(a-+
b)*, (a+Db)(a+Db)(c+a+Db) e(a+b(a+b)*)(0(a+b)(a+b)(e+a+b))*0, respectivamente.
A linguagem Lz N ( {p"a™ | n < 1000}{0w | w € {a,b}*} ) € regular.

Como Ls ¢ regular, também Ls.

Por outro lado, {b™a"™ | n < 1000} € regular porque € uniao finita de linguagens regulares,
pois

1000

{o"a" | n <1000} = | ] {p"a"}.

n=0
Se designarmos por T, a expressao regular que descreve {b"a"}, podemos defini-la por re-
corréncia do modo sequinte: rg = € e ryy1 = argb, para k > 0. Note que r, descreve uma
linguagem que € constituida apenas por uma palavra — a palavra que temn a’s en b’s, e que

nao tem a’s a direita de b’s.
Também, {0w | w € {a,b}*} ) € regular, pois é definida pela expressio 0(a + b)*.

Portanto, {p™a™ | n < 1000}{0w | w € {a,b}*} € regular, jd que é concatenagao de linguagens
requlares.
E, consequentemente, Lz N ( {b"a" | n < 1000}{0w | w € {a,b}*} ) € interseccio de duas

linguagens regulares, pelo que € reqular.
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Exercicio 5.3.1. Justifique que qualquer que seja a linguagem L, se L é finita (isto é, se L
¢ um conjunto palavras que ¢é finito ) entao L é regular. Conclua que {b™a" | n < 1000} é

regular pois é finita.

Exercicio 5.3.2. Sejam L; e Lo linguagens de alfabeto X tais que L1 N Ly = (), e Lo é regular.
(a) Mostre que se L1 U Ly é regular entdo L; é regular.
(b) Mostre que Lo U L1 nao é regular se e sé se L nao é regular.

A propésito do exercicio anterior, note que a condicao L1 N Ly = () é fundamental. De facto,
se L1 N Ly # (), podemos facilmente encontrar linguagens Lq e Lo tais que Lo é regular, Lq
nao é regular e Ly U Ly é regular. Basta considerar que Ly é X* e que Ly = {a™ | n primo},

sendo a algum elemento de Y. Na seccao seguinte mostra-se que L nao é regular.

5.2 Existéncia de Linguagens que nao sao Regulares

Exemplo 5.5. Seja ¥ = {0,1} e seja L = {0™1" | n € N}. Vamos mostrar que L nao é

reqular, justificando a impossibilidade de construir um automato finito que a aceite.

Provamos por contradicdo. Suponhamos que existia um autdémato finito A que aceitava L.
Sem perda de generalidade, supomos que A é deterministico. Por defini¢ao, qualquer autdémato
finito tem um nimero de estados finito. Seja p o nimero de estados de A, e sejam si,...,5p
esses estados. Supomos que s1 € o estado inicial.

O autémato deveria reconhecer OP1P. Como o autdmato € deterministico, existiriam estados

Sms f € {s1,...,8p} tnicos, com f final, e tais que
® s, € 0 estado a que o automato chega depois de consumir OF, partindo de s1;

o f ¢ o0 estado a que chega depois de consumir 1P, partindo de $,.

p p
00000000000000000000000 11111111111111111111111
T
Sm

Ora, para consumir OF, o autdmato efectua p transicoes nas quais, se nao fossem repetidos
estados, estariam p+1 estados envolvidos. Como o autdmato sé tem p estados, entao teve que
repetir algum estado para conseguir consumir OP (pelo Principio de Dirchelet). Vamos supor

por exemplo que o estado si se repetiu. Entdo, vejamos qual pode ter sido o processamento
de OP:
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e partindo do estado inicial, o automato consome 0", para um certo r tal que 0 < r < p
e chega pela primeira vez a s (note que, se sy for o estado inicial, entdo aqui estamos

a considerar r = 0, ou seja que nao consumiu ainda nada);

e partindo de s consome 09, para algum s tal que 1 < q < p, e volta pela primeira

vez a sy (nao € importante saber se vai voltar a s outras vezes);

e ¢ finalmente, ou jd consumiu todos os 0’s ou parte de s, consome 0P~("T9) atingindo

Sm.-

Esquematizando® . . .

Mas se isto acontecesse, também a palavra 0"0P~("T91P oy seja,

op—qlp

seria aceite pelo autdmato. O que é absurdo, pois sendo q > 1 tem-se OP~91P ¢ L. O absurdo
resultou de se ter suposto que existia um autdmato finito que reconhecia L. Portanto, L nao
€ aceite por qualquer autdomato finito.

Note ainda que ndio sé 0P~91P seria aceite como também OP1P (claro!), OPTd1P QP+2d1P,

opt3agp optiagr oy seja,
Vi e N 070X490P—(a+7)1P serig aceite

Exemplo 5.6. Seja ¥ = {a} e seja L = {a?" | n € N} = {a,a% 2% a%a%® ...}. Vamos
mostarr que L ndo € reqular.

Suponhamos, por contradi¢do, que L = L(A). Seja p o nimero de estados de A. Seja m > p
e consideremos a processamento de a%" . Mais uma vez, ao processar os primeiros m simbolos

terd de haver um estado que se repete: seja s

a
Q \_/ a2m—(r+q) Q

onde 0 < g < m mas entdo a palavra a®" T também € aceite por A e 2™ + q ndo é poténcia

de 2, pois temos:

2" +q < 2™ +m
< 2Mm4 2™

2m+1

LConvém notar, que si1, s; e S, nao tém que ser distintos dois a dois, como erradamente este esquema

sugere!
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e 2mtL ¢ q poténcia de 2 a sequir a 2™! Mais uma vez o absurdo resultou de supor que L era

reqular.

Para o préximo exemplo, iremos necessitar de algumas nocoes de Teoria dos Niumeros. Re-
cordemos que, um inteiro nao negativo é primo se e sé se tiver dois e apenas dois divisores

(ele préprio e a unidade).
Lema 5.1. O conjunto dos inteiros nao negativos que sao primos € infinito.

Prova. Suponhamos que s6 existiam n primos, sendo n um certo inteiro fixo. Ou seja,

suponhamos que o conjunto dos primos era finito e que tinha exactamente n elementos,

0s quais podemos denotar por p1,ps,...,P,. Entdo, o inteiro positivo
n
1+ Hpi
i=1
nao seria primo, ja que é maior do que qualquer um dos primos p1,p2, - .., Pn-

Mas se 1+p1ps . .. p, ndo é primo, entdo algum dos primos o divide? (ou seja, é miiltiplo

de algum dos primos). Suponhamos que py divide 1 + p1p2 - - py.

Como p;, divide p1ps - - - py, pode-se concluir que se py dividir 1 + p1ps - - - p, entao py
divide 1. (De facto, é bem conhecido que quaisquer que sejam z, y e z inteiros, se z

dividir y e dividir y 4+ z entao também divide z.)

Mas nenhum primo divide 1. O absurdo resultou de se ter suposto que o conjunto dos

primos era finito. Logo, o conjunto dos primos é infinito. U

Exemplo 5.7. A linguagem L = {0P | p primo} ndo € regular.

Vamos mostrar que ndo existe um automato finito deterministico que aceite L. Na justificacdo
precisamos de usar o facto do conjunto de primos ser infinito que demonstramos acima
(c.f. Lema ?7).

Vamos supor que existia um tal automato e vamos mostrar que se chega a uwma contradicdo.
Seja A um autdmato finito deterministico que reconhece L, e seja n o numero de estados de

A. Supomos que sy € o estado inicial.

Como o conjunto de primos € infinito, podemos dizer que existe um primo M tal que M > 2n
(pretendemos que M seja suficientemente grande quando comparado com n; basta que seja
maior do que 2n como ficard claro mais a frente). Sendo L = L(A), o autémato reconheceria
a palavra OM . Ora, OM = 0"0M~—". Processar o prefixo 0™ envolve a passagem por n + 1
estados, e como A sé tem n estados, terd que se passar duas vezes por algum estado — seja

sq por exemplo um estado que se repete. Como no exemplo anterior, podemos supor que

2Quaisquer que sejam os inteiros a e b, diz-se que a divide b se e s6 se existir um inteiro c tal que b = a x c.
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e partindo do estado inicial o autémato consome 0 para algum i tal que 0 < i < n e chega

pela primeira vez a Sq;

e em sequida, partindo do estado s, consome 07 para algum j tal que 0 < j <n ei+j <n,

e regressa pela primeira vez a Sq;

e finalmente, partindo de s, processa o resto da palavra, ou seja oM—(i+7) ¢ chega a estado
final.

Sendo,

e observando que estando em s4, o autémato processa a subpalavra 07 e volta ao estado sq,

podemos concluir que todas as palavras
oi(oj)koM—i—j

com k > 0 seriam aceites pelo automato. FEscolhendo k convenientemente, podemos mostrar
que existe uma dessas palavras que € aceite pelo automato e que ndo pertence a linguagem L.
Note que uma sequéncia de 0’s pertence a L se e s6 se tem comprimento primo. Mas, notando

que (09)* ¢ a palavra formada por repeticio da palavra 07 exactamente k vezes, temos
| 0f (o)M= 70 | =i 4 kj+ M —i—j = (M — j) + kj.

Se tomarmos k = (M —j), concluimos que (M —j)+kj = (M —j)+(M—j)j = (M —j3)(j+1).
Como inicialmente escolhemos M > 2n (jd a pensar nesta factorizagao. .. ), podemos garantir
que M —j >n+1%# 1. Por outro lado j + 1 > 2. Portanto, (M — j)(j + 1) ndo € primo, e
oM=0G+1) ¢ geeite pelo autdmato. (Absurdo!)

O absurdo resultou de se ter suposto que existia um automato finito que reconhecia L. Por-

tanto, L mao € aceite por qualquer automato finito.

5.2.1 Um lema da repeticao para linguagens regulares

Para mostrar que uma dada linguagem L nao é regular podemos proceder como nos exemplos
??7 e 7?7. Se supusermos que L é regular, podemos (nem sempre é possivel) conseguir chegar
a uma contradicdo, ja que se L for regular terd que satisfazer a condicao dada no Lema da

Repeticao, cuja ideia é a seguinte.

Se L é uma linguagem regular qualquer e se L tiver palavras “suficientemente

grandes”, entao cada uma dessas palavras tem alguma subpalavra que pode ser
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repetida quantas vezes quisermos ou retirada, sendo a palavra resultante ainda
uma palavra de L. O enunciado do lema esclarece o significado de “suficiente-
mente grande”. Note que nenhuma condicdo é imposta as palavras que nao sao

“suficientemente grandes”.

Proposigao 5.3. (Lema da Repetigao) (Pumping Lemma)
Seja L uma linguagem reqular. Entdo, existe uma constante n € N\ {0} (s¢ dependente de
L) tal que se x é qualquer palavra de L com |x| > n, entao podemos escrever x = uvw com

luv] < n e |v| > 1, e tal que wv'w € L, para todo i > 0. Ou seja,
meNVezel (Jz>n=uvIw (z =wwA|juw|<nAv#ecA(Viec N w'w € L)))

Mais ainda, n nao excede o nimero de estados do menor autémato finito que aceita L.

Prova. Seja L uma linguagem regular. Entao existe um autémato finito que aceita L. Seja
A um tal autémato, e seja n o seu ntmero de estados. Sem perda de generalidade
podemos supor que n nao excede o numero de estados de qualquer outro autémato que
aceite L. Podemos ainda supor que o autémato nao tem transicoes-¢, pois existiria um
AFND equivalente com exactamente o mesmo nimero de estados (Justificar!). Seja
x uma qualquer palavra de L, tal que |z| > n. Qualquer caminho no diagrama de
transigdo de A correspondente ao processamento de x envolve |z| + 1 estados. Como A
tem apenas n estados, um tal caminho terd que conter algum ciclo. Seja s, o primeiro
estado que se repete. Seja u o prefixo de x processado até chegar ao estado s,. Seja v
a subpalavra processada desde que sai de s, e regressa pela primeira vez a s,. Seja w o
resto da palavra. Tem-se z = uvw com |v| > 1 (v corresponde a um ciclo) e |uv| < n
(caso contrdrio, no processamento de uv existia um outro ciclo, o que contrariava as
condicoes sobre sg, u, € v). Mais ainda, o autémato aceita * = wvw, pelo que aceita

também uw, wvvw, uvvvw, ..., qualquer palavra uv'w com ¢ > 0. ]

Exemplo 5.8. Seja L a linguagem de alfabeto {a,b} que € definida pela expressio aa(a+b)*.
Vamos ver que podemos mostrar que, toda a palavra x em L que tenha pelo menos trés
simbolos, tem wma subpalavra que pode ser repetida quantas vezes se quiser ou retirada,
obtendo-se uma palavra ainda da linguagem L.

De facto, se x € L e |x| > 3 entdo x = aaax’ ou x = aabzx’, para algum ' € {a,b}*. Se

for x = aaax’, entao podemos considerar que a subpalavra que vamos repetir ou retirar € o
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terceiro a. Se for x = aabz’, entdo podemos considerar que a subpalavra que vamos repetir
ou retirar € a formada pelo terceiro simbolo (ou seja b).

Aquilo que estamos a ver € que se x = aaax’ e escolhermos u = aa, v = a e w = ¥/, entdo
w'w € L, para todo i > 0. E, se for x = aabz’ e escolhermos u = aa, v = b e w = 2/,
entdo uv'w € L, para todo i > 0. Note ainda que satisfizemos também as condigoes |v| > 1,

luv| < 3 e wvw = x. Ou seja, mostrdmos que
IneNvVeeL (o >n= FuFvIw (z=uvwAv#eA|uw| <1A (Vi €N uww'w € L)))

tendo mostrado que podiamos tomar n = 3 (verifigue que hd um autémato finito com trés

estados que aceita L).

Exemplo 5.9. A linguagem L de alfabeto {a,b} que € definida pela expressio ba*+(ab+ba)*,

€ reconhecida pelo autdomato finito sequinte.
()
b
a

Como esse automato tem oito estados, podiamos escolher n = 8. No entanto, podemos escolher

@“

@@@

n =15, jd que o automato sequinte também reconhece L.

//4@
S \\

De facto, basta tomar n = 4, embora nao exista qualquer autdmato finito com menos do que

cinco estados que reconheca® L. Tem-se,

VeeL (|x|]>4= Jy (x =baaay V z =Dbabay V = = baaby V x = ababy V = = abbay) )

3Nao esqueca que “reconhecer” significa que aceita todas, e apenas, as palavras de L.
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Vamos agora mostrar que para cada x existem u, v e w nas condi¢oes do Lema. Se x = baaay
entdo tomamos u = b, v = a e w = aay, concluindo que se x € L entdo ba‘aay € L, para
todo 1 > 0. Note que, neste caso y € {a}*.

Nos restantes casos, podemos escrever x = r1xex3xsy com T1To € {ab,ba}, xsxy € {ab,ba} e
y € {ab,ba}*. Concluimos que se u = ¢, v = T1T2, ¢ W = 374y entdo uwv'w = (T122) T374Y.

Logo, se x € L entdo (v1x2)'x3z4y € L para todo i > 0.

Observe ainda que a condi¢cdo do lema nada diz sobre as palavras de L de comprimento
menor que quatro. Em particular, € claramente falso que b, que € uma palavra de L, tenha

alguma subpalavra diferente de € que possa ser repetida o niumero de vezes que se quiser.

5.2.2 Aplicacoes do Lema da Repeticao

Para mostrar que uma dada linguagem L nao é regular, podemos tentar mostrar que nao
satisfaz a condicao do Lema da Repeticao.

Para isso, precisamos de mostrar que qualquer que seja o natural n que se considere,
existem palavras x em L que sdo suficientemente grandes (ou seja, cujo comprimento
nao é inferior a n), ndo tendo tais palavras qualquer subpalavra nao vazia, que possa ser
retirada ou repetida o nimero de vezes que se quiser. Ou seja, qualquer que seja a subpalavra
v de x que se considere, ou nao pode ser retirada ou existe pelo menos um ¢ tal que a palavra
que obtinhamos por repeticao ¢ vezes de v em x nao era de L.

O lema diz que se essa palavra v existisse, entao poderia ser encontrada num prefixo de x de
comprimento nao superior a n. Por isso, temos que arranjar uma forma de analisar todos os
prefixos de x de tamanho até n.

Formalmente, basta mostrar que a linguagem satizfaz a negacao da condi¢do do Lema da

repeticao. Isto é

L regular=-condicao Lema Repeticao

—condicao Lema Repeticao=-L regular

Isto é, se L verifica a negacao da condicao do Lema da Repeticao entao L nao é regular

Essa negacao é:
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=(In > O0Vz € L (Jz| > n = Ju,v,w(r = vow, juv| < n,v # ) AVi > 0 uwv'w € L))

Vn > 03z € L (|z] > n AVu,v,w(r = uww, |uv| <n,v#¢) = 3i > 0uwv'w € L)

Exemplo 5.10. Vamos mostrar que L = {0"1" | n € N} nao € regular, mostrando que L

ndo satisfaz a condicdo do Lema da Repeticao.

Seja n € N\ {0} qualquer. Escolhemos x = 0™1". Tem-se x € L e |z| = 2n > n. Quaisquer
que sejam u,v e w tais que r = uvw com |v| > 1 e |uv| < n, no prefiro uv sé existem 0’s pois
luv] < n. Sendo |v| > 1, v #e, e por isso se “cortarmos” v, alteramos o nimero de 0’s sem
alterar o niumero de 1’s. “Cortar” corresponde a tomar ¢ = 0. Se considerarmos i = 0, vem

UUO

w =uw. Tem-se uw ¢ L jd que o nimero de 0’s em uw é n — |v|, o nimero de 1’s é n, e
n — |v| # n pois |[v| > 1.

Logo, L nao satisfaz a condicdo do Lema da Repeticdo, e por isso ndao € regular.

Note que ndao recorremos explicitamente a autdmatos, como fizemos nos Exemplos 7?7 e 77.

Exemplo 5.11. A linguagem L = {0P | p primo} ndo satisfaz o Lema da Repeti¢ao.

De facto, seja n € N\ {0} qualquer. Escolhemos x = 0™ com M > 2n e M primo. Tem-se
ze€Lelr]=M>2n>n. Sejax =uvw com |v] > 1 e |uv| < n. Temos que encontrar
i >0 tal que w'w ¢ L, isto €, tal que |uv'w| ndo seja primo. Mas, | wv'w | = |u| +i |v] + |w]
e como |uv| < n implica [v| < n, conclui-se que luw| = M — |v| > n. Entao, se se escolher
i = |u| + |w|, vem

| wv'w | = Ju| + i o] + Jw] = (Ju] + [w])(L + |v])

com 1+ |v| > 2 e |ul +|w| > 2. Consequentemente, (|u| + |w|)(1 + |v|) nao € primo. Logo,
para i = |u| + |v|, tem-se uv'w ¢ L.

Em conclusao, L nao satisfaz a condi¢ao do Lema da Repeticdo e por isso nao € reqular.

Exercicio 5.3.3. Com base na linguagem do Exemplo 77, mostre que qualquer que seja o

alfabeto X, existem linguagens de alfabeto ¥ néo regulares.

Se se conseguir mostrar que uma dada linguagem nao satisfaz a condi¢ao do lema da repeticao,
pode concluir-se que a linguagem nao é regular. Mas, se a linguagem satisfizer a condicao
do lema, nada se pode dizer, pois existem linguagens que satisfazem essa condicdo e nao sao

regulares, como se ilustra no Exemplo 77.
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Exemplo 5.12. A linguagem L = {0F | k € N} U {170"" | r,p € N\ {0}} de alfabeto
Y = {0,1}, satisfaz a condigao do lema da repeticao (para lings. regulares) para
n=1.

De facto, se x € L e |x| > 1 entdo x estd num dos dois casos sequintes:
e x = 00" para algum k >0, ou
o z=11507 para algum s > 0 e algum q > 1.

Se for x = 00* entdo escolhemos u =¢, v =0, e w = 0F, e sendo uv'w = 0K, concluimos
que Vi € N wv'w € L.

Se for x = 11507" entdo escolhemos u = g,v=1ew= 130‘12, e concluimos que se i > 1 ou
s > 1 entdo w'w € {1707" | r,p e N\ {0}}, e se i = s = 0 entdo uv'w € {0}*.

Portanto, para n =1 tem-se
Vee L (Jz| >n= FuFvIw (z =wwAv#ecAluw| <1A(Vie N w'w € L))

Mas L nao é regular. De facto, suponhamos que L era reqular e que existia um autdmato
finito deterministico que aceitava L. Como o autémato € finito, tem um conjunto de estados
finito, e consequentemente o conjunto de estados finais também € finito.

Assim, existem inteiros positivos p e q distintos tais que 10P” ¢ 109" levam o autémato ao
mesmo estado final. Suponhamos, sem perda de generalidade, que ¢ > p. FEntdo, como
o autémato € deterministico, também as palavras 10P°0P+1*=p* ¢ 104°0(P+V*=P* deveriam
levar o autémato ao mesmo estado. Mas, 10P°0(P+1)*=p* — 10o(P+1) que € da linguagem, e
109°0(PTV*=p* = 10°+20+1 pGo ¢ da linguagem. Como q > p, tem-se ¢> < > +2p+ 1 <
(g +1)2 = q¢®> +2q + 1, pelo que ¢*> +2p + 1 ndo é um quadrado perfeito. Conclui-se que ou
109° 201 ¢ geeite e ndo € da linguagem, ou 10°TD* nio é aceite e é da linguagem. Tal é

absurdo. Logo o autdomato que supusemos que existia ndo existe.
Depois de estudar o exemplo 7?7, ndao deve ter dificuldade em resolver o problema seguinte.

Exercicio 5.3.4. Mostre que a linguagem das palavras de alfabeto {0} cujo comprimento é

um quadrado perfeito nao é regular.

5.2.3 Jogos entre a Alice e o Bob

A prova da negagao da condicao do lema da repeticdo pode ser vista como um jogo entre dois
jogadores, a Alice e o Bob, tal que a Alice (que representa o quantificador existéncial) quer

provar que L nao é regular e o Bob quer provar que L é regular. Recordemos:
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Vn > 03z € L (Jz| > n AVu,v,w(z = uvw, |uv| <n,v#¢e) = 3i > 0uw'w ¢ L)
O jogo consiste em:
1. Alice (3) selecciona a linguagem L que quer provar nao regular
2. Bob (V) escolhe um n
3. Alice (3) escolhe z € L que depende do n e tal que |z]| > n
4. Bob (V) escolhe u,v,w tal que x = uvw, |[wv| <newv#e

5. Alice (3) escolhe ¢ > 0

A Alice ganha se uv'w € L e Bob ganha se tal i ndo existir. Se a Alice ganhar podemos
concluir que L nao é regular.

Usando este método consideremos os exemplos anteriores.

Exemplo 5.13. Mostar que L = {0™1"™ | n € N} nao satisfaz o Lema da Repeticio.
1. Alice quer provar que L ndo € reqular.
2. Bob toma um n > 0.
3. Alice escolhe x = 0"1". Tem-se que € L e |z| = 2n > n.

4. Bob toma u, v e w tais que x = uvw com |[v| > 1 e |uv| < n. Em uv sd existem 0’s e v

tem pelo menos um 0. (Porqué?)
5. Alice escolhe © = 0.

Vem que uvw = uw e uw ¢ L. (Porqué?) Logo a Alice ganha, isto é, L ndo satisfaz a

condicdo do Lema da Repeticao, e por isso nao € regular.

Exemplo 5.14. A linguagem L = {0P | p primo} ndo satisfaz o Lema da Repeti¢ao

1. Alice quer provar que L mao € regular.
2. Bob toma um n > 0.
3. Alice escolhe x = 0™ com M > 2n e M primo. Tem-se x € L e |x| = M > 2n > n.

4. Bob toma u,v e w com x =uvw , |v] >1 e |uv| <n

A.Tomas, N.Moreira Modelos de Computagao DCC-FCUP



5.2. EXISTENCIA DE LINGUAGENS QUE NAO SAO REGULARES 89

5. Alice tem de encontrar i > 0 tal que wv'w ¢ L, isto €, tal que |uviw| ndo seja primo.

Mas, | wv'w | = |u| + i |v] + |w|. Alice escolhe i = |u|+ |w].
Basta ver que |u| + (Ju] 4 |w|)|v| + |w| ndo € primo!
Como |uv| < n implica |v| < n, vem |uw| = |u| + |w| = M — |v| > n.
| wo'w | = ful + i [v] + [w] = Jul + ([u| + [w])]o] + |w] = (ju] + [w])(1 + [v])
com 1+ |v] > 2 e |u|l+ |w| > 2. Consequentemente, (|u| + |w|)(1 + |v|) ndo € primo .
Logo, para i = |u| + |w|, tem-se uv'w ¢ L. Alice ganha.q
5.2.4 Uso de propriedades de fecho

Para provar que uma linguagem nao é regular também podemos invocar as propriedades de
fecho das linguagens regulares. Este método permite reduzir uma linguagem complicada a

uma mais simples que ja sabemos que nao é regular, e assim evitar o uso do lema da repeticao.

Exemplo 5.15. Seja

L ={z € {0,1}"| o mimero de 0’s em x € igual ao mimero de 1’s}

Para mostrar que L nao € reqular, suponhamos por contradicdo que L € regular.
Entao L N L(0*1*) também ¢é regular!
Mas

LN L(0*1*) = {0"1" | n € N}

a qual ja mostramos que nao era regular.

Absurdo! O absurdo resulou de supor que L era reqular. Logo L ndo € reqular.

Exercicio 5.3.5. Para cada uma das seguintes linguagens, diga, justificando, se ela é ou nao
regular. Use o lema da repeticdo (para provar que uma linguagem nao € regular) e/ou as

propriedades de fecho para U, N, \ (complementar), - (concatenagao) e * (fecho de Kleene).
a) {1":n é par ou multiplo de trés}

b) {1" : n é um primo inferior a 1000}

o) {017 £}

d) {a"b™ck |n>0, m>0, k>0, }

e) {a™b"c"™ | n <100}

£) {a"b™c* |n >0, m>0, k=m+n}
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g) {a"b"c" [n >0}
h) {a"0™ | m >0, n=2m}
i) {ww?:w e {0,1}*} (w? é a palavra w invertida)

j) {ww :w e {0,1}*}

5.3 Problemas decidiveis para Linguagens Regulares

Dada uma classe de linguages é importante saber se existem algoritmos ( e qual a sua eficicia)

para responder a perguntas como:
e Uma dada linguagem é vazia?
e Dada uma palavra w ela pertence a uma dada linguagem?
e Dadas as descri¢oes de duas linguagens elas correspondem a mesma linguagem?
No caso das linguagens regulares, existem algoritmos para responder as seguintes questoes:
1. Dado um autémato finito A e z € ¥* , é verdade que = € L(.A)?
2. Dado um autémato finito A, é L(A) = 0, i.e, A ndo aceita nenhuma palavra ?
3. Dado um autémato finito A, é L(A) = ¥*, i.e, A aceita todas as palavras sobre ¥ 7
4. Dados dois autématos finitos A; e Asg, é verdade L(A;) C L(A3)?
5. Dados dois autématos finitos A; e Ay, é verdade L(A;) = L(A2)?
Ou, anlogamente, podem-se exprimir os problemas anteriores em termos de expressoes regu-
lares.
5.3.1 Testar se uma Palavra Pertence a uma Linguagem Regular

Dada uma palavra x e uma linguagem regular L, serd que x € L7 Suponhamos que L
é representada por um autémato finito deterministico A. Podemos entdo ter o seguinte

algoritmo:

1. Simular o processamento de A com x, comegando no estado inicial (isto é calcular

~

d(qo, ©))-

2. Se A terminar de processar x num estado final, entdo a resposta é sim, senao é nao.

O tempo de execucao é O(n) em que n = |x|.
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5.3.2 Testar se uma Linguagem é Vazia

Claro que se uma linguagem regular L for representada pela expressao regular () o problema
resolve-se imediatamente. Mas a expressao regular correspondente pode nao ter aquela forma
(lembrar a sua construgao a partir do autémato...) e mesmo assim alinguagem ser vazia. Seja
A um autémato que aceite L. O autémato 4 nao aceita nenhuma palavra, se ndo houver
nenhum caminho entre o estado inicial e algum estado final. Portanto o problema corresponde
a encontrar caminhos num grafo entre o estado inicial e algum estado final. Podemos considera

o seguinte m algoritmo recursivo:

1. Determinar o conjunto P dos estados atingiveis do estado inicial:

Base. O estado inicial é atingivel do estado inicial

Inducdo. Se o estado s é atingivel do estado inicial e existe um arco de s para s, entao

s’ também & atingivel.
2. Se algum estado final pertencer a P , a resposta é nao senao € sim.

O tempo de execugio é O(n?) em que n é o niimero de estados.

Exercicio 5.4. Se L for descrita por uma expressdo reqular, descrever um algoritmo para

decidir se L € vazia. ©

Exercicio 5.5. Encontrar um algoritmo para decidir se L(A) = ¥*. ¢

5.4 Equivaléncia e Minimizagao de Autématos

Dados dois autématos A; e As, pretende-se saber se descrevem a mesma linguagem, isto é
se sao equivalentes (L(A;) = L(Ay)). Para tal, vamos ver que dado qualquer AFD existe
um autémato equivalente que tem um nimero minimo de estados e que € Unico a menos
renomeagcao dos estados.

Assim para responder & pergunta L(A;) = L(Aj3), bastard minimizar A; e Ay e ver se os

autématos minimos resultantes sao iguais (a menos renomeagao de estados).
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5.4.1 Minimizacao de autématos finitos

Exemplo 5.16. Consideremos os sequintes automatos

Ambos os autdmatos aceitam a linguagem {a,b}. Os estados sy e sy podem colapsar no estado

S5.

Exemplo 5.17. Consideremos os sequintes autdmatos

Ambos o0s autématos aceitam a linguagem {a,b} U{z € {a,b}*||x| > 3}. Os estados s3 e s4
sao equivalentes, pois ambos conduzem a ss5. Depois de colapsados (em sg), s1 e sy também

se podem colapsar (em s7).

Exemplo 5.18.

7b 7b

Ambos os autématos aceitam a linguagem {x € {a,b}*||z| > 2}. Os estados s3, s4 € s5 podem

ser colapsados num sd (em sg).

Temos que comecar por determinar quando € que dois estados sao equivalentes, i.e.:
e Como determinar se dois estados podem colapsar?
e Como colapsé-los?

e Como garantir que nao se podem colapsar mais estados?
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Seja A = (S,%, 6, sg, F') um autémato finito deterministico (sem estados inacessiveis do estado

inicial):

e SeseFes ¢F,ses nao se podem colapsar, dado que depois nio se podia decidir

se o estado resultante estava ou nao em F'.

e Se s e s forem colapsados, entdao 0(s,a) e §(s’,a) também devem ser colapsados. Caso

contrario, nao se mantinha o determinismo.

Definigao 5.1. Dois estados s e s’ dizem se equivalentes se para todo o x € ¥*, 5(8,:E) er

~

se e s6 se §(s',x) € F. Caso contrdrio, dizem-se distinguiveis.

Dois estados equivalentes podem ser colapsados e dois distinguiveis nao podem ser colapsados.

Formalmente,considere-se a relagao em ~C S x S definida por:

~ ~

s~ s = VreX*(§(s,z) € F < (s ,x) € F) (5.1)
E f4cil ver que a relacdo ~ é de equivaléncia:
reflexiva: s ~ s para todo o s;
simétrica: se s ~ s’ entao é dbvio s ~ s ;
transitiva se s &~ s’ e se s’ &~ " entao também s ~ s”; (verificar!)

Entao, ~ divide S em classes de equivaléncia (subconjuntos de S dois a dois disjuntos e cuja

intersecgao é S):

[s] = {s'|s ~ s'}

Podemos entao definir o autdmato quociente A/ =, onde os estados vao ser as classes de
equivaléncia de =. Este autémato serd o autémato minimo equivalente a A.

: !
Seja A/ == (5',%,8, s/, F'), onde:

S = {[s]|s e S}
o(sha) E [5(s,0)

sy 2 sl

FY s e F)

Temos que verificar que ¢’ estd bem definido e que L(A) = L(A/ =).

Lema 5.2. Se s ~ s, entdo 0(s,a) ~ (s, a).
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Dem: Suponhamos que s~ s’. Sejaxz € X* ea € X.

5(6(s,a),z) € F <= 6&(s,ax) € F
= g(s',a:n) eEF

-~

< 6(6(s'ya),2) € F

Entéao, &' estd bem definido: se [s] = [¢], entao &'([s]) = [d(s,a)] = [6(s,a)] = &'[¢].
Lema 5.3. s € F < [s] € F'.

Dem: = pela definigao de F”.
< E necessério que se s & s’ e s € F entao s’ € F. Mas basta tomar x = € na definigao de ~

para tal ser verdade. O

~

Lema 5.4. Vo € X*Vs € S, §([s],z) = [0(s, )]

Dem: Por indugao em |z|. Se z = €, 5/([8],6) = [s] e [5(8,6)] = [s]. Suponhamos que

8 ([s],z) = [0(s,x)] e sejaa € 2

5'([s],za) = ¢&((s],2),a)

I
= =
— Ve —
=
W )
I
@ -
- )
S—

Proposicao 5.4. L(A) = L(A/ =)

re LA/ ) <=

< [§(s, )] € F’
<~

<— z€L(A

Para ver que nao se pode colapsar mais, basta verificar que se construirmos o quociente do

automato quociente obtemos o mesmo autémato.
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5.4.1.1 Algoritmo para determinar =~

Supondo um AFD sem estados inacessiveis, o algoritmo marca todos os pares de estados (s, s)

que sao distinguiveis.

1. Construir uma tabela com todos os pares (s,s’) sem estarem marcados.
2. Marcar todos os pares de estados (s,s') tal que s€ Fes' € S\ F

3. Repetir até nao haver alteragao: Se existe um par nao marcado (s, s’) tal que (4(s,a),d(s’,a))

estd marcado para algum a € X, entao marcar (s, s’).

Proposigao 5.5. Um par (s,s’) € marcado pelo algoritmo se e sé se s e s' sao distinguiveis,

e, s#s.

Dem: = Suponhamos que (s, s’) estd marcado. Mostramos por indu¢ao nimero de passos

do algoritmo (que sabemos ser finito) que se (s, s’) é marcado no passo n entao s % s'.

Base. Um passo Se (s, s') foi marcado no passo ??, entao ou s € F e s’ ¢ F, ou vice-versa.
Em ambos os casos, para x = € obtemos s # s'.

Indugao. Se (s,s’) foi marcado no passo 77, entdo para algum a € 3, o par (6(s,a),d(s’,a))

!/

jé estava marcado anteriormente. Entao, por hipétese de indugao, d(s,a) % d(s',a) e,

pelo Lema 7?7, s % 5.

< Suponhamos que s # s’. Por defini¢ao, existe z € X* tal que g(s, x) € Fe g(s’, x) & F, ou

vice-versa. Mostramos por inducao em |z|.

Base. Sex = ¢, entdoou s € F e s’ ¢ F ou vice-versa. Logo o par (s, s") é marcado no passo
29

~ ~

Inducgao. Se x = ay, entao 6(8(s,a),y) € F e §(6(s',a),y) ¢ F ou vice-versa. Entao,
d(s,a) % 6(s',a) e, por hipétese de indugao (porque |y| < |z|), (§(s,a),d(s’,a)) foi

marcado pelo algoritmo e entdo (s, s’) serda marcado na passagem seguinte.

O
Conclusao:
Dado um autémato finito determinstico que aceita uma linguagem L existe um tinico autémato

finito determinstico que aceita L e cujo nimero de estados é minimo.
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Exemplo 5.19. Minimizar o primeiro automato do grupo ??II, cuja funcdo de transicao é:

dla b

—S0 | S1 S2

*S1 S3 S84
*S9 S4 S3
S3 | S5 S5
S4 | S5 Sp

*xS5 | S5 S5

Vamos construir uma tabela com os pares (s,s') € S x S. Como a tabela € simétrica e os
pares (s,8) nunca serao marcados, basta-nos considerar a parte triangular inferior da tabela.

Apds o passo 77, a tabela fica:

0

- 1

- -2

- - = 3

- - - — 4

- — - - — 5
Apds o passo 77, a tabela fica:

0

z 1

z — 2

-z z 3

-z z — 4

r — — x T D

Considerem-se os pares ndao marcados:

(s0,83): por a obtemos o par (s1,85) e por b o par (ss,s5) e nenhum deles marcado, portanto
ndao se marca (Sg, S3)

(s0,54): também nao se marca

(s1,82): por a obtemos o par (s3,84) € por b o par (s4,s3) e nenhum deles marcado, portanto
ndao se marca (S1,52)

(s1,85): por a obtemos o par (s3,S5) que estd marcado, portanto marca-se (s1, Ss)

(s2,85): por a obtemos o par (s4,85) que estd marcado, portanto marca-se (s2, Ss)
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(s3,84): por a e b obtemos o par (ss,ss) que nunca serd marcado, portanto nao se marca
(s3,54) A tabela fica:

0

z 1

z — 2
-z z 3
-z x — 4
T X X T x b

Fazendo outra passagem pela tabela: agora marca-se (so,s3) porque (s1,S5) agora estd mar-

cado; analogamente também se marca (So, S4); 0s restantes ficam nao se podem marcar

0

z 1

x — 2

x z z 3
x ¢z x — 4
T T x x T O

Fazendo outra passagem pela tabela:

0s restantes pares continuam sem se marcar e portanto nao sao feitas novas marcas. O

algoritmo termina.

Concluimos que s1 & sy e s3 & s4 e que sequndo automato apresentado € o minimo.
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Capitulo 6

Gramaticas e Linguagens

independentes de contexto

6.1 Gramaticas

Nesta seccao vamos introduzir gramaticas formais para caracterizacao das linguagens, estu-
dando fundamentalmente as gramdticas independentes de contexto. Comecamos por apresen-
tar alguns exemplos.

Vimos que a seguinte linguagem nao é regular
L={0"1"|n >0}
Contudo podemos facilmente dar uma definicao indutiva das suas palavras:

l.ee L

2. Se x € L entao Ox1 € L
L é a linguagem de {0, 1}* obtida por aplicacdo, uma ou mais vezes, da seguintes regras:
(1) P—e
(2) P—0P1

Exemplo 6.1. Seja L a linguagem de alfabeto {a,b} das palavras obtidas por aplicagdo, uma

ou mais vezes, das regras sequintes.

(rl) aaael
(r2) abbp € L, quaisquer que sejam o, 3 € L.
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Podemos representar (i) e (ii) pelas duas regras sequintes

<Palavra> — aaa

<Palavra> — <Palavra>bb<Palavra>

as quais definem a categoria gramatical <Palavra>, dizendo que uma <Palavra> € aaa ou a

justaposicao de trés sequéncias — uma qualquer <Palavra>, bb e uma qualquer <Palavra>.

Alternativamente, como L = L((aaabb)*aaa), podemos ainda definir L como sendo a lingua-

gem gerada por aplicacdo das regras:

<Palavra> — aaa

<Palavra> — aaabb<Palavra>
Exemplo 6.2. Seja L; = {0%*1* | k € N}. A linguagem Ly é o menor subconjunto de
{0,1}* que satisfaz as duas condigoes (i) e (ii) sequintes.
(Z) eelq
(ii} Ve e Ly 00x1 € Ly

FEquivalentemente, podemos dizer que L1 € constituida por todas as palavras que possam ser

formadas por aplica¢ao, uma ou mais vezes, das regras (r1) e (rq) sequintes

(7‘1) € € L1
(re)  Qualquer que seja x, se x € Ly entdo 00zl € Ly
a semelhanca do exemplo anterior, podemos definir as palavras de L1 como sendo da categoria

<Palavra>, assim definida

<Palavra> — ¢

<Palavra> — 00<Palavra>1

A palavra 000011 € uma <Palavra>, como se ilustra pelo sequinte esquema, a que se chama

arvore de derivagao (ou arvore sintactica) para a palavra 000011.

<Palavra>
0 /P@lam‘a> 1
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a qual € assim construida (para simplificar representamos segmentos em vez de setas):

(r2) (r2)

— —
<Palavra> <Palavra> <Palavra>
0" 0 <Palavra> 1 0 O//<Palcwra>

PN

0 0 <Palavra> 1

restando aplicar a regra <Palavra> — ¢.

Exemplo 6.3. Seja F' a linguagem de alfabeto ¥ = {f,x,(,),,} assim definida indutiva-
mente.

(i) x €F

(ii) f(ay,00) € F, quaisquer que sejam oy, ag € F
Considerando que as palavras da linguagem F sdo da categoria P, podemos escrever as regras

sequintes:
P — x

P — £(P.P)

Alguns exemplos de palavras desta linguagem:

f(x,x)
f(f(x,x),%)
f(x,f(x,x))

f(£(x,x),f(x,x))
f(£f(x,x),f(f(x,x),x))

A drvore sintdctica de £ (f(x,x),x):

f/\
=TI
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Exemplo 6.4. Seja Ly = {0%*1F | k > 0} U {1k0%** | k > 0}, a qual pode ser definida

indutivamente pelas regras (i)— (iii).

(i) e€ Ly
(ii) se x € Ly ex ¢ {0,1}*{1} entdo 1200 € Ly
(ii) se x € Ly ex ¢ {0,1}*{0} entdo 00x1 € Ly

Se observarmos La, vemos que é constituida por dois tipos de palavras: as da forma 0%F1F,

que passamos a referir como sendo da categoria A e as da forma 1%0%* | que passamos a referir
como sendo da categoria B. as palavras de Lo, as quais podem ser do tipo A ou do tipo B,

atribuimos a categoria S. As regras da gramdtica $ao

S — A
S — B
A — ¢
A — O00A1
B — ¢
B — 1BO00

Note que cada palavra de Lo, com excepcao da palavra €, tem uma s6 drvore sintdctica.

A palavra € tem duas drvores sintdcticas:
S S
A B

9 9

ou

Por esta razdo, a gramdtica diz-se ambigua. Se as regras fossem as indicadas abaixo, entdo

a gramdtica jd mao seria ambigua.

S — ¢
S — 00A41
S — 1B00
A — ¢
A — O00A1
B — ¢
B — 1B00
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Para cada palavra da linguagem existiria uma e uma sé drvore sintdctica (a gramdtica fizaria

uma estrutura sintdctica inica para cada palavra).

Exemplo 6.5. A linguagem Ly = L(0(0+1)*1) = {0wl | w e {0,1}*} € constituida

pelas palavras da categoria S definida pelas regras sequintes.

S — 071
T — 0T
T — 1T
T — ¢

Por vezes, vamos esCrever as mesmas regras duma forma abreviada, como se seque:

S — 071
T — 0T | 1T | ¢

A linguagem {0,1}* € gerada pelas regras para T.

Exemplo 6.6. A linguagem L = {Ox1...0x,0 | k > 1,2, € L( (11)*11) para 1 < i < k} €
definida pela gramdtica

S — O0XR

R — O0OXR|O

X — 11X | 11

sendo constituida pelas palavras da categoria S. Verificamos que

e X gera L( (11)*11),
e R gera L£((0(11)*11)*0),e
e SgeraL=L((0(11)*11)*0(11)*110 ).

Exemplo 6.7. As sequéncias de parentesis curvos que sdo “bem formadas”, no sentido de
terem igual nimero de (’s e )’s, e serem tais que em qualquer prefizo duma tal sequéncia o
nimero de )’s nao excede o nimero de (’s, é a linguagem de alfabeto {(,)} gerada pelas
regras sequintes:

S — O | 8§ | )
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A palavra OO OO O tem duas drvores de derivacdo.

S/S\S S/S\S
ViVay VAN,
N N

c > C ) c > C )

Esta ambiguidade resulta das regras ndo fixarem o modo como uma sequéncia de S’s deve
ser partida. Assim se se tiver SSS (como no caso de () () ()), podemos considerar que €
justaposicdo de SS com S, mas também podemos considerar que € justaposicio de S com SS.

Se tivessemos escrito
S - X ’ XS

X —- (S| O
definiamos a mesma linguagem, mas agora cada palavra teria uma s arvore sintdctica (ou
seja, a gramdtica nao seria ambigua). Embora a justifica¢ao cuidadosa deste facto nao seja

trivial, ndo € dificil concluir que X ndo pode ser uma sequéncia de S’s.

Exemplo 6.8. Vamos agora considerar uma gramdtica para erpressoes aritméticas.

EF — ExE D — 0 D — 6
F — E+F D — 1 D — 7
E — (F) D — 2 D — 8
E — T D — 3 D — 9
I — D D — 4
I — DI D — 5

Uma derivagdo para 5 * (6 + 19)

F = ExE=IxEF=DxE=5xFE
= 5x(E)=5x(E+E)=5x[+FE)=5x(D+E)
= 5x(6+E)=5%x(6+1)=5x(6+DI)=5%(6+1I)
= 5% (6+1D) = 5% (6+19)

Exemplo 6.9. Que palavras de alfabeto {(,),+,*,0,[c],a,b} sdo geradas por aplicagcao das

regras sequintes?
S — alb | 0]
S — (548 | 89 | 5
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Se admitirmos que estd a representar o simbolo €, podemos dizer que esta gramdtica
descreve a linguagem das expressoes requlares de alfabeto {a,b}. Saliente-se que se tivessemos
escrito S — €, a gramdtica nao geraria, por exemplo, a expressio (a + €), mas geraria (a+),
palavra que nao € uma expressdo reqular! Para evitar esta confusdo, foi necessdrio distinguir
o simbolo € que pode ocorrer nas expressoes regulares, e por isso usdmos [€]. Assim, esta

gramdtica gera (a + [€]).

Mais ainda, as palavras desta linguagem sao expressoes requlares; nao sao linguagens

requlares.

Exemplo 6.10. Este exemplo sugere uma motivacao para o estudo das gramdticas no ambito
do curso — a descricao de linguagens de programacado.
Que palavras de {(,),:,> <, =,+,—,%,/,0,...,9,a,b,c,...,2z,,;}* sdo geradas a partir de

S por aplicagcao das regras sequintes?

S — if-(C) -then-goto- N

S — goto-N

S — V:=FE

S — stop

E — (FEOE) | (-E) | V | N
O — + | = 1=1/

¢ —- VXFE

X — > | < | > | <= | =] <
N — D | DN

D — 0o]1]2|3]|]4|5|6]|]7]8]|29
Vv — L | LN | LV

L — alblcldle|f|glh

ede P ?
P —- N-S | S;P

Ezxzemplo duma palavra da linguagem gerada a partir de P:
2-a:=10;--3-b:=35;--4-if - (b < a) - then-goto-8;--6-b:=(b —a); -7 -goto-4;-- 8- stop

Se supusermos que -- representa o caracter “a mudanca de linha” e - o caracter “espaco”,

entdo a palavra anterior seria

2 a:=10;
3 b:=35;
4 if (b<a) then goto 8;
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6 b:=(b-a);
7 goto 4;
8 stop
Exemplo 6.11. A gramdtica sequinte permite a gera¢do de um pequeno fragmento de frases

em lingua portuguesa.

(frase) —  (frase_nominal){frase_verbal)
(frase.nominal) — (determinante){frase_nominall)
(frase_nominall) — (nome_c){adjs)
(frase_nominall) — (nome_p)

(adjs) ~ {adj)adjs)

(adjs) — €

(frase_verbal) —  (verbo_i)

(frase_verbal) —  (verbo_t)(frase_nominal)
(nome_c) — gato

(nome_c) — rato

(nome_p) — joana

(verbo_i) — dorme

(verbo_t) — comeu

(determinante) — 0

(adj) — preto

Esta gramdtica deriva a frase o gato preto comeu o rato, mas ndao a frase gato rato

comeu o.

frase_nominal){frase_verbal)

(frase) (
(

o (frase_nominall){frase_verbal)

determinante)( frase_nominall){frase_verbal)

o (nome_c){adjs){frase_verbal)

o gato (adjs)(frase_verbal)

o gato (adj){adjs)(frase_verbal)

o gato preto (frase_verbal)

o gato preto (verbo_t)(frase_nominal)

o gato preto comeu (frase_nominal)

o gato preto comeu (determinante)(frase_nominall)
o gato preto comeu o (frase_nominall)

o gato preto comeu o (nome_c)

S O A

o gato preto comeu o rato
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6.2 Gramaticas Independentes de Contexto e Linguagens

Definicao 6.1. Uma gramatica independente de contexto € um quddruplo

G=(V,3,P,S)

o VV € um conjunto finito nao vazio de varidveis ou nao terminais (ou categorias

sintdticas)

e X ¢ um conjunto finito ndo vazio, disjunto de V, alfabeto ou conjunto de terminais

e S cV ¢ o simbolo inicial de G

e P é uma relagio bindria finita de V. em (V UX)*. Os elementos de P denominam-se

produgoes ou regras. Se (X,w) € P escreve-se X — w

Se existirem vdrias regras para um mesmo nao terminal X podemos abreviar numa,

separando-as com | do lado direito

X —a, X = ag, X — ag fica X — aj|as|as

Porqué Independentes de contexto? Porque as regras que definem um nao terminal X nao

estao restritas a um contexto. Para gramadticas mais gerais (Tipo 0) podemos ter regras do

tipo

a—f3 com a,fe (VUL a#e

e no caso das GIC tem de se ter € V! Mas nao vamos considerar gramaticas desses tipos.

As GICs permitem descrever conjuntos infinitos de um modo finito. Sao especialmente utili-

zadas para a descricdo da sintaxe de linguagens programacao.

Exemplo 6.12. Considere as gramdticas independentes de contexto assim definidas.

g1
Go
gs
G4
G5
Ge
g7

({T},{0,1},{T — 0T, T — 1T, T — ¢}, T)
({Z,U},{0,1},{Z = 0U, U — 12, U — ¢}, Z)
({Z,U},{0,1},{Z — 0U, U — 12, U — &}, U)
({U},{0,1},{U — 10U, U — ¢}, U)

({U,2},{0,1},{Z — OU, U — 10U, U — &}, Z)

({S}, {a,b}, {S — aaa, S — aaabbS},S)

({S,C}, {a,b},{S — aSb, S — C, C — bCa, C — b}, S)
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Note que a linguagem que uma dada gramatica gera € constituida pelas palavras que
esta caracteriza como sendo da categoria correspondente ao seu simbolo inicial. Por isso,
para bem caracterizar wma gramdtica, € imprescindivel indicar qual € o seu simbolo inicial.

As gramdticas dadas geram as linguagens sequintes.

L£G) = {01}

L(G2) {o}{10}* = L(9s)

L(gs) = {10} =L(G)

L(Gs) = {aaabb}*{aaa}

L(Gy) = {a"™tlam™b” | m € N,n € N}

A linguagem que uma gramética gera é constituida pelas palavras que podem ser derivadas
a partir do simbolo inicial (usando as regras). Para formalizar estagdo comegamos por definir

a nogao de textbfderivagao.

Exemplo 6.13. Voltemos a considerar a gramdtica dada no Exemplo 77, que agora definimos,
mais formalmente, por

G=({S,R,X},{0,1},P,5)
em que o conjunto das regras P € consituido por

S — 0XR

R — O0OXR | O

X—>11X‘11

Vamos mostrar que esta gramdtica gera 011110. Para isso, vamos partir de S (simbolo inicial
de G) e aplicar sucessivamente regras da gramdatica, nao esquecendo que pretendemos chegar
a 011110. Em cada passo da derivacao substitui-se uma varidvel qualquer aplicando uma

regra. Por exemplo:
S =6 0XR =g 011X R =g 011X 0 =g 011110

Ezistem outras derivagdes para 011110. Se substituirmos sempre a variavel mais a esquerda,

temos uma derivagao que dizemos ser pela esquerda.
S =g 0XR =g 011X R =g 01111 R =g 011110
Se substituirmos sempre a variavel mais a direita, temos uma derivagao pela direita.

S =¢ 0OXR =g 0X0 =g 011X0 =g 011110
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Apresentdmos derivagoes diferentes para 011110. Contudo, existe uma unica arvore de

derivacao para 011110.

T
A
/|

Se a € (VUX)”" diz-se que é uma forma sentencial. Uma forma sentencial o é uma frase

(ou palavra) se consiste apenas em simbolos terminais (o € ¥*).
Definigao 6.2 (Derivagdo num passo). Seja G = (V,X,P,S) e a, 3 € (VUX) .
Dada uma gramdatica G = (V, 3, P, S) uma gramdtica independente de contexto. Diz-se que [
€ derivdvel de o num passo e escreve-se
o :% I}

se B resulta de a substituindo uma ocorréncia dum ndo terminal A em « por 7y, onde A —
v € P. Isto é, se existem a1,z € (V UX)" tal que a = oy Aas e B = aryas.

=& € uma relagdo bindria em (V U X)*

Exemplo 6.14. Sendo
G=({S,A,B},{a,b},{S — aB|bA, A — alaS|bAA, B — b|bS|aBB},S)

aaAb :>é aaaSh

com oy =aa, ag =b e a regra A — aS.

Definigao 6.3 (Derivacao em n passos). Define-se a relagao =G, derivagao em n passos por

inducdo para n > 0:
e a=fa,paraac (VUX)
° :>é 0B, derivacao num passo
L e’ :>8+1 B, se existe vy tal que o =3 v ey :% 15}

Finalmente, temos
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Definigao 6.4 (Derivagao). A relagio de derivacio =¢ € o fecho reflezivo e transitivo da

relacao derivagdo num passo :>€1;, isto é
=>§= Un>0 =>8

Definicao 6.5 (Linguagem gerada por uma GIC). A linguagem gerada por G = (V, X, P, S),
L(G) € o conjunto
L(G) = {z € ¥*|S =§ x}

Uma linguagem A C X* € independente de contexto, se A = L(G) para alguma gramdtica

independente de contexto G. Duas gramdticas Gi e Ga sdo equivalentes se L(G1) = L(Ga).

Exemplo 6.15. Mostrar que a linguagem L = {0"1"| n > 0 } € independebte de contexto.
Temos que mostrar que existe uma GIC G tal que L = L(G).

Seja a gramdtica Go = ({S},{0,1},{S — 0S1le}, S)

Por exemplo, 0313 € L(Gs) porque:

S =4, 051 =§, 00511 =g, 0005111 =, 000e111 = 000111 i.e,

4
S =4 000111.
Lema 6.1. vn >0, S :>g;r1 om1n

Dem: Por inducao em n. [
Vamos mostrar que L(Gs) = L

(C) Pelo lema ?? se x € L entao x € L(G2).

(2) Inversamente, se x € L(Gy) entio x € da forma 0™1", o que pode ser mostrado por
mnducdo no numero de passos de derivacao:

Base. Sen =1 entdo x =€

Inducdo. Se S ="! z entio S =1 051 =" 0yl = x e por hipdtese de inducdo y € da forma

0™1™. Donde x = 0mtlim+l ¢ [,

Exemplo 6.16. Mostrar que a linguagem L = {x € {a,b} T |tem o mesmo nimero de a’s e de b’s}
¢ Independente de contexto.
Seja G = ({S, A, B},{a,b},{S — aB|bA, A — a|aS|bAA, B — b|bS|aBB},S)

Lema 6.2. Vz € {a,b} ",
1. S :>’é T se e s se x tem o mesmo numero de a’s eb’s
2. A=7x se e sé sex tem mais um a queb’s

3. B = x se e s sex tem mais um b que a’s
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Dem: Por indugdo em |z
Base. Seja |z| = 1. Entio v = a ou =b.

(=) A=FaeB=5b, endo hd palavras de comprimento 1 derivadas de S.

(=) A menosde A— a e B— b, todas as regras fazem aumentar o comprimento das

palavras derivadas e portanto sé a e b sao derivadas (respectivamente de A e B)

Inducao. Suponhamos que as afirmagoes sao verdadeiras para |x| = k — 1, vamos ver que

sao verdadeiras para |z| = k. ?77.

(=) Se S =§ x entdo a derivagdo comega com a regra S — aB ou S — bA. No
primeiro caso, x = axy e |r1|=k—1eB :>§ x1. Por hipdtese de inducao, x1 tem
mais um b que a’s, portanto x tem o mesmo numero de a’s e de b’s. Analogamente

se prova o sequndo caso com x = bxq.

(<) Suponhamos que x tem o mesmo nimero de a’s e de b’s, queremos mostrar que
S =g x. O primeiro simbolo de x ou é um a ou é um b. Suponhamos que
x = axy. Entao |x1| = k—1 e x1 tem mais um b que a’s. Por hipdtese de indugdo,
B :>’_C; x1.Mas entdo, S =g aB =* ax1 = x. Analogamente se prova se x = bxy.

As partes 77 e 7?7 provam-se de maneira andloga a parte 77.

Exercicio 6.1. Termine a demonstracao anterior. ©

Exemplo 6.17. Mostrar que a linguagem L = {z € {(,)}*|x tem os paréntesis “bem casados”}

€ independente de contexto.

Por exemplo ()()(() € L e () € L, mas (000 € L, ))(¢ L ¢)((¢ L

Informalmente x € L se
e cada paréntesis esquerdo ( emparelha com um direito )
e 0s pares de paréntesis que emparelham estdo bem encaizados

Formalmente, seja:

E(xz) = o nimero de paréntesis esquerdos ( em x

D(zx) = o ndmero de paréntesis direitos ) em x

Dizemos que x € L se e so se:

i) E(x) = D(x)
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i1) Para qualquer prefivo y de x, E(y) > D(y)

Comecemos por ver se L € reqular. Suponhamos que sim, entao:

Lo{(")t=A")"In = 0}
também era reqular o que sabemos que € falso. O absurdo resultou de supormos que L era
reqular. Logo, L mao € reqular
Seja G = ({SH ()} AS — (5)|SS]e}, 9)
Temos que ()() € L(G): S = 5SS = S(S) = S(S) = (9(S) = O(S) = 00

Vamos provar que

L(G) = {z € {(,)}"| = satisfaz ?? e 7?}(= L)
C:

Se S =G x, entao x satisfaz 77 e 77.
Lema 6.3. Ya € (VUX)", se S =} a, entio a satisfaz 77 e 77.

Pelo Lema ??, se x € L(G) entdo x € L.

Dem: (do Lema ??) Por indugdo no comprimento da derivagado.

Base. Se S :>8 a, entdo o= S e S wverifica 77 e ?7.

Indugao. Suponhamos que o resultado € valido para derivacdes de comprimento n. Supo-

nhamos que S :>8+1 «. Entao existe § € (V UX)* tal que
S=¢B=¢a

Por h.i., B satisfaz a 77 e 7. Hd 3 casos a considerar, em relagdo a regra usada no

ultimo passo de derivacao:

S — € Existem 1,02 € (VUX)", B = 1SB e a = B132. Claramente « satisfaz a 77

e 77, uma vez que ndo sao alterados os numeros nem a ordem dos paréntesis.
S — S8 Ezistem 31,52 € (VUX)", 8= 315082 ea = $1SSB2. Como no caso anterior,
« satisfaz a 77 e 77.
S — (S) Ezistem 31,032 € (VUX), 8= 0319082 e a = (1(S)5.
E(a) = E(B)+1 = D(B)+1 = D(a)
Entao, o satisfaz 77. Falta ver que a satisfaz 77.
Seja v um prefivo de a. Queremos que E(v) > D(7)

e v ¢ um prefizo de B1. Entao é um prefizo de B, logo verifica 77.
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e v é um prefixo de $1(S, mas ndo de B;.
E(y) = E(B1)+1 = D(B1)+1 > D(B) = D(v)

o v=[(1(5)d e prefixo de B2
E(y) = E(6180)+1 > D($186) +1 = D(y)

Em todos os casos, E(y) > D(v) e~y qualquer. Donde « satisfaz 77.

2
Se x satisfaz 77 e 77, entao S =§ .
Demonstra-se por indugdo em |x|.

Base. Se |x| =0 entio x =€c e S =} e = x.

Inducgao. Suponhamos que o resultado € vdlido para |x| < n. Seja |x| =n+ 1. Entdo:

(a) existe um prefizo proprio y de x que satisfaz 77 e 77

(b) ndo existe tal prefizo

Caso 77:
Entio x =yz , 0 < |z| < |z| e z também satisfaz 7?7 e T, porque:
E(z) = E(z) —E(y) = D(z) - D(y) = D(2)
E se w € um prefixo de z,
E(w) = E(yw) — E(y) > D(yw) — D(y) = D(w)

Por h.i., S =%y e S =% 2. Entao podemos derivar x:
S:%SS:%yS:%yz:x

Caso 77:
Entao, x = (2) e z satisfaz 77 e 77, porque:
E(z) = E(x)—1 = D(z)—1 = D(z)
E se w € um prefizo nao nulo de z,
E(w) — D(w) = E((w) —1— D((w) >0, porque E((w) — D((w) > 1

Entao, S =¢ 7 e

S=;(8) =g (2) =1

Exercicio 6.2. Construa gramdticas independentes de contexto que reconhecam as sequintes

linguagens. Caso ndao seja indicado, o alfabeto considerado é ¥ = {0,1}.
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a) O conjunto vazio

b) X*

¢) {w:w contém pelo menos trés 1s}

d) {w : w comega e termina pelo mesmo simbolo}

e) {w : o comprimento de w é impar}

f) {w : o comprimento de w é impar e o simbolo do meio é 0}
g) {w :w contém mais 1s que 0s}

h) {w:w=w?}

i) {w : w tem duas vezes mais Os do que 1s}

j) O complemento da linguagem {0"1™ : n > 0}

k) {w € {0,1}*| 8 divide a diferenga entre o nimero de 0’s e 1’s em w}
1) {a''ct € {a,b,c}*|i >0, >0}
m) {a'biTicl € {a,b,c}*|i >0, j > 0}

<&

6.2.1 Derivacoes pela esquerda e pela direita e Arvores de derivacao

Uma mesma palavra pode ter varias derivacoes, mas derivacoes em que apenas muda a ordem
pela qual se fazem as substituicOes sao iguais. Assim podemos restringir a escolha de qual a

varidvel a substituir em cada passo:

Definigao 6.6 (Derivacao pela esquerda). Em cada passo de derivagdo substituimos o nao-

. ., . \ . . e
terminal (ou varidvel) mais a esquerda na forma sentencial. Designa-se por =.

Exemplo 6.18. No exzemplo anterior, para derivar ()()() pela esquerda vem:
S =4 88 =4 S5 =5 (9)SS =5 055 =4 0(5)S =g 005 =¢ 00(S) =¢ 000

Definicao 6.7 (Derivacao pela direita). Em cada passo de derivagao substituimos o nao-

. .. LN e . . d
terminal (ou varidvel) mais a direita na forma sentencial. Designa-se por = .

Exemplo 6.19. No ezemplo anterior para derivar ()()() pela direita vem:

S =g 88 =g S5 =4 8S(5) =5 S8() =4 S(8)() =¢ SO0 =¢ (900 =¢ 000

A.Tomas, N.Moreira Modelos de Computagao DCC-FCUP



6.2. GRAMATICAS INDEPENDENTES DE CONTEXTO E LINGUAGENS$4

Exemplo 6.20. Considerem-se as sequintes drvores de derivacdo:

/\
/\ /i\)
(/S\) (/S\)

€ €

S = 855=555=(5)55 = (55 = ()(5)5 = 005 = 00(S) = 000

/ \
(/L\) _ \
(/S\) (/S\)

€ €

5= 55=(5)5=(05=(055= (55 = 005 = 00(5) = 000

1.

Duas drvores de derivagdo para ()()() por G que correspondem a derivagoes distintas.

Recordemos que, uma arvore é grafo (ndo dirigido) em que o nimero de vértices excede em
1 o nimero de arcos. Um vértice é acessivel a todos os outros: a raiz. Os vértices que sao
acessiveis por um arco dum outro denominam-se filhos desse vértice. Os vértices que nao sao

origem de nenhum arco dizem-se folhas. Os restantes dizem-se internos.

Exemplo 6.21. Considere a sequinte drvore ordenada:
7
VRN
5 6
SN
1 2 3 4
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A raiz da drvore € 7. Os filhos do vértice 7 sdo 5 e 6, do vértice 5 sdo 1, 2 e 3 e do vértice 6

€ apenas 4. As folhas sao 1, 2, 3 e 4. Os vértices 7, 5 e 6 sdo internos.

Definigcao 6.8 (arvore de derivagao). Dada uma gramdtica G = (V, %, P, S) uma arvore de

derivac@o para x € L(G) com raiz S € uma drvore em que:
1. A raiz é S
2. Cada vértice € etiquetado por um simbolo de V.U X U {e}
3. O simbolo de um vértice interno € uma varidvel de V
4. Os simbolos das folhas sao terminais ou € (caso em que € o unico filho).

5. Se um vértice interior tem simbolo X e tem n filhos com simbolos X1, Xo,... X, entdo

existe uma producao em P, X — X1 Xo... X,
6. x € a concatenagao dos simbolos das folhas ordenados da esquerda para o direita
Proposicao 6.1. Dada uma gramdtica G = (V, X, P,S) e x € ¥* sdo equivalentes:
1. S =%, isto €, x € L(G)
2. S:>;w
3. S:d>;w

4. Eziste uma drvore de deriva¢ao para x (com raiz S)

Dem: E ébvio que 77 =727 e 77 =7?7.

Podemos generalizar a nocao de arvore de derivacao para o caso da raiz ser qualquer variavel
A € V e para que as folhas possam ser também varidveis: arvore de derivacdo com raiz A
para a € (V U )"

7?7 =77 (7?7 =77): Vamos mostrar que para todo A € V| se existe uma arvore de derivacao
com raiz A para uma forma sentencial a entao Aé;a e A:d>;a.

Por inducao no nimero de vértices internos da arvore.

Base. Se s6 existe um unico vértice interior a arvore é da forma:

X X, . X,

a=X1Xy...X, e A— « € P. Entao, A:d>ga e A:e>goz.
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Inducao. e Suponhamos o resultado valido para drvores com no méximo k — 1 vértices

internos.

e Seja uma arvore de derivagdo com raiz A para o e com k vértices internos. Sejam
X1,Xs,..., X, os filhos da raiz (e A — X1 X5... X,, € P).

p . ’ . . . e *
e Cada X; é raiz de uma drvore com menos de k vértices internos, e por h.i. X;=ga;,
sendo «; a concatenacgdo das folhas da arvore de raiz X; ordenadas da esquerda

para a direita e @ = a1y ... ay

X1 X2 cee Xn

e Construimos uma derivacao pela esquerda para «:
e e * e * e * e *
A =g X1 Xo... Xn:>ga1X2 - Xn:>ga1a2 . Xn:>g - :>ga1a2..an =

. S . . d
e Analogamente se constréi uma derivacao pela direita, pois X;=go;
7?7 =77 por inducdo no nimero de passos da derivagao:

Base. Um passo. A arvore é como no caso base anterior.
Inducao.
e Suponhamos que para qualquer A € V, se A =* o com menos de k passos entao
existe uma arvore de derivagdo para « com raiz A.
e Seja A =* o uma derivagao com k passos. Seja o primeiro passo A = X1 Xs ... X,,.

e Qualquer simbolo de « ou é um dos X; ou pode ser derivado de um deles. Essas
derivacoes tem menos de k passos, logo podemos aplicar a h.i.. Isto é, existem

arvores de derivacao para cada uma dessas derivacoes.

e Construimos uma arvore de derivacao para «, considerando a raiz A e os filhos as

raizes dessas arvores.
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X1 X2 cee Xn

AN

Exemplo 6.22. Seja G a gramdtica ({A,B},{a,b},{A — BaaB, B — aB, B—bB, B —
e}, A).

Duas derivacgoes pela esquerda para aaa:

O

A = BaaB = caaB = aaaB = aaac = aaa
A = BaaB = aBaaB = acaaB = aaac = aaa

Duas drvores de derivacao para aaa:

N\ 7N\,
N

9 a B a

6.3 Ambiguidade em Gramaticas e em Linguagens

Definigao 6.9. Uma gramdtica G diz-se ambigua se existe mais do que uma drvore de de-
riva¢ao para algum x € L(G). Eequivalemente se existe mais do que uma deriva¢ao pela

esquerda (ou pela direita) para algum x € L(G).)

Exemplo 6.23. A gramdtica G = ({S},{(,)},{S — (5)|SSle},S) dada para a linguagem

L de parentesis “bem casados” € ambigua. ()()() € L(G) tem duas drvores de derivagdo
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distintas:

\ /

/ g g \
/ \ (/Jg\) (/Jg\) / \
\ /\ /\ /

/ \

i | | | | i
S S € € S S
l l l l

Agora, se substituirmos as regras de G por:

S — XSl|e
X = (9

obtemos uma gramdtica que gera L e nao é ambigua.
Exercicio 6.3. Verifique que ()()() sé tem uma drvore de derivagdo. <

Para mostrar que uma gramatica nao é ambigua, temos mostrar que nenhuma palavra gerada

tem duas arvores de derivagao (ou duas derivagdes pela esquerda distintas)

Exemplo 6.24. Consideremos a gramdtica obtida no exemplo anterior.

As derivagoes a partir de S sao (ou €) ou da forma:

S=1XS=XXS=!.. . =X i>0

e a partir de X temos univocamente, para algum j >0, X =I+1 (X7).

Cada palavra gerada € univocamente determinada pela escolha de um i e, para cada i, um j;

. O que prova que nao € ambigua.

Exemplo 6.25. A gramdtica jd descrita para a linguagem das expressoes aritméticas €

ambigua:

G. = ({E,D,I},{0,1,2,3,4,5,6,7,8,9, x,+,(,)},
E — ExE|E+E|E)|I
{I — D|DI }
D — 0[1]2/3|4]5/6/7|8]9
,E)

E estas regras para E nao capturam a precedéncia da multiplicacdo em relacdo a adigdo: por
exemplo, existem duas drvores de derivacdo para 2+ 5 X 4: uma correspondendo ao valor de
2+ (5 x4) e outra ao de (2+5) x 4
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E

SN I\

E E X E
I E X E E + E I
D I 1 1 1 D

Isto € mau se pensarmos implementar um avaliador de expressoes aritméticas... A ambigui-

dade vem de:

e a precedéncia dos operadores nao € respeitada

o Uma sequéncia de operacies iguais pode ser agrupada & esquerda ou o direita.
Exercicio 6.4. Determinar duas drvores de derivacdo para 2+4+5 ©

Exemplo 6.26. Vamos ver como podemos remover a ambiguidade da gramdtica do exemplo
anterior. Podemos solucionar o problema introduzindo mais nao terminais, que correspodam
ao agrupamento de operacoes pretendido: X maior precedéncia que + e associatividade @

esquerda para operadores iguais. Vamos considerar mais dois nao-terminaias:
F factores identificadores ou expressoes entre parentisis: F — I|(E)

T termos produto de um ou mais factores; ndo pode ser decomposto por operadores +: T —
F|IT x F

Assim, se se substituir as regras para E pelas sequintes, a gramdtica resultante ndo € ambigua:

E — E+T|T
T — TxF|F
F — (E)|I

Exercicio 6.5. Verificar que agora 2+ 5 X 4 s0 admite uma drvore de derivagdo. ©

Em geral, nao é facil mostrar que uma gramdtica nao é ambigua (temos que mostrar que

todas as palavras da linguagem tem uma dnica arvore de derivagao).
Exemplo 6.27. Neste caso deve-se a:

e facilmente se vé que um factor s tem uma drvore de derivacdo.
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e as palavras derivadas de T sdo produtos de factores tal que se f1 X fo X ... fn1 X fn
€ derivada entdo a unica drvore de derivagdo € tal que os filhos da raiz sio T, x, F
onde T € a raiz duma drvore de derivacao para fi1 X fo X ... fn_1 e F raiz duma drvore

de derivacdo para f.

e do mesmo modo se prova que so existe uma drvore de derivacd

para as palavras derivadas a partir de E: expressdes que sao sequéncias de termos

ligados por o operador +

Note que se uma gramatica nao for ambigua cada palavra tem apenas uma derivacao pela
esquerda (e sé uma derivagao para a direita)
Embora possa ser dificil mostrar que uma gramatica nao é ambigua, estas gramaticas sao

muito importantes:

e em compiladores e outros avaliadores de expressoes, as gramaticas permitem construir
estruturas sintdcticas (correspondentes a arvores de derivacao) a partir das quais é
determinado o significado das expressoes: se a graméatica é ambigua entao uma mesma
expressao (p.e programa) pode ser avaliada vérias maneiras (no caso do programa,

produzir mesmo resultados diferentes).
Exemplo 6.28. A gramdtica G dada por
({A,B},{a,v},{A — BaaB, B— aB, B—bB, B— ¢}, A)

e a gramdtica G' = ({A, B,C},{a,b}, P, A) em que P é

A — CaaB

B — aB C — bl
B — bB C — ab(C
B — ¢ C — ¢

geram a linguagem das palavras em {a,b}* que tém aa como subpalavra. Mas G é ambigua,
enquanto que G' nao é ambigua. De facto, G' “identifica” a primeira ocorréncia de aa na
palavra, e por isso ndo hd qualquer ambiguidade quanto o estrutura da palavra. A gramdtica

G’ decompoe v em
riaary com w1 € {b,ab}*, x2 € {a,b}*
enquanto que G decompoe em

xriaars com x1,x9 € {a,b}”
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Exercicio 6.6. Considere a gramdtica
G={SX},{S— X|Sa,X — a|b},{a,b},5)

Mostre que nao € ambigua e determina a linguagem gerada. <

Resolugao 77

Pela primeira producao de S apenas se deriva a e b e univocamente.

A segunda producgao de S pode ser aplicada um certo nimero de vezes i > 0 e depois aplicar
a primeira producdo: S = Sa = Saa = ... = Sda' = Xd’

Isto é, S =1 X’

Para cada forma sentencial Xa’ sé hé duas producoes alternativas a aplicar, produzindo a’+!
ou ba’. Temos que a linguagem gerada é:

L={a'|i>1}U{ba’|i>0}

Uma palavra gerada é univocamente determinada pela escolha de um ¢ e de uma das duas

produgoes no ultimo passo.

Exercicio 6.7. Considere a gramdtica

G = ({S},{S — aSbS | bSaS | €},{a,b},S)
a) Mostre que L(G) € o conjunto de palavras de {a,b}* com o mesmo nimero de a’s e b’s.

b) Mostre que G € ambigua.

¢) Escreva uma gramdtica nao ambigua equivalente a G

<o

Defini¢ao 6.10. Uma linguagem independente de contexto diz-se (inerentemente) ambigua

se todas as gramdticas independentes de contexto que a geram sao ambiguas.

Exemplo 6.29. A linguagem independente de contexto
L ={ad"b"c"d™|n>1,m > 1}U{a"b"c"d"In > 1,m > 1}

€ ambigua.

Descreva uma gramdtica para L e verifica que é ambigua (porque todas sao!).

Normalmente nao é facil provar que uma linguagem é ambigua, até, no caso geral, é um
problema indecidivel. Mas, uma linguagem deste tipo nao seria boa para descrever a sintaxe

duma linguagem de programacao.
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6.4 Algumas Propriedades das L. I. C.

Comegamos por mostrar que a classe das linguagens independentes de contexto é fechada
para a uniao finita, a concatenacao e o fecho de Kleene (mais adiante, vamos ver que nao é
fechada para a complementacao nem para a interseccao).

Em seguida provamos que a classe das linguagens regulares estd contida propriamente (ou
seja, estd contida e é diferente) na classe das linguagens independentes de contexto. Tal prova
segue quase como corolario do facto da classe das linguagens independentes de contexto ser
fechada para as operacoes atrds referidas. Apresentamos ainda uma prova alternativa, na
qual se descreve um método para determinar uma gramética independente de contexto que

gera a linguagem aceite por um dado autémato finito.

6.4.1 Propriedades de Fecho

Vamos ver classe das linguagens independentes de contexto é fechada para a reunido finita,

concatenacao finita e fecho de Kleene.

Proposigao 6.2. A reunido finita de linguagens independentes de contexto € uma linguagem

independente de contexto.
Dem: Sejam L; e Ly linguagens independentes de contexto (LICs) de alfabeto X.

Base. Sejam (G; e (G9 graméticas independentes de contexto que geram Lq e Lo, respectiva-
mente.
Gl = (‘/1727P1751) € G2 - (VQ, Z,PQ,SQ)
Sem perda de generalidade, vamos supor que Vi NVy = () (se V4 N Vo # () escolhemos
outros simbolos para representar as varidveis comuns).

Consideremos a gramética G = (V, X, P, S) em que: Seja G = (V, X, P, S) em que

e S uma variavel nova

e V={S}UuWLUW

] P:{S—>Sl, S—>SQ}UP1UP2
Nao ¢ dificil concluir que LiULy = L(G). De facto, z € L(G) sse x € ¥* e S =* .
Mas, S="zseesdése S=S1eS ="x,0uS=S5¢e 85 ="z

Indugao. Supomos agora, como hipdtese de induc¢do que para um dado n > 2, a unido de n
quaisquer LICs de alfabeto X, é uma LIC. Seja L a uniao de n 4+ 1 LICs. Para concluir

que L é uma LIC, basta notar que tal unidao é uniao de uma LIC com n LICs. Como
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por hipétese a unido de n LICs é uma LIC, conclui-se que L é unido de duas LICs, o

que (vimos acima) é uma LIC.
O

Proposigao 6.3. A concatenacdo de duas linguagens independentes de contexto € uma lin-

guagem independente de contexto.

Dem: Sejam L; e Lo LICs, e sejam G = (V1, %, P, 51) e Go = (V2, %, P»,S2) GICs que as
geram, respectivamente.
Sem perda de generalidade, supomos Vi NV, = (. Seja S uma nova varidvel. A linguagem

L1 Ly é alinguagem gerada pela gramética independente de contexto G = (V, X, P, S) em que:
e S uma nova variavel
o V={S}uWViUV;
e P={S5—55}UPUP,

Vamos ver que L1 Ly = L(G):
x € L(G)sse S =*x. Mas, S =>*zseesdse S = 515, 51 =21, =" r0ex=x129. O

Exercicio 6.7.1. Mostre que a concatenacao finita de linguagens independentes de contexto

¢é independente de contexto.

Proposicao 6.4. O fecho de Kleene duma linguagem independente de contexto € independente

de contexto.
Dem: Seja L uma LIC, e seja G = (V4,%, P1,S1) uma GIC (gramética independente de
contexto) que gera L. Seja G = (V, X, P, S) em que
e S uma nova variavel
o V={S}uW
e P={5—5,58—¢cUP
Vamos ver que L1* = L(G):

L(G) C L*. Com efeito, qualquer que seja n > 1 tem-se S =" = sem aplicar regras em P; se
es6sex =SS ouzx= S’f_l. Logo, se S =* x e z€X* entao x é uma sequéncia finita

de palavras de L ou x = ¢. Em conclusao, £(G) C L*.

L(G) O L*. Reciprocamente, L(G) O L* pois se x € L* entdao x = € ou x é uma sequéncia
de k palavras de L, para algum k& € N. Logo, se for x = ¢, é trivial que S =* z; se for

r=2x...0, com x; € L, entdo S =+l Sf =* azle_l =* 7.
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6.4.2 Linguagem regulares e gramaticas lineares

Proposigao 6.5. Qualquer linguagem reqular € independente de contexto.

Dem: Vamos mostrar a proposicao por inducao sobre o nimero de operadores numa ex-
pressao regular que descreva a linguagem dada.
Seja L C ¥* uma linguagem regular, e seja 7 uma expressao regular que descreve L.

Caso r tenha 0 operadores, entao
e ser=¢,sejaG=({S},%,{S — ¢}, 9);
e ser =0, seja G=({5},%,{},9);
e ser=ua,ac€XsejaG=({S},%,{S — a},9).

Como hipdtese de inducao supomos que qualquer linguagem que seja descrita por uma ex-
pressao regular 7/ com menos operadores do que r, é independente de contexto, sendo r’
qualquer. Se r tem algum operador, entao r = (r}), ou r = (rir2) v = (r; +r2). Tendo r1 e
ro menos operadores do que r, por hipdtese, L(r1) e L(r2) sao LICs.

Entao, como ja mostramos que a classe das linguagens independentes de contexto é fechada
para a uniado, o fecho de Kleene e a concatenacao, concluimos que £(r) é uma LIC, pois
L(r) = (L(r1))*, ou L(r) = L(r1)L(re) ou L(r) = L(r1) U L(r1), respectivamente. O
Podemos também mostrar a Proposicao 77, definindo uma GIC naturalmente associada a um
autémato finito deterministico que reconhece a linguagem dada.

Dem: (outra demonstracao da Proposicao ?7) Seja L uma linguagem regular, e seja
A= (5,%,9,s9, F) um autémato finito deterministico tal que L = L(.A).

A gramética G = (W, X, P, Vy,) vai ser assim definida:

e A cada estado s € S associa-se uma wvaridvel V.

V={V; | s€ 5}

e O conjunto de regras P ¢é assim definido:

— A cada transi¢do 6(s,a) = s’ faz-se corresponder uma regra V; — aVy;

— Para todo sy € F inclui-se ainda a regra Vs, — .

Vamos ver que L(A) = L(G).
Le, Vr e ¥*, S(so,m) € FsseVyy =5
Comecemos por ver que:

Vs € SYw € $* §(s,w) = &' sse Vs =* wV!
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Base. w = ¢, entao 5\(3, €)=seV; =0V
Indugdo. w = za e por hi. (s, x) = s sse Vy =* 2V

d(s,w) = (s, za) = 0(6(s,x),a) = §(s',a) = s”, para algum s” € S, sse V; =* 2V =
zaV! = wV/ porque V! — aV/ € P

Temos entao que:
A(so, x) €EF

-~

d(so,x) =sf, speF

x € L(A)

Vso =" Vs, =

=
=
=
<~ z€L(G)

Exemplo 6.30. Considere o autdomato segquinte

@O

A gramdtica definida na prova da proposi¢io anterior tem {Vs,, Vs,, Vs, } como conjunto de

varidveis, sendo Vs, o simbolo inicial, e tem as regras de produgao sequintes:

Vs — €| aVs, | bV,
Ve — a‘/;a‘bv&‘s

As regras da gramaética que se definiu na prova dada acima tém uma forma particular: no
lado direito de cada regra ocorre no maximo uma varidvel; e se analisarmos as regras da
gramatica que tém alguma varidvel no lado direito, vemos que a varidvel aparece sempre no

fim (ou seja, o mais a direita possivel) . As gramadticas desse tipo dizem-se lineares a direita.

Definicao 6.11. Uma gramdtica independente de contexto diz-se linear a esquerda se todas
as suas regras sao da forma X — w ou X — Yw, em que X e Y sdo varidveis e w € ¥*.
Uma gramdtica independente de contexto diz-se linear a direita se todas as suas regras sao da

forma X — w ou X — wY, em que X eY sdo varidveis e w € 3*.

As gramaéticas lineares a direita ou lineares a esquerda também se chama gramaticas regu-

lares. Essa designacao surge naturalmente como consequéncia dos resultados seguintes.

Proposicao 6.6. A classe de linguagens regqulares € a classe de linguagens independentes de

contexto geradas por gramdticas lineares a direita.
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Dem: Da prova da Proposi¢ao 7?7 (segunda versao) conclui-se que a classe de linguagens
regulares estd contida na classe de linguagens geradas por gramaticas lineares a direita.
Resta mostrar que “a classe de linguagens regulares contém a classe de LICs geradas por
GICs lineares a direita”.

C: Seja L = L(G) para uma gramatica linear a direita G = (V, X, P, S). Construimos um
AFND-¢, A = (Q,%,0,ss,{sc}) que simula as derivagoes em G.

o Q ={s, |a é S ou um sufixo de qualquer lado direito duma producao de P}
e Define-se § por:

1. Se X € V, entao 0(sx,€) = {sq |X — a € P}
2. SeaeYeacX*UX*V, entao §(Saa,a) = {Sa}
Mostra-se por indugao no nimero de passos da derivagao ou transicoes que
saeg(ss,w) seesbése S="xX = rzya =waonde X »yaew=xy;ousea=_S5ew=ec¢.

Como s, é o unico estado final, A aceita w se e 36 se S =* X = w. O que equivale a dizer
que w € L(G).

Exercicio 6.8. Termine a demonstracao anterior. ©

Exemplo 6.31. Seja G = ({S},{a,b},{S — aaa, S — aaabbS},S9).

A gramdtica G' € equivalente a G e estd nas condi¢oes impostas na prova anterior:
= ({Sv X17X27X37Y17Y27YE57Y217Xf}7 {avb}7P7 S)

€m que as regras 5a0

S — aXj S — aY
X7 — aXy Y7 — aYy
Xo — aXy Yo — aYs
Y3 — bYy
Yy, — bS
Xy — ¢

O automato finito que se obtém é:

%)
AN

(0=

(=)

(o)
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Exercicio 6.9.

1. Construa uma gramdtica linear o direita que gere a linguagem aceite pelo autémato
A = ({s0, 1, 52},{a,b},0,{s0,s2}) onde

a |b
So || S1 | S1
S1 S2 | S9
S9 S92 | S2
a,b @ a,b @

a,b

2. Construa um AFND’s correspondente a gramdtica cujas regras sao: {S — 04, A —
10A |e}

Resolugao 77
A = ({357 S0A,SA, Se, SlOA}7 {07 1}7 57 59, {SE}); onde

d(sgs,€) = {spa}
d(s4,¢€) = {104, 8¢}
6(s04,0) = {sa}
6(s104,1) = {s0a}

O

Seja x uma qualquer palavra de alfabeto 3. Denotamos por =" a palavra x escrita da direita
para a esquerda. Formalmente, ¢” = ¢ e (aw)” = w"a para todo w € X* e a € X.

Dada uma linguagem L, seja L" = {a" | = € L}.
Lema 6.4. Qualquer que seja a linguagem L, tem-se L € reqular se e s se L" € reqular.

Dem: Se mostrarmos que se L for reqular entao L™ € regular, podemos concluir que se L”
for regular entao (L")" é regular. Mas como, (L")" = L, fica provado que se L" for regular
entao L é regular.

Assim, vamos mostrar que se L é regular entdo L" é regular. Sabemos que se L é regular
entao existe um autémato finito deterministico que aceita L. Seja A = (5,3, 0, so, F') um tal
autéomato.

Seja go um novo estado. Consideremos um autémato finito A" = (S U {q0}, 2,9, g0, {s0})
em que a funcao de transicao &' é dada por ¢'(go,e) = {f | f € F} (transigoes do novo

estado inicial para cada um dos estados finais de A por ¢), e para os restantes estados s € S
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e sfmbolos a € 3, tem-se 0'(s’,a) = {s} sse d(s,a) = s’ (ou seja, orientam-se os arcos em
sentido inverso).

Nao é dificil concluir que existe caminho em A do estado sy para algum dos estados finais
etiquetado por z se e s6 se existe caminho em A’ do estado gy para o estado sq etiquetado por
z". Em A’, efectua-se transicao por € para o estado final referido, e efectuam-se as transicoes

(inversas) em A" pela ordem inversa das efectuadas no processamento de z por A. O

Exemplo 6.32. Seja L a linguagem reconhecida pelo autémato

1
—>

<_
1
\ .

A linguagem L" € a linguagem reconhecida pelo autémato

/
1@<— <o—@
\0
()

Proposicao 6.7. A classe de LICs geradas por GICs lineares a direita € a classe de LICs

Q
H/

~l

geradas por GICs lineares a esquerda.

Prova. J4 vimos que a classe das linguagens regulares é a classe das linguagens geradas por

gramaticas lineares a direita.

Por outro lado, se uma dada linguagem L for gerada por uma gramatica linear a es-
querda, entao se substituirmos cada regra dessa gramatica da forma X — Yw por
X — w"Y e cada regra da forma X — w por X — w", com w € ¥*, obtemos uma
gramatica linear a direita que gera L". Assim, podemos concluir, pelo lema anterior,
que L" é regular. Mas se L" é regular também L é regular. Em conclusao, qualquer
linguagem que seja gerada por uma gramdtica linear o esquerda, pode ser gerada por

uma gramdtica linear a direita.
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De modo andlogo se mostra que se L € gerada por uma GIC linear o direita entao L"

€ gerada por uma GIC linear a esquerda.

Assim, como (L")" = L, concluimos ainda que L é gerada por uma GIC linear a esquerda

se e s6 se L é gerada por uma gramatica linear a direita.

Finalmente, pelo Lema e Proposicao anteriores, L" é gerada por uma GIC linear a
direita se e s6 L é gerada por uma GIC linear a direita. Logo, L é gerada por uma GIC
linear a esquerda se e s6 se L é gerada por uma gramatica linear a direita. O
Ja vimos que existem linguagens independentes de contexto que nao sao regulares. Por
exemplo, {0"1" | n € N} de alfabeto {0,1}, as sequéncias de parentesis curvos que sdo bem
formadas, etc. Com o exemplo seguinte pretendemos ilustrar como é que se pode tentar

provar que uma dada gramaética gera uma certa linguagem.

Exemplo 6.33. A linguagem L = {aaaxay | |z| < 2|y|, z,y € {0,1,b}*} de alfabeto

{0,1,b,a} nao € reqular mas € independente de contexto.

L nao é regular, pois nao satisfaz a condi¢ao do Lema da repeticio (para linguagens regu-
lares).

De facto, seja n € N\ {0} qualquer. Procuremos uma palavra © € L tal que || > n e
quaisquer que sejam u,v,w com T = uvw, |uv| < n, v # e, existe i € N tal que wvlw ¢ L.
Uma ideia... por evemplo, v = aaa1®"al1™ (ndo pode ter mais 1’s na primeira parte)
Para que |uv| < n e v # e € necessario que uv seja prefizo de aaal™3 sen > 3 ou de aaa
sen < 3. Entao v tem algum a ou v ndo tem a’s.

Se v tiver algum a, corta-se v (toma-se i =10) e uvw ¢ L porque ndo comega por aaa.

Se v nao tiver a’s entdo so tem 1’s, sendo

r = aaatk vl 2n—k-fulgqn
—_— N —} —

u v w

Nesse caso, por exemplo uvvw ¢ L (caso i =2)

L = {aaazay | |z| <2ly|, =z,y € {0,1,b}*} é independente de contexto porque é
gerada, por exemplo, pela gramdtica G = ({S, R, A},{0,1,a,b}, P,S) cujas regras sao

S aaa R
AARA
ARA
RA

a

b |10

Ll bl

SN~ =y I~ =y
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Vamos mostrar formalmente que G gera L, ou seja L(G) = L.

Mostremos, por indugdo sobre o numero de regras aplicadas, que: quaisquer que sejam n €
N\ {0} ez € (VUX)*, se R =" 1z sem substituir A entio x = A¥a A" com
0<k<2n—-1)ouz = A*RA" com 0 < k < 2n. (Observe que, como consequéncia,
qualquer palavra em X* gerada a partir de R € da forma xay com |z| < 2|y|, z,y € {0,1,b}*.)

Base. Cason=1. Se R ="' z entdo x = A%aA°, oux = A*RA com 0 < k < 2 pois

R — AARA
R = AFRA
por R — ARA
0<k<2
R — RA
ou
R = AFaA®
por{R — a
0<k<0

Inducdo. Se n > 1, entdo por definicio de ="+ tem-se
R ="Mz sse I c(VUR) (R =" AN 2 = 2)

Para R ="1 x sem substituir A’s, entdo na derivacio de ' ndo se substituiu qualquer
A.

Supondo, como hipdtese de indugao, que qualquer que seja w € (VUX)*, se R =" w
sem substituir A, entdo
w = AkRA", com 0 <k <2n

ou
w= A*aA" 1 com 0 <k <2(n—1),

podemos deduzir (porqué?) que

2 = A*RA™, para algum k tal que 0 < k < 2n

Como x resulta de ' = A¥RA™ por aplicacdo duma regra, x é da forma esperada

rz = Al7a A" e 0<g<2n
ou

x = ATRA™ ¢ 0<¢g<2n+2

De facto,
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x = AFP2RA™L por AFRA™ = A¥AARA™, ou
z = AFTIRA™ por AFRA™ = AFARA™ | ou
z = AFRA™ por AFRA™ = AFRA™!, ou

xz = A*Fa A" por AFRA™ = AFaA”,
Como 0 < k < 2n entao

r = ATRA™™ ¢ 0<q<k+2<2(n+1)
ou
r = A%a A" e 0<qg<2n

Concluimos que: qualquer palavra em ¥* gerada a partir de R € da forma xay com |x| < 2|y|,
x,y € {0,1,b}*.
Resta mostrar que toda a palavra da forma xay com |z| < 2|y|, com z,y € {0,1,b}* pode ser

derivada a partir de R. De facto,

e Se x| > |y|, aplicamos |x|—|y| vezes R — A AR A sequido de 2|y|—|z| vezes R — AR A
para obter APl R AWl depois R — a, e finalmente |z| + |y| vezes regras para A para

derivar x e y. Ou seja, se k = |x| en = |y|
R :>k—n A2(k—n) RAk—n :>2n—k Ak R A"
e Se|z| < |yl|, aplicamos |z| vezes R — AR A e |y| — |z| vezes R — R A, e depois R — a,
e finalmente |x| + |y| vezes regras para A para derivar x e y.
R=F AFRAN =k AFRAM
e F selx|=|yl? (Queira o leitor interessado preencher os detalhes. .. )
Conclui-se que L(G) = L, isto € que

(i) VeeL S ="z
(1i) VreX* seS =*x entdox € L

6.5 Formas normais

Em varias situacoes é util que as regras das gramaticas tenham formas especiais Para tal é

necessario que se possa transformar qualquer gramatica numa equivalente e que esteja em
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forma normal. As formas normais que vamos considerar nao geram a palavra vazia (notar
que isto nao é uma restricdo demasiado forte...). Para as linguagens que nao gerem e temos,

por exemplo,:

Forma normal de Chomsky (FNC) as produgoes sao da forma A — BC ou A — a, para
AB,CeVeaeX

Uma vantagem é que as arvores de derivacao sao todas bindrias.

Forma normal de Greibach (FNG) as produgoes sao da forma
A—>aB1B2...Bk
para algum k >0e A, By,...By € Vea€X.

Uma vantagem é que em cada passo de derivacao um terminal é consumido. Isto é, se

|x| =n e x € L(G) entao S =" x.

Exemplo 6.34. Consideremos mais uma vez a linguagem, dos paréntesis bem casados. Jd

vimos que uma gramdtica para esta linguagem pode ser:
G = {S1},{()} {51 — (S1)[S151]€}, 5)
Gramdticas para esta linguaguem sem €, em FNC e FNG sdo:

Gfne={S,A,B,C}{(,)},{S = AB|SS| AC,C — SB,A— (,B —)},S5)

ang = ({R7X}7{(7)}7{R - (X ‘ (RX ’ (XR‘ (RXR ’ X _>)}7R)

Derivagoes pela esquerda para ()(()) -

S = SS=ABS= (BS=()S= ()AC = ()(C
= (08B = ()(ABB = ()(BB = ()((B = ()(0)

R = (XR=(R=()(RX=(0((XX
= 00X = 0(0)

6.5.1 Simplificagoes de gramaticas

Antes de considerar as transformagoes para as formas normais é necessdrio fazer algumas

simplificacbes. Vamos ver que gramatica que nao gere € € equivalente a outra que:

A.Tomas, N.Moreira Modelos de Computagao DCC-FCUP



6.5. FORMAS NORMAIS 133

e nao tenha varidveis inutets, i.e que nao gerem alguma sequéncia de terminais a partir

do simbolo inicial
e 1nao tenha producgoes-¢ A — €
e nao tenha produgoes unitdarias A — B

Sem este tipo de regras é garantido que, em cada passo da derivacao, a forma sentencial

resultante:
e ou cresce estritamente

e ou contém mais um simbolo terminal

6.5.1.1 Eliminacao de variaveis inateis

Dado G = (V,%, P, S), X € V é dtil se gera alguma sequéncia de terminais a partir do simbolo

inicial, i.e, se existe uma derivacdo S =* a X =* w e w € ¥*. Para que X € V seja util:

1. Jw e ¥* X =* w, i.e,X é um gerador de G

2. da, B € XUV S =*aXf, ie, X é atingivel de S.

Lema 6.5. Dada uma gramdtica independente de contexto G = (V,3, P, S) tal que L(G) # 0,
existe um algoritmo para determinar uma gramdtica independente de contexto G' = (V', X, P', S)

equivalente a G em que cada varidvel A € V' CV gera algum w € 3* (ou seja, VA € V'Jw €
¥ (A= w))

Dem: A gramética G’ pode ser obtida pelo método seguinte, o qual determina os conjun-
tos V' e P’. Comecamos por considerar W como o conjunto vazio e V'’ como o conjunto
{A | A — a para algum a € ¥*}, e vamos completar V' pelo processo seguinte. Enquanto
W # V', fazemos consecutivamente as duas substituigoes seguintes: substituimos W por V’;
e em seguida V' por WU {A | A — « para algum « € (X U W)*}. Quando V' j4 ndo puder
ser alterado, ou seja, quando W = V', definimos P’ como {A — a | A€ V', a € (ZUV')*}.
Note que as regras em P’ sao as regras em P que definem as varidveis em V', excluindo-se

todas as regras que tenham, na parte direita, varidveis que nao estao em V. O
Exercicio 6.10. Mostra que em V' estao todos e sé os geradores de G ¢

O algoritmo que acabamos de descrever pode ser aplicado a uma qualquer gramética G para
verificar se a £(G) = { }: o simbolo inicial S da gramdtica dada nao pertence ao conjunto V'

das varidveis da gramatica determinada se e s6 se G nao gera qualquer palavra.
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Exemplo 6.35. Seja G a gramdtica dada por G = ({S,C,D,M,R,Z,F,E,T},{0,1}, P,S)

onde P ¢ constituido pelas regras sequintes.

S — C|D

C — OMC | ORE | E
D — F | OMD | ORF
M — OMM | ORT
R — OMR | ORZ | 1
7 — 1

F — 1|1F

E — 1E

De acordo com o método dado acima, comeg¢amos por considerar que W :=0 e que V':={Z, R, F'}.
Como W # V', efectuamos as substitui¢oes descritas: W:={Z,R,F} e V':={Z, R, F}U{D}.
Nao se verifica W =V'. Temos que efectuar novamente substituicoes: vem W:={Z, R, F, D}
eV':={Z R,F,D}U{S}. Como ainda se tem W # V', fazemos novamente as substitui¢oes,
obtendo W:={Z,R,F,D,S} e V':={Z R, F,D,S} U{ }. Finalmente, W e V' sdo iguais. A

gramdtica equivalente a G determinada pelo algoritmo descrito €
¢'=({Z,R,F, D, S},{0,1}, P', 5),

em que P’ € o conjunto constituido pelas producoes sequintes.

S — D

D — F | ORF
R — ORZ |1
Z — 1

F — 1| 1F

Se aplicarmos a uma dada gramética G = (V, X, P, S) o algoritmo dado na prova do Lema
?7?, nao temos qualquer garantia de que sejam eliminados todos os simbolos (varidveis ou
terminais) que nao ocorrem em qualquer derivacao a partir de S. Para isso, é necessdrio

aplicar em seguida o algoritmo dado na prova do Lema ??, que enunciamos abaixo.

Lema 6.6. Dada uma gramdtica independente de contexto G = (V, X, P,S), existe um algo-
ritmo que determina wma gramdtica independente de contexto ' = (V') ¥/ P, S) equivalente
a G em que cada varidvel A € V' CV ¢é atingivel de S (ocorre em alguma derivagdo a partir

de S, ou seja, S =%, wiAws, para algum wy e algum wy em (V' UX)*).
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Dem: Como no caso anterior, V'’ e ¥ sao os menores conjuntos tal que:
Base. V' ={S}e X =10

Inducao. Se X € V' entao todas as varidveis que ocorram em producoes-X sao colocados

em V' e todos os terminais em Y’

ePP=PnN{X—a| XeV'}
Proposigao 6.8. Seja G = (V,X, P,S) uma g.i.c. e L(G) # 0. Seja G1 = (V1,%1, Py, S)
obtida eliminando primeiro as varidveis ndao geradoras e depois, da gramdtica obtida, todos
0s simbolos nao atingiveis de S. Entao G1 nao tem simbolos initeis e L(G) = L(G1)
Dem: (L(G1) C L(G):) E evidente, porque apenas eliminamos producdes.
(L(G) C L(G1):) Se S =¢ x, todos os simbolos na derivacao sao geradores e atingiveis,
portanto é uma derivacao de Gj.
Exemplo 6.36. Considerar a gramdtica G = ({A, B,C,D},{a,b,c}, P,A) cujas produgoes
sa0

A — aaDb | B

B — b | baB

D — ¢ | aaDb

C — cCD | c

Se aplicarmos a G o algoritmo dado na prova do Lema 77, ndo consequimos efectuar qualquer
simplificacdo. Apliquemos agora o algoritmo dado na prova do Lema 7?7, para eliminar as
varidveis e terminais que nao ocorram em qualquer derivagdo a partir de A (simbolo inicial
de G).

Comegamos por tomar V':={A}, ¥:={} e P':={ }. Juntamos a P’ todas as A-producdes,
ou seja P':= {A — aaDb, A — B}, a V' as varidveis B e D, e a ¥ 0s simbolos a e b.
Como alterdmos V', juntamos a P’ todas as B-producées e D-producoes, o que ndo traz novas
entradas em V' nem em ', concluindo que G' = ({A, B,D},{a,b}, P', A) com

P'={A — aaDb,A— B, B—b, B—baB, D — ¢, D — aaDb}.

Exercicio 6.11. Eliminar os simbolos inuteis de:
S — AB | a
A — b

o
Resolugao 77
B nao é gerador, portanto fica S — a e A — b. Mas A nao é atingivel. Logo a gramética,

equivalente a dada, sem simbolos inuteis é ({S}, {a,b},{S — a},95).
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6.5.1.2 Eliminar produgoes-¢ e produgoes unitarias

Lema 6.7. Para cada G = (V,X,P,S), existe uma gramdtica G' sem produgdes-€ nem
produgoes unitdrias e tal que L(G') = L(G) \ {¢}.

Demonstracao. Seja P 0 menor conjunto que contém P e é fechado para as seguintes regras:
(a) seA—>aBBeB—>eestéoem]3, entéoA—>aB€]3
(b) se A— B e B — v estio em P, entdo A — v € P

Nota que este processo é finito assim como o ]3!

Seja G = (V,%, P, S). Como P C P, temos L(G) C L(G). Mas ,temos mesmo, L(G) = L(G),
porque cada producao acrescentada correspondia a dois passos de derivagao em G.

Vamos ver que para = € X* \ {€}, qualquer derivacdo de tamanho minimo S :>’é T Nao usa
nenhuma produgoes-¢ nem producoes unitarias.

Logo poderao ser apagadas de P. G éa gramatica que se obtém de G eliminando essas
producoes.

Seja x # € e seja a derivagao de menor tamanho S :>é x.

Suponhamos, por contradicao, que uma produgao-¢ é usada:

S :>’é vBd :>1§ ~v0 :>*é x.

Mas 0 tem de ser nao nulo (sendo x = €) e portanto tem de haver uma forma sentencial
anterior que ja continha B:

S :>g nAf :>1§ naBA0 j% vBd j/\lé ¥o :>% T

mas, entdao, por 77, A — af € P e portanto podia ter sido aplicada, conduzindo a uma
derivacao de x de tamanho menor:

S :>g nAf :>1§ na o :>Té Yo :>% T

Absurdo!

De modo similar, podemos mostrar que producoes unitarias nao aparecem em derivagoes de
tamanho minimo.

Seja x # € e seja a derivagdo de menor tamanho S :>*é T.

Suponhamos, por contradicao, que uma producao unitaria A — B é usada:

S :>’é aAp :>é aBg :>’é T

mas entao, mais tarde B sera substituido:

S jg acApB jé aBg :>% nBo j/\é 7o j'é z

Mas, entdo, por ??, A — v € P e portanto podia ter sido aplicada, conduzindo a uma
derivacao de x de tamanho menor:

S :>g” aApB :>1@ ayp :>"@ el :>% x

Absurdo! O
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Exemplo 6.37. Vamos aplicar o processo descrito na prova anterior para determinar uma

gramdtica G1 que gere L(G) \ {e} e nao tenha varidveis que gerem €, sendo G dada por
G={s1.0C}{a,0},{T —-¢, T —al,S—T,S— aSb, C — ST, C — ab},S).

Como T — e, marcamos T como varidvel que gera €. Consequentemente, como S — T,
também S é marcado. Como S e T estao marcados e C — ST, também C ¢ marcado.
Determinamos em sequida a gramdtica G' = (V, 2, P",S). A produ¢io T — ¢ de G ndo €
incluida em P'. A producao T — aT ¢é substituida por duas producoes T — aT e T — a.
Analogamente, a regra S — T € incluida em P’, nao sendo incluida a regra S — € resultante
da substitui¢ao de T por e (como referido na prova do lema).

A gramdtica G' dada por G' = ({S,T,C},{a,b}, P',S), cujas regras em P’ sdo

T — a| aTl
S — T | aSb | ab
C — S| T|ST| ab

gera L(G)\{e} e ndo tem varidveis que gerem . Note que todas as varidveis geram sequéncias
de terminais. Assim, se aplicarmos a G' o algoritmo dado no Lema 77, ndo consequimos
efectuar qualquer simplificagao. No entanto, hd varidveis (mais precisamente C) que ndo
ocorrem em derivagoes a partir de S (simbolo inicial). Consequentemente, se aplicarmos o
algoritmo descrito no Lema 77, conseguimos eliminar C, obtendo uma gramdtica que gera
L(G)\ {e} e nao tem simbolos que gerem £ nem simbolos que ndao ocorrem na derivagao de

alguma palavra dessa linguagem:
({S,T},{a,p},{T" —a, T —al, S—T,S — aSb, S — ab}).
Exemplo 6.38. Seja G a gramdtica dada por
G={sST1}{a,p},{T —a, T —al,S—T,S— aSb, S — ab}).

Sequndo a prova do Lema 77, podemos retirar a produgdo S — T, se a substituirmos pelas

producoes S — a e S — aT. Obtemos, a gramdtica
({S,T},{a,0},{T - a, T —al, S —a, S—al, S — aSb, S — ab})
que ndo tem nem varidveis desnecessdrias, nem regras unitarias nem da forma A — €.

Exercicio 6.12. Eliminar os simbolos initeis, as producoes-€ e as producdes unitdrias da

sequinte gramdtica:
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S — ASB | €
A — aAS | a
B — SbS | A |bb
o
Resolugao 77
A gramética ndo tem simbolos intteis. Como S — €, acrescentam-se as producoes S — AB,

A—aA, B— Sb,B—bS, B—b B—a, B— aAS, B— aA. Eliminando as produgoes-¢

e as producoes unitarias, vem:

S — ASB | AB
A — aAS |dA |a
B — SbS |Sb |bS |b |a |aA |aAS |bb

6.5.2 Forma Normal de Chomsky

Vamos agora ver como converter uma g.i.c. G = (V,X, P, S), com € ¢ L(G) # () numa
equivalente em FNC. Depois de eliminarmos as producgoes-¢, as producoes unitarias, e as
varidvies intteis ou se tem producdes da forma A — a ou de tamanho > 2. Para obter a
FNC:

1. Para cada a € ¥ introduz-se um néo-terminal A, e a producido A, — a. E substitui-se
cada ocorréncia de a nos lados direitos de outras regras por A,.

2. Entao, todas as producées sao da forma A - aou A — B1By... B, k>2e B, € V.

3. Para cada producdo A — B1Bs...By, k > 3, introduz-se um novo nao terminal C e
substitui-se essa producao por duas novas: A — B1C e C — B, ... B;, Continua-se este

passo até nao haver mais regras com lados direitos de tamanho maior que 2.

Exemplo 6.39. Dada gramdtica para a linguagem L de paréntesis “bem casados” G =

{SHA{G)}A{S — (9)|SS|e}, S) vamos determinar uma FNC para L(G) \ {€}:
e Eliminando as produgdes-¢ e unitdrias vem: S — (S)|SS|()
e Nao tem nao terminais inuteis

e Introduzimos dois ndao terminais A e B, e substituimos as produgoes:

S — ASB|SS|AB, A— ( B —)

e Finalmente, adiciona-se um novo nao terminal e substitui-se S — ASB por S — AC e

C — SB . A gramdtica obtida € a dada na pdgina ?77.
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Proposigao 6.9. Qualquer linguagem independente de contexto, que ndo tenha €, € gerada

por uma gramdtica na forma normal de Chomsky.

Dem: Seja L uma linguagem nao vazia, tal que ¢ ¢ L. Seja G = (V, X, P, S) uma gramdtica
sem producoes A — e nem A — B, com A, B € V, a qual pode ser obtida a partir de qualquer
gramatica que gere L, como descrevemos anteriormente.

Por definigdo de forma normal de Chomsky, qualquer regra em P que seja da forma A — a
com a € Y estd ja nas condicoes pretendidas. Como G nao tem producoes unitarias, as
restantes regras em P devem ser da forma A — X;Xs---X, para algum n > 2, cada X;
podendo ser um terminal ou uma varidvel. Se for um terminal, seja por exemplo X; = a,
introduzimos uma nova varidvel C, — a, e substituimos todas as ocorréncias de a em regras
dessa forma por C,.

Repetindo este processo, substituimos todas as regras da forma A — X7 Xo--- X,,, com n > 2,
por regras da forma A — Y1Ys---Y,,, em que Y; = X;, se X; era varidvel, ou Y; = C,, para
algum a, verificando-se que tais regras sé ficam com varidveis. Todas as regras obtidas, que
tenham trés ou mais variaveis na parte direita, ainda nao esta na forma pretendida. Mas cada
uma delas pode ser substituida por um conjunto de regras cuja parte direita é uma sequéncia
de duas variaveis. Essa transformacao é quase trivial, bastando introduzir novas variaveis
Dy,...D, oeasregras A —> Y1 Dy, Dy = YsDy, ....e Dy o — Y, 1Y,.

A gramidtica resultante estd na forma normal de Chomsky e pode verificar-se que é equivalente
a dada. O

Exemplo 6.40. Seja G = ({S,T},{a,b},{T" - a, T —al,S —a, S —al, S — aSb, S —
ab}). Para obter uma gramdtica na forma normal de Chomsky que seja equivalente a G,
vamos aplicar o método que acdbamos de descrever. Transformamos o conjunto de producoes
substituindo por uwma varidvel cada terminal que ocorra em regras cuja parte direita ndo € um

unico terminal. O conjunto de producdes fica
{T —-a,T—>AT,A—a, S—aS— AT, S — ASB, B—b, S — AB}

verificando-se que a regra S — ASB ndo estd na forma pretendida, pelo que a substituimos
por duas regras S — AX e X — SB. Obtém-se a gramdtica sequinte, a qual gera L(G) e estd
na forma normal de Chomsky, sendo V. ={S,T, A, B, X }.

(V,{a,p},{T - a,T - AT, A—a,S—a §— AT, S — AX, X - SB,B—b, S— AB},S)

Exemplo 6.41. Seja G = {E,F,T,N,D,R},{0,1,2,3,4,5,6,7,8,9, (), +,-,*,/}, P, E) onde

A.Tomas, N.Moreira Modelos de Computagao DCC-FCUP



6.5. FORMAS NORMAIS 140

P ¢ constituido pelas regras sequintes,

E — T+E | T-E | T

T — F | F«T | F/T

F — (E) | N

N — 0| D | DR

D — 1|2|3|4|5|6]|7]|8]29
R — 0o| D |OR | DR

a qual gera algumas das expressées aritméticas envolvendo inteiros nao negativos representa-
dos em decimal (isto €, na base 10).

Determinemos uma gramdtica na forma de Chomsky equivalente a G. Se analisarmos as
regras da gramdtica, vemos que nao hd varidveis que produzam €, mas hd producdes unitdrias.

Apliquemos o método descrito na prova do Lema 7?7 para determinar uma gramdtica
G'={E,F,T,N,D,R},{0,1,2,3,4,5,6,7,8,9, ), +,—,%,/}, P E)

equivalente a G, mas sem regras unitdrias. Todas as regras mao unitdrias de G fazem parte

do conjunto P’, pelo que temos

E — T+E | T-E

T — FxT | F/T

F — (E)

N — 0| DR

D — 1]|2]3|4|5|6|T7]|8]9
R — 0| OR | DR

Como E=5T, E=5 F, E=5 N, eT =5 D, devemos introduzir em P’ ainda

E — F«T | F/T |(E) |0O|DR|1]|2|3]|]4|5|6]|]7]|8]|29

ecomo T =5 F, T=5N eT =§ D, introduzimos em P

T — (E)|o|DR|1|2]3|4|5|6|7]|8]09
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e por F' =5 N e F' =5 D, introduzimos em P’ as regras

F — o|DR|1|2]3|4|5]|6]|7|8]09

e por N =¢ D, introduzimos ainda

N - 1]2]3|4|5|6|7]|8]9

e finalmente, por R =5 D, acrescentamos

R — 1]2]3]4|5]6|7]8]9

podendo assim eliminar todas as producoes unitdrias.

Para determinar uma gramdtica equivalente mas que esteja na forma de Chomsky, aplicamos
a sequir o algoritmo descrito na prova da Proposicdo ??. Nao alteramos as regras cuja parte
direita seja um unico terminal. Nas restantes, substituimos cada terminal por uma nova

varidvel.

<
l

/

—
)

0

. TME |TSE | FXT | FQT | AEB | 0 | DR | 1|2 |3|4|5|6|7]8]|9

~ FXT | FQT | AEB |0 | DR | 1|23 |4 |5|6|7]|8]09

. AEB|O|DR|1|2|3|4|5|6]|7|8]09

. 0| DR|1|2|3|4a|5|6]|7|8]9
. 1]2[3]4|5]6|7]8]9

OO 2 "m0 W e X!
!

. O0|OR|DR|1]2|3|4|5]6|7]|8]|09
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Para chegar a forma de Chomsky resta substituir as regras cuja parte direita tenha trés ou
mais varidveis. Substituimos E — TME | TSE | FXT | FQT | AEB por

E — TE, | TE, | FT, | FTy | ATj

Fi, — MFE
Ey, — SE
n — XT
T — QT
35 — FEB

a para obter uma gramdtica mais simples, substituimos T — FXT | FQT | AEB por

T — FT, | FT, | ATy

aproveitando as varidveis anteriores, e finalmente substituimos a regra F — AEB por

F — ATy

em vez de a substituirmos por F' — AFy e F1 — EB
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