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Capitulo 1

A—Calculus Puro

Conceitos: A-termo; Variaveis ligadas e livres; Substituigao; Redugoes o, e i e rede-
xes; Forma normais e teoremas de Church-Rosser; Expressividade do A-calculus ;
Teorema do Ponto Fixo.

Bibliografia e Sabine Broda, O Lambda Calculus Puro, CIUP, 1993.

e H.P Barendregt, Functional Programming and Lambda Calculus, em Handbook
of Theoretical Computer Science Vol B, Elsevier, 1990.

1. Para cada uma das expressoes seguintes:

e determine as que correspondem a um A-termo.

e para cada uma que for um A-termo “parentize’e indique o conjunto das

variaveis livres e o conjunto das variaveis ligadas.

(a) zyzz
(b) Az Az.x
(c)

(d) zAz.\y.xy

YAL.

(e) zyz.xA.z.yzx
(f) Az.zy(Ay.zy)
2. Sendo M e N dois A-termos, M = N se sao o mesmo A-termo ou se podem ser
obtidos um do outro por mudancga de varidveis ligadas em M ou em N. Por exemplo

(Az.z)z = (M\y.y)z e (Az.2)z Z (Az.y)z. Prove usando indugdo na estrutura dum
A-termo M que se z Zy e se z ¢ FV(L) entao:

M[N/«|[L/y] = MIL/y|[N[L/y]/]
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1.1. REPRESENTACAO DE INTEIROS EM A-CALCULO: NUMERAIS
DE CHURCH 4

3. Para cada um dos seguintes A-termos reduza a forma normal § se possivel:

(a) zy
(b) (Az.z)(yz)
(c) (A\z.zy)(Az.2)
(d) (Azy.zy)
(e) A\z.zAz.2y)(yy)
(f) M\z.zz)(A\z.z1)
g) (\r.zzz)(Ar.xTX)
)
)

4. O que estd errado nas seguintes reducoes?
(a) (Azy.yx)y —p Ay-yy
(b) (Azz.zz)y —pg Az.yY
(c) Az.bzbx —, bxb
)

(d) (Az.zz)(Ay.ay)k =5 (Az.zz)ak =5 akak

5. Sendo S = Azyz.xz(yz), K = Azy.x, B = A\zyz.z(yz) e I = Az.x mostre que

6. Sendo T1 = (Az.zz)(Az.zz) e T2 = (Azy.yz)(Az.zz)(Az.2) diga se Tl e T2 se

podem reduzir a um mesmo A-termo 7.

1.1 Representacao de Inteiros em A-Calculo: numerais de
Church

Um modo de representar o inteiro n > 0 (os n sdo chamados numerais de Church) no

A-cdlculo é através do A-termo
n f’s
n= M f(f(f fz))

(a representacao de n é designada por n). Temos, por exemplo, 0 = Af.A\z.z.

A representacao de n é o A-termo que aplica n vezes o seu primeiro argumento (f) ao

segundo argumento (z).
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1.1. REPRESENTACAO DE INTEIROS EM A-CALCULO: NUMERAIS
DE CHURCH 5

1. Sucessor. Seja
succ = A\n. Az \y.z(nzy)

Verifica que

succl —>:§ 2

Verifica que, em geral
succn —>}§ n+1

2. Soma. Seja

sum = Am.A\n.msuccn

Verifica que
Verifica que, em geral
summn —>E m+n
3. Valores logicos. Sejam os valores légicos representados por

true = Az.\y.x

false = Az.\y.wy

e sejam 0s A-termos

if

AC ALY .cry

zerop = An.n(Az.false)true

(a) Mostra que, para todos os A-termos C, M e N, se verifica

M if C —)E true

ifCMN —>};
N if C —)E false

Indica uma caracterizacao analoga de zerop.

(b) Indique A-termos correspondentes aos operadores 16gicos “ndo”, “e” e “ou”

4. Pares. Considera
pair = Az.\y.Az.(zzy)

fst = Az \y.x
snd = Az.)\y.y
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1.1. REPRESENTACAO DE INTEIROS EM A-CALCULO: NUMERAIS
DE CHURCH 6

Mostra que para todos os A-termos M e N é
(pair M N)fst —j M
(pair M N)snd —% N
5. x Predecessor. Determina um A-termo pred tal que

an x4 4 ifn=0
redn

PROCRTB \ no1 ifn>1
6. * Multiplicagao. Determina um A-termo Mult tal que

multmn —)’/'; mn

7. Sendo true = Azy.z, false = Azy.y e [M,N] = Az.zMN

(a) verifique que [M, N]true = M e [M,N]false = N

(b) sendo 0 = I, n+1 = [false,n]. Determine A-termos suc, pred e zero tal

que

sucn=gn+1
predn+1=sn
zero( =g true

zeron + 1 =g false

(c) Sendo n = Afz.f™(x) os numerais de Church prove que existem A-termos 7" e

TI tal que Tn =g n e TIn =g n.
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1.2. ALGUMAS NOTAS SOBRE A RESOLUCAO DOS EXERCICIOS 7

1.2 Algumas notas sobre a resolucao dos exercicios

1. Sucessor. O A-termo n aplica n vezes o primeiro argumento ao segundo. Apéds 2
redugoes S temos nfz —7% f"z. Para obter f*lz aplicamos f Aquele termo. Para

termos n + 1 fazemos abstragdes em z e f e, finalmente, para obter uma fungdo

aplicdvel a n fazemos nove abstragdo. Chegamos a forma de succ indicada e temos,

como dissemos

(AnAf Az f(nfz))n —g Afdz.f(nfz))
=g Mz f(f"z)
= Mz.ftlg
= n+l1

Exemplo pedido:

AnAfAz.f(nfr)l —p AfAz.f((AfA3.f(2))fz)
=g A2z f(f(2))
= 2

2. Soma. A reducao de m succ aplicada a n aplica m vezes a funcao succ — isto é,

soma m — ao argumento n. Para obter sum temos que abstrair em m e n.
3. Valores légicos.

Iy ~ . *
. , .
(a) Verificagoes simples. Por exemplo, suponhamos que C —% true. Temos

ifCMN —j (AcdzAy.cay)(AzAy.z) M N
=% (Az.Ay.z)MN
-5 M

(b) Considere-se Nao = (Aw.w(false)(true)), E = Mwz.wzfalse e Ou = Awz.w(true)z.

4. Pares. Considerando, por exemplo, o primeiro caso temos

(pair M N)fst = ((Az.\y.Az.(zzy))M N)(Az.\y.x)
=% (Az.(zMN))(Az.\y.x)
=5 (Az.Ay.x)M N
=5 (Ay-M)N
S M

Departamento de Ciéncia de Computadores F.C.U.P.



1.3. RECURSIVIDADE 8

5. x Predecessor. Seja

(@ ® Q@
pred = An. (’Jn\()\p. i)air(succ(p fst))(p fst)‘) ’(pair QQ)‘) snd

onde utilizamos notagoes de exercicios anteriores. O A-termo pred corresponde &

funcao que aplica n vezes (a) a fungao que efectua a transformagao (b)

(p1,p2) = (p1+1,p1)

ao par inicial (0,0) (¢) e toma a segunda parte (d) do par resultante.

Obtemos assim (supondo n > 1)
(0,0) = (1,0) - (2,1) = --- = (n,n — 1) (n redugdes)

(0,0) se n = 0. Ao tomar a segunda parte temos o resultado pretendido: n — 1

e
sen>1e0sen=0.

6. * Multiplicagao. Indicamos apenas uma solugao

mult = An.Am.\z.(n(mzx))

7. Numerais 7 do exercicio 10

()
suc = Az.[false,z] pred = Az.xfalse zero= A\z.rtrue

n

— —T—
Note que m =sucsuc...suc0
(b)

T = Az.zsuc 0
TI0O =cy TIn = succ(TI predn)
donde TI = A\z.if(zero z)co(succ(TI (predx))

1.3 Recursividade

Teorema 1 Teorema do Ponto Fixo
1. VFIX FX =4 X

2. Eziste um A-termo fechado Y = Af.(Az.f(zz))(Az.f(zz)) tal que

VF F(YF) =3 YF
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1.3. RECURSIVIDADE 9

Y diz-se um operador de ponto fizo.
Demonstracao 1 Seja

1. Defina W = Mx.F(zz) e X = WW. Entio X = WW = (Ax.F(zz))W
F(WW) = FX.

2. Pela demostracao de (1).
Exercicio 1 Sendo S = Azyz.zz(yz) mostre que 3IF VX FX =3 SFX.

Qualquer definicdo recursiva pode ser transformada numa equagao do tipo z = F(z)
em que x nao ocorre livre em F. A solugdo desta equagao é dada por Y (F) (ponto fixo
de F).

Exercicio 2 Mostre que para qualquer A-termo F existe um A-termo X tal que X =g
FX.

Exercicio 3 Usando a representagcao de nimeros inteiros como A-termos, A-termos
definidos nos exerci cios anteriores e o operador de ponto fixro Y, defina A-termos cor-

respondentes as sequintes funcdes definidas nos inteiros, eliminando a recursividade:

1. A fungdo factorial
fact(0) = 1
fact(n) = nx fact(n—1) VYnn>1
Sugestdo: Considere
fact =Y (Af.(An.if(zerop n)l(mult n(f(pred n)))))
Trata-se do ponto fizo do funcional F' cujo valor é

1 se n representa 0
F(f,n) = {

mult n(f(pred n)) sen representa um inteiro > 1

2. A adig¢do pode ser definida recursivamente do seguinte modo, para n e m inteiros:

soma(n, 0) =n

soma(n,m+1) = soma(n,m)+1
3. A fungdo de Ackermann

Ack(0,n) = n+1
Ack(m +1,0) = Ack(m,1)
Ack(m+1,n+1) = Ack(m,Ack(m + 1,n))
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1.3. RECURSIVIDADE

10

Nota: O operador Y transforma qualquer definigao recursiva em iterativa.

Exercicio 4 Encontre A-termos fechados F' tal que:
1. Fx =5 =l
2. Fzy =g zly
3. Fz =5 F
4. Fx =g zF
Exercicio 5 Seja fog=Az.f(gz) e H = Az.xx.
1. Mostre que H(f o H) =g f(H(fo H)).
2. Sendo Y1 = Af.H(f o H) e G = Myf.f(yf) mostre que

(a) Yiz =3 z(Yiz)
(b)) GY1 =g Y1

3. Sendo Y, 11 =Y,G prove por indugcao sobre n que, para n > 1,
(a) Ynz =p x(YVnx)
(b) GY, =5 Y,
Exercicio 6 Mostre que existe um A-termo fechado M tal que
VN MN =g MM
Sendo G = Azy.y(zy) entdo
VM VF M =g, GM <= MF =g, F(MF)

Diga qual o significado do segundo membro desta equivaléncia.

Exercicio 7 Obtenha um A-termo bot que

VN bot N =3 bot
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1.4. FUNCOES COMPUTAVEIS 11

1.4 Funcoes Computaveis

Definigao 1 1. Uma funcao numeérica é uma aplicagao f : NP — N para algum
p > 0.

2. Uma funcao f com p argumentos € A-definivel se existe um A-termo fechado F tal

que

Fny...np=p f(n1,...,np)

para todo ny...n, € N.

Definicdo 2 1. As funcdes iniciais sdo as funcées numéricas UL, ST e Z definidas

por:
Ul(xy...,20) = z;
Stn)=n+1
Z(n)=0

2. Seja P(n) uma relagéo numérica. pm[P(m)] denota o menor inteiro m tal que

P(m) se verifica; caso contrdrio nao estd definida.
Definicao 3 Seja A uma classe de func¢des numéricas.
1. A € fechada para a composicdo se para todo o [ definido por
f(n) =g(h1(n),..., hm(A)) com g,hy,...hy €A

se tem que f € A.

2. A € fechada para a recursdo primitiva se, para todo f definido por

f0,a) =g(n) f(k+1,a)=h(f(k,n),k,7) comg,h €A

se tem que f € A.

3. A € fechada para a minimalizacdo se, para todo f definido por

f(n) = pmlg(n,m) = 0] com g € A tal que Vaamg(n,m) =0

se tem que f € A.

Definicdo 4 A classe R das funcdes recursivas € a menor classe das fungoes numéricas
que contem todas as funcoes iniciais e € fechada para composicao, recursao primitiva e

minimalizacdo.

Lema 1 As fungoes iniciais sao A-definiveis.
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1.5. REPRESENTACAO DE LISTAS 12

Lema 2 1. As funcgoes A-definiveis sdo fechadas para a composicao.
2. As fungoes A-definiveis sao fechadas para a recurséo primitiva.
3. As funcgoes A-definiveis sao fechadas para a minimalizagado.
Teorema 2 Toda a fung¢do recursiva € \-definivel.
1. Demonstra o teorema anterior.

Demonstragdo 2 Basta demonstrar os lemas 3 e 4. O lema 8 € imediato. Para o lema

4 temos:

1. Sejam G e H; os A-termos para g e h; e considerar
F = )\z.G(H1z)...G(H,7)
2. Sejam g e h A-definiveis por G e H € fdcil ver que F verifica:
Fzy = if (zeropz) then Gy else H(F (predz)y)(predz)y
Tal F pode ser obtido pela aplicacdo do teorema do ponto fizo.
3. Mais uma vez pelo teorema do ponto fixo existe H tal que
Hzy = if (zerop(GZ y)) then y else HZ(succ y)

Seja F = \z.Hz0.

1.5 Representacao de listas

Usando os A-termospair, fst, snd e bot podemos implementar as operacoes sobre listas.

Para representar a lista vazia considere
nil = pair true bot
a lista

[M] = pair false (pair M nil)

[M1,M2] = pair false (pair M1 [M2])

Exercicio 8 1. Verifigue que sendo null = true

null M

Defina A-termos para as fungoes head, tail, cons, append e reverse.
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Capitulo 2

Combinadores

Vamos permitir o uso de constantes nos A-termos. Seja C = {¢,,...} um conjunto de

constantes.

Definigao 5 Dado V um conjunto de varidveis, o conjunto de A-termos com constantes,
A(C), € definido por:

ce€C = ce€ Al
z eV = z € AIC)
M,N € A(C) = (MN) € A(C)
M e€AlC),z € V = (A.M) € AC)

Defini¢do 6 O conjunto de termos combinatérios com constantes em C, CL(C) € definido
por:
ceC = cecCLC
z €V = z € CLC
P,Q €CLIC) = (PQ) € CLIC)

Vamos estar interessados em constantes, combinadores, que correspondam a A-termos

fechados. A cada combinador associa-se uma regra de reducao .

Definigao 7 Sistema de combinadores de Curry Considerem-se trés constantes
I,LK e S. No conjunto CL(I, K, S) define-se um a relaggo de reducio —7% pelas sequintes
regras de contracgdo:
IP —~, P
KPQ +~, P
SPQR +—, PR(QR)
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7 € o fecho reflexivo e transitivo de v, e =y € 0 fecho simétrico de 7.
Por exemplo,

SKKP % P

SIIP +s, PP
Klzy =y SKzy(=u y)

Existe uma, estreita analogia entre —,, e a redugao 8 para os A-termos.

Exercicio 9 Sejam I = \z.z, K = Azy.xz, S = Azyz.xz(yz), B = Axyz.z(yz) mostre

que:

1. Mostre que para todo o A-termo M, IM =g M, KMN =g M e SMNL =g
ML(NL)

2. Mostre que:S(K1I) =g, I, BI =g, I, SKK =3, 1 ¢ S(KS)K =4, B.

As nocgoes de w-redex e forma normal w podem ser definidas analogamente. O teorema

de Church-Rosser ¢é igualmente vilido.

Exercicio 10 Define as nogoes referidas no paragrafo anterior para as redugoes .
Exercicio 11 Prove que se P =, P' e Q =, Q' entdo P[Q/z] =, P'[Q'/z].

No sistema CL(I, K, S)pode-se “imitar” abstracao.

Definigdo 8 Algoritmo de abstragdo Define-se \*z.P € CL(I, K, S)por indugio na
estrutura de P € CL(I, K, S)

Nox = 1
Nz.P = KPsex ¢ FV(P)
Nz.PQ = S\z.P)(XN*z.Q) caso contrdrio

Proposicdo 1 1. FV(XNz.P) = FV(P) — {z}
2. (W*z.P)z =, P
3. (Mz.P)Q =y P[Q/x], isto é, =, comporta-se como =g

Exercicio 12 Demonstre a proposi¢do anterior. (Use indu¢io na estrutura de P.)
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Definigao 9 Considere as aplicagoes:

CL: A-termos — CL(I,K,S) e M:CL(I,K,S)];— A-termos

Az) = x
CL(z) - z AMN) = AMAN)
CL(MN) = CL(M)CL(N) () = I
CLAz.M) = Az.CL(M) AK) = K
A(S) = S

Considerando finalmente a nogao de extensionalidade podemos fazer uma correspondéncia

mais precisa deste sistema com a sistema dos A-termos com =g,. Por exemplo, SK #,
KImas SK =g K1I.

Definigdo 10 A regra da extensionalidade (t) é
Ar=Bx = A=Bsex¢ FV(AB)
Exercicio 13 (**)Mostre que :
1. Se P 5y Q entdao A(P) 4 MQ)
2. Se M é um A-termo entdo A(CL(M)) =g, M
3. Se P € CL(I, K, S)entdo CL(AP)) =yt P

4. Se M =g, N entdo CL(M) = CL(N)

Outros combinadores

Os combinadores B e C podem ser adicionados ao sistema CL(I, K, S), diminuindo o
tamanho dos termos gerados por o algoritmo da abstragao.

As regras de reducao destes combinadores sao:

CPQR ~, PRQ
BPQR ~, P(QR)
A C chama-se inversor e a B compositor. O sistema CL(I, K, B, C, S)pode ser usado
como uma optimizagdo do sistema CL(I, K, S). Em particular o algoritmo de abstracdo
pode incluir mais estas duas regras:
Nz.PQ = CNz.P)QsezePexdQ
Nz.PQ = BPNz.Q)sex g€ PexeQ

Sendo a regra para S s6 usada se x ocorre em P e ().

Departamento de Ciéncia de Computadores F.C.U.P.



16

Exercicio 14 Mostre que B = Azyz.z(yz) e C = Azyz.z2y sdo A-termos que correspon-
dem aos combinadores atras definidos, isto é BMNL =g M(NL) e CMNL =g MLN.

Exercicio 15 Usando os algoritmos anteriores escreva termos combinatérios P € CL(I, K, B, C, S)

(compare com o correspondente no sistema CL(I, K, S)) equivalente a:
1. \zy.x
2. A\zy.y
3. Azyz.y(zyz)

4. Azy.u(z(zv)(yv))

O combinador Y com regra de redugio YP +~,, P(Y P) pode ser também usado para

definigOes recursivas.
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Capitulo 3
Ordens Parciais Completas

Definigao 11 (PO) Uma ordem parcial (PO) é um par (D,C) onde D é um conjunto

(dominio) e C é uma relagdo bindria sobre D que € reflexiva, antissimétrica e transitiva.

Definigao 12 Seja (D,C) uma ordem parcial e X C D, um elemento d € D é:
1. um majorante de X sseVz € X, z C d.

2. o supremo (lub) de X (e representa-se por | |X) sse d é um majorante de X e
V d' majorantes de X, d T d'. Se existir, é inico. Se X = {z,y} o seu supremo

se existir representa-se por zily. O supremo de D designa-se por Tp.

3. Dualmente se definem minorante e infimo (T1X). Se X = {z,y} o seu infimo se
existir representa-se por 2My. O infimo de D se existir designa-se por Lp (elemento

minimo).

Definigao 13 1. Um subconjunto X C D ¢é directo se todo o subconjunto finito de

X tem supremo em X.

2. Um PO (D,C) € um reticulado se | |X e [ 1X ezistem para todo subconjunto finito

nao vazio X C D.

3. Um reticulado é completo se | |X e ['1X existem para todo subconjunto X C D.

Definigao 14 (Cadeia) Para uma ordem parcial (D,C) , um conjunto X C D € uma

cadeiase X = { z; | 1> 0} ex; T z9 C.... Representaremos a cadeia X por < x; >.
Exercicio 16 Mostre que uma cadeia € um conjunto directo.

Definigao 15 (CPO) Uma ordem parcial (D,C) € uma ordem parcial completa (CPO)

s€
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1. Tem um elemento minimo, que se representa por Lp, ou apenas por L se ndo

houver ambiguidade.

2. Toda a cadeia X C D, tem um supremo em D, que se representa por | |X ou por
L] <z >.

Teorema 3 Uma PO (D,C) com elemeto minimo é um CPO se e s6 se todo o subcon-

junto directo de D tiver supremo em D.

Exercicio 17 1. Dé exemplos de PO que para alguns dos seus subconjuntos:

(a) nao tenham magorantes.
(b) tenham majorantes mas ndo supremos.
(c) tenham infimos mas nao supremos.

(d) 1a e 1b.
2. Mostre que (D,C) é um reticulado se e s6 se zUy e 2y existem para todo o x,y € D.

3. Mostre que toda a cadeia nao vazia é um reticulado. Dé exemplo dum reticulado

que ndo € uma cadeia.
4. Mostre que todo o reticulado finito é completo.

5. Mostre que todo o PO finito com um elemento minimo é um CPO.

Notagao

e N = {0,1,2,---}

T = {t, f}, conjunto dos valores l4gicos.

Al = AU{Lly,}

(AJ_, E) CPO.

e A — B: conjunto das funcoes de A em B.

[A — B]: conjunto das func¢des continuas de A em B.

A funcdo f diz-se naturalmente estendida se f(ay,---,a,) = L se pelo menos um

dos a; € L.

Exercicio 18 Para cada caso (e quando aplicdvel) pergunta-se
e Trata-se de uma PO (relagcdo de ordem parcial)?

o Trata-se de um CPO?
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e Como sao as cadeias de elementos?

e Como se pode determinar o supremo das cadeias?
L (N,<)

2. (N, >) onde, obviamente,

> = {(a,b)|a e N,be N,a > b}

3. (P(A),C) onde A € um conjunto, P(A) o conjunto dos seus subconjuntos e C

representa a relacao de inclusdo entre conjuntos.
Exercicio 19 Supoe que (A,<4) e (B,<p) sao ordens parciais.
1. Mostre que (A x B,<) € ainda uma ordem parcial se definirmos

(a,b) < (a',b') ssea<asad eb<pl

2. Mostre que se s é o supremo da cadeia <a;> e se s' é o supremo da cadeia <b; >
entdo (s,s') € o supremo da cadeia <(ai,b;)> em (Ax B,<). Como consequéncia,
se (A,<4) e (B,<p) forem CPO’s entio (A x B,<) também o é.

3. Desenhe o diagrama de Hasse para
(T xAy,D)
onde A ={z,y,z} e C € a odem discreta, definida no Ezercicio 1(d)i.
Exercicio 20 Prove que os sequintes conjuntos sao CPQs:

1. (N ,C), onde C € definida por : t C y sse (xt = L)V (z = y) (a esta relagio
chama-se ordem discreta).

2. (FN1,C) onde FN| € o espago das funcgioes de N em N, e C € definida por:
Vfge FNL, fCgeVne Ny, f(n) Cn, g(n),

3. (X — D,C) com X e D CPOs e a relagdo de ordem:
Vfige X — D, fC g<—=Vz € X, f(z) Cp ¢g(z).

4. (TL,E)
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3.1 Funcoes Continuas

Defini¢do 16 (Funcgdao Continua) Sejam D e D' dois CPOs, f:D— D' é continua se

e s0 se:
1. f € mondtona, i.e,V dyi,do € D,dy Cpdo = f(d1) Cpr f(do)

2.V <z;>€ D f(U<z>) = U< flz) >

Exercicio 21 °

Mostre que as segquintes fungoes sdo mondtonas

1. A funcgdo identidade,
id : (DJ_)” — (DJ_)TL

2. A fungao totalmente indefinida, und(z) = L para todo o x € D

und: D, — D

3. A fungdo quociente
/ : N, xN;, —N |

naturalmente estendida, definindo-se a/0 = L para todo o a € N.

4. A fungdo ite (if...then...else...)
ite : TJ_X(NJ_)Q—)NJ_

definida por (onde a e b sao quaisquer elementos de N | )

ite(t,a,b) = a
ite(f,a,b) = b
ite(L,a,b) = L
Mostre que esta fun¢ao nao é uma extensao natural de if .. .then...else... (em-

bora seja mondtona,).

Exercicio 22

Considera o conjunto de funcgdes
F =T, — {al}
(definindo-se f C g se para todo o a € T € f(a) C g(a).

1. Caracteriza (por uma tabela) todas as funcgoes de F'.
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2. Qual o subconjunto F' C F de fungées mondtonas.
3. Mostre que (F',C) ¢é PO.
4. Mostre que (F',C) é CPO.
Exercicio 23 Mostre que a composta de duas fungdes continuas entre CPOs é continua.

Proposigdo 2 Sendo D e E dois CPOs entio [D — E] é um CPO com a seguinte

relacdo de ordem
Vfge[D—EfLC geVdeD, f(d C g(d).
Exercicio 24 Demonstre a Proposigcao 2.

Teorema 4 Para qualquer CPO D, toda a fung¢io f € [D — D] tem um ponto fizo

minimo, i.e,
e Fixfe Def(Fix f) = Fix f
eVd € D,f(d)=d = Fizf C d.

Dem: S=< f%(Lp) > é uma cadeia em D porque f é monétona (verifi-
que!). Defina Fix f=| |S.

Exercicio 25 Termine a demonstracdo do Teorema 6.

Exercicio 26 Determine os pontos fizos minimos das segquintes fungdes:
1.

F:[NJ_—)NJ_] — [NJ_—>NJ_]
g — f:NJ_—>NJ_
z — glz+1)
2.
F:[NJ_—)NL] — [NJ_—)NJ_]
g — f:NJ_—>NJ_
0 —1
z — glz+1)
3.
F:[NL—)NL] — [NL—)NL]
g — f:NJ_—)NJ_
0 — 1
z — glz—1)
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Proposi¢do 3 Sejam (D,C) um CPO e FIX: [D — D] — D a func¢do que a cada
f € [D — D] associa o menor ponto fizo de f, entdo FIX € continua, i.e, FIX € [[D
— D] — DJ.

Exercicio 27 Demonstre a Proposicdo 3.

Exercicio 28 Seja a defini¢io de fact: [N — NJ

1 sen=0
n X fact(n —1) sen>1

fact(n) = {
1. Defina o funcional correspondente F: [N — NJ]; — [N — NJ,. Note que a
definicao de F' € nao recursiva.
2. Mostre que o funcional F é mondtono e continuo.

3. Caracterize a funcdo F" (L) € [N — N] para cada valor de n, onde L representa
a fungao totalmente indefinida, An.L. Considere em detalhe as func¢oes F™(L)

paran =20, 1, 2 e 3.
4. Mostre que o ponto fizo minimo de F é
f=1]<F"L)>
e que coincide com a fungdo x!.

Exercicio 29 (i) Dado (D,C) e f,g € [D — D] tal que fog=go f e f(L) =g(Ll)
Mostre que: Fixz f = Fix g.

(i) Sendo (D,C) e (E,C) dois CPOS, h: D — D e g: D — D fungdes continuas e
f : D — E continua e estrita, tal que go f = foh, mostre que Fix g = f(Fiz h).

(iii) Sendo (D,C) e (E,C) CPOS, f: D — E eg: E — D fungdes continuas, mostre
que Fiz(go f) = g(Fiz(f o g))

3.2 Inducgao do Ponto Fixo

Para funcoes definidas recursivamente, o Principio de Inducdo do Ponto Fixo permite
provar que uma “propriedade” é valida se o for para todas as suas subfuncdes finitas.

Uma “propriedade” serd definida como um predicado inclusivo:

Definicao 17 Sendo D um CPO, um predicado P : D — T ¢ inclusivo sse para toda
a cadeia X C D, se para todo z; € X, P(z;) =1t entdo P(|X) = t.
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Defini¢ao 18 Indugao do ponto fixo Seja H uma fung¢do continua num CPO D e

P(z) um predicado inclusivo em D. Se
1. P(L) se verifica.
2. se P(z) se verifica entdo P(H(z)) também se verifica

entdo podemos inferir que P(Fiz H) também se verifica.

Exercicio 30 Repita o Ezercicio 35 usando indug¢do do ponto fizo, supondo que as pro-

priedades em questdo sao predicados inclusivos.
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Dominios Semanticos

Esta seccao caracteriza operadores sobre dominios que serao utilizados nos dominios

semanticos.

4.1 Produtos

Proposicao 4 (Produto Cartesiano) Dados D e E CPOs, o produto
DxE = {<z,y>|z € D,y € E}
com a relagdo de ordem C:
<r,y>C<zy><«<= v Cp ey Cg ¢
é um CPO.
Exercicio 31 Demonstre a Proposi¢io (4).

Definicao 19 Definam-se as seguintes funcies:
1. Sendo D um CPO, cond: T x D x D — D dada por:

lp seb=_1p
cond(b,z,y) =4 = seb=t
Y seb=f

2. Sendo D e ECPOs prod:D — E — DXE, fst:DXE — D esnd:DXE —»
E sdo definidas, para todo x € D ey € E, por:

prod(z)(y) = <=zy>
fst(<z,y>) = =
snd(< z,y>) = y
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Exercicio 32 Mostre que cond, prod, fst e snd sdo func¢des continuas entre CPOs.
Notagao: A funcido cond(b, z,y) representa-se habitualmente por b — z, y.

Proposicao 5 Dados D, Ee F CPOsef: F — Deg: F — FE fung¢des continuas
eziste uma funcao continua < f,g >: F — D X E tal que

fsto <f,g>=f
sndo < f,g>= g

Exercicio 33 Mostre a Proposi¢ao (5).

Definicao 20 Dadas D — D' e ¢:E — E' funcgoes continuas entre CPOs,
definimos f x g: D x E — D' x E' como:

fxg =< fo fst,go snd>
Exercicio 34 Considerando a Defini¢ao (?7) mostre que idp X idg = idpxg € que
(fxg)o(f'xg) = (fof)x(god)

Proposicao 6 (apply e curry) Os operadores — e X podem se relacionar do modo
sequinte. Sejam D,E e F CPOs. Define-se a funcao apply: [[E — F|x E] — F

como:
Vf:E— F,z € E, apply(< f,z>) = f(z)
esendo f € [DxE —s F), a funcio curry(f) : D —s [E —> F) tal que:
Vz € D,y € E, curry(f)(z)(y) = f(=,y)
Entao,
f = apply o (curry(f) x idp)

Exercicio 35 Mostre que apply e curry sdo funcdes continuas e que a igualdade da

Proposigao (??) se verifica. Explicite a relagdo entre os dois operadores referidos.

Pode-se generalizar o produto cartesiano a n CPOs:

Definigao 21 Dados D1, ..., D, CPOs define-se

e as fungoes

tal que
prog; = fst" "t o snd
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4.2 Produtos amalgamados

No produto cartesiano entre CPOs, D x E. os elementos da forma < z, 1 >e < L,y >
sao distintos se x # y. Em certos casos, podemos querer identificar estes elementos. Por
exemplo, em semantica denotacional de linguagens de programacao para a passagem de
varidveis por valor. Assim pode-se definir o chamado produto amalgamado.

Recorde que,

Defini¢gao 22 (Funcgao estrita) Uma funcio f : D — E entre CPOs € estrita sse
f(Lp) = Lg. Entdo representa-se fpor f: D —, Ee o CPO das funcdes continuas
estritas entre dois CPOs D e E por[D — | E]

Exercicio 36 Verifique que[D — | E] é um sub-CPO de [D — EJ, isto é, é um sub-
conjunto e tem o mesmo elemento minimo e 0s mesmos supremos das cadeias ascenden-

tes.
Definigao 23 Seja a funcdo continua strict : [D — E| — [D — ) E] tal que

flx) sex# L
4 sex=_1

strict(f)(z) = {

Defini¢ao 24 (Par mergulho/projecgao) Um par de fungdes continuasg: D — E
e f: E — D diz-se um par mergulho/projec¢ao (g é um mergulho e f uma projecgdo)
se satisfazem

fog=ridp

go f Cidg

Exercicio 37 Mostre que a funcao strict € uma projec¢ao cujo mergulho correspondente
€ a fungdo inclusao
incl: [D — E] — [D — E]

Definigao 25 (Produto amalgamado) Sendo D e E CPOS, o produto amalgamado
D ®FE é o conjunto

{<z,y>e DXE |z# Ley# L}U{Lpgr}
com a relacdo de ordem C:

<z,y>C <z Yy >« 2 Cp 2’ ey Cp ¥

Vz € D®E, lpgr C 2

E evidente que D ® E é um CPO.
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Proposigdo 7 A funcdo continua smash : [D x E] — [D ® E] tal que

(,y) sex#ley#l
smash(z, ) = Y
1lpgr caso contrdrio
¢ uma projecgdo cujo mergulho € dado por: unsmash: [D ® E] — [D x E] tal que

Z se z=<x,Yy >

unsmash(z) =
<l,1> sez=1lpxg
Exercicio 38 Mostre a Proposi¢do (6).

Exercicio 39 Sendo f: D — D' eg: E — E' funcgdes continuas estritas, mostre

que a segquinte fungdo € continua e estrita
f®g = smash o (f X g) o unsmash

Como no caso do produto cartesiano, pode-se relacionar o operador ® com o operador
— . Tente definir duas fungoes strict_apply e strict_curry usando as fungoes apply,

curry, strict, smash, unsmash, id e incl.

4.3 Soma

Definicdo 26 (Soma amalgamada) Dados D e E CPOs, a soma
Do FE = {<.’E,1>|LE € D—{_LD}} U {<y,2>|y S E—{LE}} U {—LDQBE}
com a relacdo de ordem C:

<zm>C<z',n> m=nez C 7

Vz € DOFE, lpgg C 2
Exercicio 40 Demonstre que D @ E é um CPO se D e E o forem.

Definigao 27 Sendo Dy e Dy dois CPOs, definem-se, 1 < 1 < 2, in; : D; —
(D1 EBDQ), out; : (D1 @DQ) —> D, eis;: (D1 EBDQ) — T:

ni(z) <z,i> sex# L
in;(z) =
' 1pep, sexz=_1

( 1lp, sed= Llpep,

outi(d) =% = sed=<z,i>ex € D

[ L sed=<z,i> 7€ Djei#]
( J_T Sed:J_Dl@D2

isi(d) =4 t sed=<z,i>ex € D;

| [ sed=<uz,i> z,€ Djei#]
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Exercicio 41 Mostre que as funcoes definidas na definicdo (29) sio continuas e estritas

e que out; o in; = idp, e
idp = condo < is1,in1 o outy,ing o outy >

Notagdo: Habitualmente sendo D = Dy & D, designa-se in;(z) por z em D e out;(d)

por d | D;. Como no caso dos produtos,

Proposicdo 8 Se f: D; —, F eg: Dy — F sdao funcgoes estritas continuas
entre CPOs, entdo ezxiste uma tnica funcao estrita e continua [f,g] : D1 & Dy — F

tal que
[f7 g] °ing = f

[fag] o ing = g

Exercicio 42 Mostre a Proposicao (7).

Definicao 28 Dadas f:D —, D' e g:E —, E' funcoes continuas estritas entre
CPOs, definimos f®g: D@®E — | D' ® E' como sendo:

f®g = [inio f,ing o g]
Exercicio 43 Considerando a definicdo (30) mostre que idp @ idg = idpgr € que
(fog) o (ffog) = (fof)elged)
Pode-se generalizar a soma amalgamada a n-CPOs:

Definicao 29 Dados D1, ..., D, CPOs define-se

e as funcgoes

tal que

ing =1n"" o ing

Definigao 30 (Lift) Dado um CPO D, define-se o lift de D como o conjunto D =

(D x {0} U{L}, onde L é um novo elemento, e a relagcdo de ordem parcial C:

<z,0>C<2',0> < z Cp 2

Vze D, LCz
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Exercicio 44 Mostre que D, é CPO se D o é.
Proposicao 9 A funcgdo down : D, — | D dada por

= 0
down(z):{x se z=<uz,U>

Lp caso contrdrio

€ continua estrita e a funcao up: D — D, dada por
up(z) =< z,0 >

€ continua e verificam as seguintes relagoes:

down o up = idp

up o down 3 idp,
Exercicio 45 Mostre a Proposicao (8).

Proposicao 10 Dados dois CPOs D e E e uma funcdo continua f : D — E existe
uma fungao continua estrita g : D| — FE tal que f = g o up. Dizemos que g=lift(f).

Exercicio 46 Mostre a Proposicio (77).
Definigao 31 Dada uma funcgao continua f : D — FE define-sef | : D, — FE,| por,
f1 = strict(up o down)

Podemos dizer que o /lift transforma funcoes continuas em funcoes continuas estritas.
Uma aplicagao desta operacao ocorre quando nao se pretende amalgamar os elementos

minimos dos somandos duma soma de CPOs. Temos entdao uma soma separada.

Defini¢ao 32 (Soma separada) Dados D e E CPOs, definimos soma separada D+ E
como sendo o CPO D, & E| .

Temos também,

Proposicao 11 Se f : D1 —, F eg: Dy — | F sdao fungoes estritas continuas

entre CPOs, entdo eriste uma unica fungao continua estrita h : Dy + Dy — Ftal que
hoinioup=f
hoingoup=g

Exercicio 47 Mostre a Proposicio (?7)

Definicdo 33 Dadas f:D — D' e g:E — E' funcdes continuas entre CPOs, defini-
mos f+g: D+ E — D'+ E' como sendo:

f+g=fL®gL

Exercicio 48 Mostre que f+ g verificam as propriedades de f ® g definidas no exercicio

46.
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Pw: Dominio Reflexivo

Bibliografia J. Stoy, Denotational Semantics: the Scott-Strachey Approach to Program-
ming Language Theory, MIT Press, 1977.Cap. 7

Definigao 34 Sejam D e E CPOs e sejami: E — D ej: D — E fungdes continuas.
O par < 1,5 > ¢é um par projecao de E em D, ¢ wm mergulho, 7 uma projecao e¢ F uma

projecao (contragdo) de D se e sd se:
joi=1dg etoj Cidp
Definigdo 35 Um CPO D € reflexivo se [D — D] € uma projecao de D.
Seja (Pw,C) o conjunto poténcia de N, Pw={X | X C N}, ordenado pela inclusao.
Exercicio 49 Mostre que (Pw,C) é um CPO.

Qualquer elemento de Pw pode ser visto como a reuniao infinita de conjuntos finitos.

Em particular,
Exercicio 50 Mostre que
VX ePw, X = |_|{az- | a; C X AVi,a; € finito e a; C a;j+1}
indicando expressamente a cadeia < a; >.
Vamos caracterizar as funcoes continuas em Pw.
Proposigao 12 Se fPw— Pw entao,
f € continua < f(X) = |_|{f(az) | a; € X AVi, a; finito e a; C ajy1}

Exercicio 51 Demonstre a proposicao (9) e conclua que uma fungao continua em Pw

fica caracterizada pelos seus valores em conjuntos finitos.
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Dado que uma fungao fe [Pw—Pw] é determinada pelos seus valores em conjuntos

finitos vamos ver que f pode ser codificada como um elemento de Pw.

Definicdo 36 (Codificagoes de N? e de conjuntos finitos de N)
1.Vn,m €N (n,m)=3(n+m)(n+m+1)+m
¢é uma bijecio entre N e N2. Corresponde ds “diagonais” de N2,

(0,0),(1,0),(0,1),(2,0),(1,1),(0,2),(3,0),(2,1),...

2. VneN sejae, ={ko,...,km-1}, ki <kiy1en=>,., 2Ki ¢ uma bijecdo entre
N e {X€Pw| X € finito}.

Por exemplo, e13 = €(1101)y = {0,2,3} e (1,3) = 13.
Definigao 37

1.
VfePw—Pu], gr(f) ={(n,m)|m € f(en)}

onde (n,m) representa o seu indice em N.

VU € Pw, fun(U) € [Pw — Puw] :
fun(U)(X)={m |Je, C X A (n,m) € U}

Note que gr associa a cada funcdo continua um elemento de Pw e fun a cada elemento

de Pw uma funcdo continua.
Proposigao 13
1. gri{Pw—Pw| — Pw € continua.
2. Para todo U € Pw fun(U) € [Pw — Puw]
3. fun é continua
4. V[ € [Pw— Puw], fun(gr(f)) = f
5. Para todo U € Pw gr(fun(U)) D U.

Exercicio 52 Demonstre a proposicao (10) e conclua que Pw é um CPO reflexivo.

'Equivalentemente gr(f) = {(a:,b;) | VX € Pw, X = | <a; > Af(a;) =] <b; >} e fun(U)(X) =
{b|X=|]<ai> A(ai,b) € U}
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Bibliografia J. Stoy, Denotational Semantics: the Scott-Strachey Approach to Program-
ming Language Theory, MIT Press, 1977.Cap. 8

R. Tennent, The Denotational Semantics of Programming Languages, CACM Au-
gust 1976, vol. 19, num. 8

Schmidt D. Denotational Semantics, Cap. 7.2
Kooge, P. The Architecture of Symboic Computers, McGraw-Hill, 1991, Cap. 4e 5
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Capitulo 6

Semantica Denotacional do
A-Calculus

6.1 Semantica Denotacional do A-Calculus Puro

O dominio sintactico é o dos A-termos, sendo Id o dominio das varidveis.

6.1.1 Dominios Semanticos
veV [V V]
p € Amb=[Id — V]

V é o dominio dos valores dos A-termos e p é o ambiente.
Definigao 38 O ambiente p[d/I] é definido por
plo/TI'] = (I'=1I) — 6, p[I']

6.1.2 Funcao Seméantica
E:X-termos — Amb — V
L. E[z]p = plz]
2. Elee’lp = Ele]p [v—vy (E]€]p)
3. E[ z.€]p = M.E[e]plv/z] em V
Exercicio 53 Determine:
(1) E[(Az.z)]p
(i) E[Azy.x)(Az.x)]p

(iii) E[(A\z.zz)(Az.zx)]p
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6.1.3 Semantica Operacional e Semantica Denotacional

Considere-se a seméantica operacional para o A-calculus dada pela relacao de equivaléncia
sobre termos, =g,. Dizemos que M e N sao convertiveis se M =g, N.
Definigao 39

Ey = By < (Vp E[Eq]p = E[EA]p)
Lema 3 Se I ndo ocorre livre em E, entdo
Vp, 6 E[E]plo/1] = E[E]p

Lema 4 Vp £[[E1/1)Eolp = E[Es](oE [ 1o/T])
Teorema 5 FEy =g, E1 = FEy = E;
Demonstragdo 3 Recorde a definicdo de —g, —o € —, -

() Az. X — My.[y/z]X ey ndo ocorre livre em X

(B) Axz.M)N —g [N/z]M

(m) (A\z.Mz) —, M e x ndo ocorre livre em M
Duas expressoes FEq e FEy sao convertiveis se:

1. uma pode ser transformada na outra pela aplicacao directa duma regra;

2. uma pode ser transformada na outra pela aplicagdo duma regra a uma das suas

componentes;

3. uma pode ser transformada na outra pela aplicacao duma sequéncia finita de regras

de conversao

A relagdo =, como a =g,, € uma relaco de equivaléncia. Portanto o caso 3) estd
resolvido. O caso 2) resolve-se por indugdo estrutural. Para o caso 1) utilizam-se os

lemas dados. e

Exercicio 54 Demonstre os lemas 5 e 6. Para o lema 6 use indugao estrutural sobre

Ey e a definicdo de substituicao. Complete a demonstragao do teorema 7.

Em geral, Ey =g, E1 & Ey = E;. Contudo, a implicacdo ¢ véilida se os A-termos

admitirem forma normal.

Exercicio 55 Discuta estes factos para a implementacao do X-calculus usando redugies

Bn.

Exercicio 56 Modifique a semantica dada para o A-calculus considerando a passagem

de argumentos por valor.
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6.2 Semantica Denotacional do M-Calculus com extensao

aos inteiros

6.2.1 Dominios Seméanticos

n €N inteiros

vEV =N, +[V V] valores

p € Amb=[Id — V] ambientes

1d varidveis do A-Calculus

6.2.2 Funcao Seméantica

E : dtermos — Amb— V

1. &[n]Jp=nemV

2. E[z]p = p[z]
3. Elee'lp = Ele]p [v—vy (E[€p)
4. E[Az.e]p = Mw.E[e]p[v/z] em V

Exercicio 57 Calcule E[(Azy.zy)(Az.x)5]p
1. Directamente

2. Usando o Teorema 7

Exercicio 58 Calcule E[(Af.(Az.f(fz)))s 3]p, onde p € definido por

€ sex #s
plz] = ¢ dobro se z = s, onde dobro € a fun¢io definida em Ndobro(n)=2n

e estendida naturalmente a V

Exercicio 59 (i) Estenda a linguagem dos A-termos para incluir fungioes aritméticas
explicitamente (“build-in”), por exemplo, +, X e —. Defina uma semdntica deno-

tational para o A-calculus resultante.
(i) Determine

(a) E[(Az.z +5)3]p
(b) E[(Azyz.z(yz))(Az.z + 4)(Az.z X z)T]p
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6.3 Semantica Denotacional do M-Calculus com extensao

aos inteiros com deteccao de erros

6.3.1 Dominios Seméanticos

neN inteiros

w €W = {erro}, valor de erro

vEV N +[V V]| +W valores

p € Amb=1Id — [V + {indefinido} ] ambientes

Id varidveis do A\-Calculus

6.3.2 Funcao Seméantica

Nota: Para simplificar notacdo designidmos erro por erroem V. &£ : A-termos —
Amb —V

1. &[n]Jp=nemV
2. &[z]p = p[z] = indefinido — erro, p[z] em V

isW (v2) — erro,
3. Elerea]p = isW(v1) — erro, onde v; = E[e;]p
islV. = V](v1) — v1 |[y—v) v2, erro

4. E[Az.e]p = Mw.E[e]p[v/z] em V

Exercicio 60 Repita os ezercicios 58 e 60 para esta semdntica.

6.4 Semantica Denotacional do A-Calculus com funcgoes built-
n
Considere que a sintaxe dos A-termos (expressoes) e é dada pela seguinte bnf:
e x= z|n|t]| f]| e | Ave |

et+tele—e|lexe|le=ce|le>ele<e]...

if etheneelsee | let zbeeine

Exercicio 61 (i) Verifique que a linguagem definida é equivalente ao A-calculus puro.

(#i) Defina uma semdantica denotacional para a sintaze dos A-termos acima definida,
considerando que

let  be eg in es = (Az.e9)eq
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(11i) Prove que para todo o ambiente p,
E[if e1 then ey else e3]p = E[(AxAyrz.if x then y else z)eiezes]p
Exercicio 62 Como se pode modificar a sintaze da erpressao
letzbeeine
para permitir o definicdo simultanea de vdrias varidveis, por exemplo,
letz=3,y=xz+1linz Xy

Defina a funcgdo £ para uma expressao desse tipo.

Para cada n > 1, seja F,, = {f1, fo,...} um conjunto de simbolos de fung¢des de aridade
n. Considere-se ¢ € FAmb = [[,,>1[Fn — [V" — V]] o conjunto de ambientes de fungao.

Suponha que a sintaxe das expressoes e é estendida a
e ==let f(z1,...,zp) beeine | letrec f(z1,...,zp) beeine
para qualquer n > 1l e f € F,.

Definigdo 40 Sendo g € [V" — V] e fn, € Fpn, o ambiente de funcao Plg/fn] €, para

cada componente, definido por

sen=mefl,=fn

dmlfl] caso contrdrio

(Bla/ ful)mfh] = { g

Notagao: Considerando que ¥ denota wv1,...,v, para qualquer v e n, pode-se definir
pl7/Z] como plv1/z1]... [vn/@n].

Seja £ : A-termos — Amb x FAmb — V entdo a semantica denotacional destas duas

expressoes é:
1. Elet f(z1,...,zy) be e1 in ex]pd = E[ex] pd AT .E[er]p[v/Z] P/ f]

2. &[letrec f(x1,...,z,) be e1 in ex]pdp = Elex] pd[Fix(Ag.AT.Ee1]plv/Z)blg/ f1)] f]

Exercicio 63 Verifique se estas novas expressoes se podem definir no A-calculus puro.

Que alteragoes tem de considerar? Qual a vantagem, em caso afirmativo?

Exercicio 64 Redefina a semdntica denotacional dada no ezxercicio 62 para todas as

expressoes e.

Exercicio 65 Determine
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(i) Elletrec fact(xz) beif x =0 then 1elsex x fact(x — 1) in fact(4)]pd

(i) E[letrec fi(z,y) beif © =0 then yelse fi(zx — 1,y + 1) in f1(1,2)]pd

Exercicio 66 Supondo que Id = Id U Un21 Fn e para cada ¢ € FAmb e para f € Fy,
O(f) = MW = Ay  dvp ', para f € Fy podiamos apenas ter ambientes p € Amb =
[Id — V. Prove entao que:

El let f(x1,...,zp) be eg in ex]p = E[ let f be Ax1,...,zh.€1 in e2]p

Exercicio 67 Defina fungdes que permitam manipular listas de inteiros, por exemplo

member, append e reverse. Considere funcgoes primitivas hd, tl, nil e null.

Exercicio 68 Modifigue a semdntica denotacional dada considerando a passagem de

argumentos por valor.

Exercicio 69 Defina uma semantica operacional para as expressoes e considerando uma

relacio —g:
(i) com passagem de argumentos por nome, Oy,

(i) com passagem de argumentos por valor, O,

Demonstre a equivaléncia entre cada uma destas semanticas e as respectivas semanticas

denotacionais.

Defini¢do 41 (Pontos fixos simultaneos)
Sejam Dy, . ..,Dp_1 cpos e f; : [[[;<n Di — Dj], i < n fungées continuas. Os elementos

dyy.--,dp_1 de Dy, ...,D,_1 sao pontos fixos simultaneos de fo,-.., fn_1 Se e s0 se:

do = foldo,--.,dpn-1)

dnfl = fnfl(dO; .. adnfl)

Exercicio 70 Mostre que se dg,...,d,_1 sdo pontos fizos simultaneos de fo, ..., fn_1
entao < dy,...,dn_1 > € ponto fizo de < fo, ..., fn> e que
Fiz(< fo, --., fa>) =< Fiz(fo), --., Fiz(fs) >

Exercicio 71 Fungoes mutuamente recursivas FEstenda a sintaze e a semantica de-
notacional das expressdes e para permitir a definicdo de fungdes mutuamente recursivas,

por exemplo:
letrec  fi(z,y) beif © =0 then 1else fi(z — 1, fa(y)),
fo(z) beif x =0 then 6 else fi(z — 1,z + 1)
in f1(1,2)

Sugestao: Para a semantica denotacional use a nocao de pontos fizos simultaneos.
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Capitulo 7
A Linguagem TC

Bibliografia J. Stoy, Denotational Semantics: the Scott-Strachey Approach to Program-
ming Language Theory, MIT Press, 1977. Cap. 9-12

R. Tennent, The Denotational Semantics of Programming Languages, CACM Au-
gust 1976, vol. 19, num. 8

Michael Gordon, The denotational description of programming languages: An In-

troduction, Springer Verlag. 1979
Schmidt D., Denotational Semantics, Cap. 5, 7.1, 9

A linguagem que consideramos a seguir, essencialmente baseada em (Stoy, 77) é uma lin-
guagem imperativa, onde o conceito de computacao corresponde ao de que um comando

transforma um estado da miquina noutro estado.

Sintaxe
z € Id conjunto de identificadores
o, € Op conjunto de operadores, p. e, +, X, —, ...
n € N conjunto de constantes (de valores primitivos, p.e, inteiros)
e € Exp conjunto de expressoes
¢ € Cmd conjunto de comandos

onde,
e u= z|n|true|false|e=-¢el|og()]|o1(e)]|o2(e,e)]| - |

if e then e else e |let x be e in e|fn x.e|

e(e)

¢ == dummy |if e then c else c| (¢;c) | while e do ¢
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Dominios Semanticos

Vamos distinguir ambientes de estados.

0 €

p E

Os ambientes associam a cada identificador o valor da correspondente posicdo

(ou endereco) de meméria. O significado de um identificador (ou outra ez-

pressdo denotdvel) traduz-se na posi¢do de memoria que lhe corresponde; este

significado (e o ambiente) pode mudar, por exemplo, quando uma fungao é

chamada e um identificador passa a designar uma variavel local. As expressoes

denotaveis podem também ser nomes de funcoes e subrotinas.

O estado corresponde ao contetido da memdria, incluindo o valor do “program

counter”. Um estado pode mudar, por exemplo, numa atribuigdo. (Nota:

para simplificar, na linguagem inicialmente considerada nao existe nenhum

comando que altere o estado, mas isso serd considerado em exercicios poste-

riores)

D = [N+T+[D — E]] conjunto dos valores denotiveis

Amb = [Id — D] ambientes

b € T valores de verdade

n €
o €
S
v €

N inteiros
S estados
C =[S — S] valores dos comandos (transformagées de estados)

E = D valores das expressoes

Fungoes Semaéanticas e Denotagoes

E:Exp — Amb — S — E

O, :

Op — [E" — E]

C:Cmd — Amb — C

E[ zJpo = p[ 2]

E[ n]poc = nemE

E[ truejpc = tem E

&l false]po = femE

El e1 =ea)po = (€] er]poc = E[ e2]pc — t em E,f em E)

EL onler,++ren)lpo = Oul 0al(€l 1o -, €] enllpo)

E[ if eg then e; else ex]po = (E] eolpo| T — & e1]po, E] e2]po)
E[ let x be e; em eg]po = E] e2]p[€] e1]po/z]o
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E[ tn x.e]Jpo = (X.E] €]p[d/z]c) em D
El eilez)lpo = £[ ex]po|[D — EJ(E] e2]po)

C[ dummy]po = o

C[ if e then ¢; else co]po = (&] e]po|T — C[ e1]po,C[ c2]po)

C[ (c1;e2)]po = C[ e2]p(C[ e1]po)
C[ while e do c]p = Fiz(My.Mo.(&] e]po|T — (v o C[ c]p)o,0))

Exercicio 72 1. Defina a seméantica para a expressao —e e mostre que

C[ if e then ¢; else c3] = C[ if —e then c; else ¢1]

2. Mostre que C[ while e do c¢] = C[ if e then (c; while e do c) else dummy]

3. Defina a seméntica para o comando until e do ¢ e mostre que

C[ while e do ¢] = C[ until —e do c]

4. Defina a semantica para o comando c¢ repeatwhile e e mostre que

C[ c repeatwhile e] = CJ[ (c¢;while e do ¢)]
C[ while e do ¢] = ([ if e then (c repeatwhile €) else dummy]

5. Mostre que C[ (while e do ¢1;while e do ¢3))] = C[ while e then ¢]

Exercicio 73 [Fungdes Estritas] Reescreva a semantica dada considerando fungées
estritas. Dé exemplo de alteragoes no significado de algumas instrugoes neste caso.
Distinga em passagem de parametros por valor e por nome. Nota: Utilize o operador
strict : [A — B] — [A — B], A e B CPOs.

Exercicio 74 [Expressoes com “side-effects”] Distinga entre ambientes e estados;
identificadores e enderecos; declaragoes e atribuigoes. Reescreva a seméantica dada (alte-
rando dominios e fungdes) supondo que as expressdes podem alterar o estado e conside-
rando o operador * tal que se f € [E — [S — D]leg € [S — [E x S]] entdo
paras € S, (fxg)s = (fe)s' se gs = (e, s'). Neste caso, £ : Exzp — Amb — S —»
[E x S] e por exemplo,

E[ truelp = Io.< temE,o >
E[ if eg then e else ex]p = (AB.B8 — &[] e1]p, & ea]p) x E] eo]p
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O dominio E passa a ter mais um somando [D — W], com W = [S — [E x S]]
Em especial, deve considerar as alteracoes na semantica das funcoes (fn z.e) e na sua

aplicacao: considere fungoes Apply e map tal que:
Apply < e1,e9 >= (e1|[D — [S — [E x S]])(e2)
emap < wi,ws > 0 =<< €1,€y >,09 > onde wig =< €1,01 > € wyo] =< €9, 09 > entao:
E[ fnx.e]p = strict(ho < N.E[ €]p[d/x]) em E,o >)

E[ er(e2)]p = Apply x map < E[ er]p,E[ e2]p >

Verifique e complete. Considere apenas funcées estritas.

Exercicio 75 Considerando a semintica definida no exercicio 75 com fungoes estritas

mostre que E[ (fn z.ep)(e1)] = E[ let = be e; in eg]

Exercicio 76 [Rotinas| Considerando a seméntica definida no exercicio 75 estenda a
linguagem (e a correspondente semantica) para admitir rotinas (sem nomes nem parametros).
Considere a expressao rt ¢ e o comando call e.

Nota: Altere convenientemente o dominio dos valores das expressées para admitir “co-
mandos” como valores. Para a chamada da rotina basta definir convenientemente uma

funcdo Run tal que C[ call e]p = Runx&[ e]p
Exercicio 77 Considerando a seméantica definida no exercicio 77, mostre que
C[ (call(rt c))] = C[ ]
C[ call(fn z.rt c)(e)] = &[ let = be e in (]

Exercicio 78 [Atribuigao| Estenda a liguagem dada considerando o comando e; := eg
(atribuigdo). Modifique os dominios seménticos das expressoes para distinguir entre
"conteudos” B € V (exzpressdes armazendveis, pode ser igual a E) e os enderecos @ € L
(posigoes de memoria). O dominio L é um somando de D. Podemos entao considerar
o dominio dos estados S = [L — V] e considerar as funcoes auxiliares cont : L —»
S — V euwupdate : [L x V] — S — S tal que contaoc = oa e update(a,B)o =

o[f/a]. Defina a seméantica para a atribuigdo.

Exercicio 79 Modifique a seméantica da atribuicao para o caso de alocagao dinamica
de memoria. Nota: Considere funges auxiliares para criar (new : S — L, extend :
L — S — S) elibertar (free: L — S — S) posi¢oes de memdria, para testar
(area : L — S —— T) se uma posi¢ao estd a ser usada num dado estado e para
mapear a memoria map € [L — V. Defina as fungoes cont e update usando as fungdes

anteriores. Neste caso, S = [L — v| x [L — T].
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Exercicio 80 [Continuagdes] Verifique que a seméntica dada anteriormente nio é ade-
quada para o tratamento de instrucoes que envolvam transferéncias de control com even-
tual mudanca do Ambito do ambiente ou estado de avaliacdo. Considere expressoes como
enter e ezit (define um ambito de avaliagdo) e with e escape que quando avaliada no in-
terior duma expressao como a anterior tranfere o control para o “mais préximo” ezit e o
valor de toda expressao anterior é o de e. Considere comandos como z:¢ (cuja semantica é
a de c) e goto =, e analise geralmente instrugoes como (goto z1; c1). Defina uma seméntica
de continuagoes para a linguagem dada estendida com estas novas instrugoes. Uma con-
tinuacao especifica uma transformacdo entre um estado corrente e um estado final do
programa. Para uma expressao uma continuacao envolve um resultado e um estado
k€ K=[E — [S — S]] =[FE — (], para um comando envolve uma trans-
formacdo de fungoes de estados em fungoes de estados. Sendo§ € C = [S — S] temos
para um comando ¢ C[ ¢[pf € C. Por exemplo, defina C[ (c1;¢2)]pf = C[ c1]p{C[ c2]pb}
e &[ if eg then e; else ex]pr = E[ ep]p{Cond(&] e1]pr,&[ e2]pr)}) onde Cond : [C x
C] — K é definida por Cond(01,62) = Mv.isT(v) — (v|T) — 61,02),wrong e

wrong € C' é a continuagao associada a uma situacdo de erro.

Exercicio 81 Considerando a semantica de continuacoes dada no exercicio anterior de-

fina a seméntica para o comando stop e mostre que (c1; stop; c2) é equivalente a (c1; stop).

Exercicio 82 Considerando a semantica de continuagées dada nos exercicios anteriores
defina a semantica para a atribuicdo e; := eo. Redefina as funcées cont, update, free e

extend.

Exercicio 83 Modifique o dominio dos estados para considerar comandos de entrada
e saida, como por exemplo read z e write e. Defina uma semantica para estes novos

comandos, considerando detecao de erros.
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Algumas notas sobre a resolucao dos exercicios

Exercicio 73
1. Seja &[ —e]po = (&] e]po|T — fem E,t em E)

C[ if —e then c2 else ¢1]
= &[ =elpo|T — C[ calpo, Cl er]po
= (&[ e]Jpo|T — fem E,t em E)|T — C[ c2]po,C[ ci]po

Entao, se ] e]poc =t em E, o resultado é C[ c1]po e caso contrario C[ c2]po,

como se pretendia.

2. Basta verificar que a seméantica de while e do ¢ foi definida para que essa
igualdade se verificasse. Sendo H = Ay.Ao.(&] e]po|T — (v o C[ c]p)o, o)
e C[ while e do c]p = 7' entédo

(€ elpo|T — (v o C[ cp)o,0) =
C[ if e then (c; while e do ¢) else dummy]p

3. Pretende-se que C[ until e do ¢] = C[ if e then dummy else (c; until e do ¢)],
entdo C[ until e do c]p = Fiz(Ay. o.(E] e]po|T — o, (v o C[ c]p)o))

4. Pretende-se que C[ ¢ repeatwhile e] = C[ c; if e then c repeatwhile e else dummy]
entdo C[ c repeatwhile e]p = Fiz(Ay.(Aa.&] e]po|T — ~o,0) o C[ c]p)

Para mostrar que

C[ c repeatwhile e]p = C[ (¢;while e do c)]p (7.1)
C[ whilee do c][p = ([ if e then (c repeatwhile €) else dummy]47.2)

Sejam

H, M. o.(E] e]po|T — (v o C[ c]p)o, o)
H, = M.(Aol] e]po|T — vo,0) o C[ c]p

C[ c repeatwhile e]p = Fiz(H;) = v e C[ while e do c]p = Fiz(Hy) = 7o.
Sev' =C[c]p, w=E[e]p ey =A.wo|T — 70,0 as igualdades acima

ficam:

Y1 =907 (7.3)
Yo = Y2 (7-4)
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Se v; = Fiz(H;) e se se mostar que H;(y;) =; (i # j) tem-se que ; C y; e

se o reciproco também se verificar conclui-se que y; = ;.

1 = Hi(m)

= lowo — mo,0)0y

= y207

Hy(ye) = Mowo — (y209")0,0

Logo, o E 2.

= AO.Wo — V10,0

= ")12

Hi(vo9) = (Aowo — (ywo7)o,0)o0r

= Hy(y) oy
= Yoy

Logo 1 C 79 o v'. Temos provado uma das partes de cada igualdade. Agora,

v¥2 E Ao.wo|T — (y907")a,0 = Ho(y) =10

e, entdo 1 =09 =y o7

Exercicio 77 Considere-se

E[ rt c]p = strict(ho. <C[ c]p em E,o >)

Exercicio 79

C[ call e]p = Runx&] e]p
onde Run(e) = strict(e | C)

C[ e1 := ex]po = update(a, B)o

ondea=E&[e]po|Lep=

El expo |V

Exercicio 80 Define-se map(c) = m1(0) e area(o) = ma(0). Temos paraa € Leo € S

cont(a)(o) =

update(a, B)o =

area(c)(new(o))

map o extend(a) =
area(extend(a)o)(d) =
map o free(a) =

area(free(a)o)(d’) =

area(o)(a) — map(o)(a), undef

o[B8/a] onde map(c[B/a]) = A.(a = o) —
B,map(c)a e area(c[f/a]) = area(o)

false

map

(a =da') — temV,area(o)d
map

(a=d') — femV, area(c)d
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Exercicio 81 Apresentamos a seméantica de continuagbes para o seguinte sub-conjunto:

e == z|n|true|false|og()]|oi(e)]|o2(e,e)]| - |
if e then e else e|let x be e in e|fn x.e |
e(e)

¢ == dummy|if e then c else c| (¢;c) | while e do ¢

| goto e |begin z1 : ¢1... 2y : ¢, end

A=S

F=[D — K —C]

e C=1[S— A

¢ € E=[T+N+C+F]
E=D

k€ K=[E — C]

p € Amb= [Id —s D]
E:Exzp — Amb — K — C
O0,:0p — [E" — [K — C]
C': Cmd — Amb — C — C
wrong € C

Cond : [C x C] — K é definida por

Cond(01,602) = Mv.(vem T — (v|T) —> 61,02),wrong

o &'[ z]pr = p[ 2] = undef — wrong, k(p[ z])
e &'[ n]pk = k(nem E)

o &'[ truepk = k(temE)

o &'[ false]prk = k(f emE)

o &' opler,---,en)]ps = E' el p{re1.&'[ e2]p{. .- Aen—1&'[ en] p{ren-Ol(0n) <
€l,---,€6p > K} ...} onde

Ol (on) < é€1y...,6n >k = nem N — k(nem E),wrong
e n = On(op)(€1]|N,...,e|N)

o &' if ey then ey else ex]ps = E'[ eg]p{Cond(E'] e1]pr,E'[ ex]pr)}
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o &'[let x be e; em ex]pr = E'[ e1]p{N.E'[ er](p[d/x])x}
o &'[ tn x.e]pr = k(MK E'] e]p[v/x]{K'} em E)
o &' erex)]lps = E[ ex]pra

onde k1(€e1) = &[ e2]prz e ka(e2) = (€2 | F)(e1 | D){x}

o C'[ dummy]pf = I, onde I = X\0.0
e ([ if e then c; else co]pf = E'[ e]p{Cond(C'[ c1]pb,C'[ c2]pb)}
o C'[ (c13¢2)]p0 = C'[ ex]p{C'[ c2]pb}
e C'[ while e do c]pf = Fiz(N\0'.E'[ e]p{Cond(C'[ c]pb’,0)})
e C'[ goto e]pb = E'[ e]p{Jump}
onde Jump(e) = eem C — €| C,wrong

e C'[ begin z1 : ¢1... 2y : ¢, end]ph =
(Fiz(A < 01,...,0, >.<C'[c1]p'0a,...,C'[ cu] 0’0 >)) | 1 onde,

o' =pl0rem D/z1]...[0,em D/xy)

Usando a seméantica anterior, mostre que

begin 1 : c11;

if e then goto z3 else dummy;

goto z4;
3 C13;

goto xs;
T4 1 C14;
Ts5 : C15;

end

C115 (if e then C13 else 014); C15
tém a mesma semantica.

Exercicio 83 Considerem-se as fungoes:

Contake = area(oc)a — k(map(o)a), wrongo

Updateapd = (isL(a) — isV(B) — 6 o update(a, 8), wrong), wrong
Extendko = mnew(o) =undef — wrongo, k(new(o)(extend(newo)o)
Freeafo = area(oc)a — O(freeac),wrongo
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Definem-se as funcoes seméanticas para cada z € Id tal que p[ z] = (aem D para
a€lL,
L[] z]pk = ka se p[ z] = aem D e &[] z]pk = k(aem E)

R[ z]pr = Contar
Se z' € Id for tal que, por exemplo, p[z'] = nem D paran € N ,
R[ z'|px = kn e E] 2']pk = k(nem E)

L[ 2']px = wrong

ou interpretar como encontrar uma posicdo de memoria e colocar 14 n.
L] 2')px = E[ 2'p{\e.Extend{ \a.Update a(e | V){xa}}}
Para definir £ e R a custa de £, considerem-se
lv:[L — C] — [E — (]

rv: [V — C] — [E — (]

e
L e]pr = E[ e]p{lvr} R[ e]pr = £[ e]p{rvr}
com
lv = AkXe.isC(e) — k(e | L),
isV(e) — Extend{Aa.Updatea(e | V){ka}}, wrong
v = AkAe.isL(e) — Cont(e | L)k,
isV(e) — k(e | V),wrong
Vem,

C[ e1 := ea]pf = L] er]p{ra.R][ e2]p{ 3. Update a0} }
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Capitulo 8

Tipos

8.1 M\-Calculo Tipificado

No A-Caélculo tipificado todos os A-termos tém um tipo. Fixa-se um conjunto de tipos
bésicos a partir dos quais outros tipos sao obtidos por construtores cuja forma depende
nao s6 das operagoes existentes para formar A-termos mas também da complexidade do

sistema de tipos que se pretende obter. Consideremos um conjunto de tipos:
Definigao 42 O conjunto dos tipos T ¢ definido indutivamente por:

1. Os tipos bdsicos estéo em T (constantes)
2. ay,a9,... € T sdo varidveis de tipo

3. SeteceTentdor — oe€T

Os tipos basicos podem ser os inteiros, os reais ou os valores booleanos; estes tipos sao
representados respectivamente pelas constantes int, real e boolean. Supomos que —

é associativa a direita.
Definicao 43 M : 0 onde 0 € T e M um A-termo indica que M tem tipo o

Definigao 44 Regras de inferéncia de tipos
1. Sex:7eN:0 entdo Xe.N:7 — 0o

2.8 M:7 — oceN:17entao MN : o

Estas regras permitem determinar o tipo dum A-termo. Por exemplo se no termo
Az.suc(z) soubermos que suc:int — int, entdo o tipo de x pode ser inferido como

sendo int.
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8.1. »-CALCULO TIPIFICADO 50

Relativamente ao A-Célculo sem tipos, as nocoes de varidvel livre e ligada, renomeacao

e substituicdo mantém-se no A-Célculo tipificado. Para reducao S
(Az.P)Q — [Q/z]P
é necessario que Q e x tenham o mesmo tipo.
Lema 5 Na redugdo B o B-redezx (Az.P)Q tem o mesmo tipo que a sua contragéio [Q/z]P
Exercicio 84 Demonstre o lema anterior por inducao na estrutura de P
Teorema 6 Se E: 7 e N € a forma normal de E entdo N : 7

Note-se que neste sistema de tipos nem todos os A-termos sao validos. Por exemplo os

operadores de ponto fixo, como Y, nao estao definidos uma vez que
VreTr#71— T

Isto leva a que as definigoes recursivas tenham de ser tratadas de outros modos. Contudo,

podemos concluir que todos os A-termos tipificados em T tém forma normal.
Exercicio 85 Mostre que o A-termo Azx.xzx nao admite tipo em T.

Exercicio 86 Determine o tipo dos sequintes A-termos em T:
1. \zy.x
2. \x.y sey: T
3. Azy.xyy

Exercicio 87 Mostre que em T:

1. B(t—p) —(c—7)—0—p

2.8: (6 —=(tr—p) —(c—7) —0—p)

8.1.1 Semantica denotational de tipos

Consideremos um conjunto de tipos T andlogo ao anterior, sendo Tv o conjunto de
variaveis de tipo a e Bt o conjunto dos tipos basicos ¢, entao a sintaxe dos tipos é dada
por:

ro=al|t|T—1
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8.1. »-CALCULO TIPIFICADO 51

Definicao 45 Uma substituicao S de tipos para varidveis de tipo é uma funcao de Tv

em T. Sendo a1,...,0n € TV eT1,..., 7 €T

[Tl/al,...,Tn/Otn]

denota a substituicdo que a cada «; faz corresponder T;, e que para as outras varidveis
faz corresponder elas proprias.

A composicao de duas substituicoes R e S é definida por
(SR)a = S(Ra)

e € associativa.

Uma susbstituicao S estende-se a tipos substituindo cada ocorréncia duma varidvel o
num tipo por Sca.

Um tipo 7' € uma instancia dum tipo T se existir uma substituicao S tal que 7' = ST. Se

T e 7' sdo instancias um do outro diz-se que T' é uma instancia trivial de T

Definigao 46 (Ideal dum cpo) Um subconjunto ndo vazio I dum cpo V € um ideal se

e s se
1. Sevelev' Cuventiov €1

2. O supremo de qualquer cadeia ascendente em I estd em I

Os ideais de dominios sio um bom modelo para tipos. Seja V o conjunto de todos os

ideais dum cpo V, ordenados com a relacao
I T I' = I' é um subconjunto de T
Dados I e I’ em V o conjunto
I—TI={veV |is[V—V]weWw el, (v|yv_y)v € I'}

estd em V
Uma validacio de varidveis de tipo é uma funcio ¢ que atribui um elemento de V a cada

varidvel de tipo. Seja Twal o dominio das validagoes
Tval = Tv — V
e dado ¢ : Bt — V, define-se a funcdo seméantica para tipos:
T:Tv — Tval — V

por:
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8.1. »-CALCULO TIPIFICADO 52

Tl = &[]
Tla]¢ = ¢[co]
Tlr— ¢ = (T[r]¢) — (T[']¢)
Definicao 47 1.

vigT = v ET[r]P

2. Dado um conjunto de asser¢ies da forma x : T, podemos estender a relagdo anterior

a ambientes e conjuntos de asser¢oes:
pig A =Vr:1 € Ap[x] g7
3. O significado de asser¢oes da forma A l=e: 1 é dado por:
AEe:7 = VoeTvalVpe Ambp:yg A = Elelpip T

Vamos considerar uma, linguagem de expressoes que é o A\-Calculo estendido com ex-
pressoes da forma:

. !
letx =eine

Defini¢do 48 (Inferéncia de tipos) Sendo A um conjunto de asser¢oes diz-se que se
pode inferir o tipo T para e de A, e escreve-se A F e : T sse isso pode ser derivado
das regras de inferéncia seguintes, onde A, denota o resultado de excluir de A qualquer

asser¢ao acerca de x:

TAUT:

Al z:7 (z:7inA)
COMB:

ArFe:T—T1T AR T
Al ee: 1

ABS:

AUz Fe:T

AF dze: 7 — 71
LET:

Are:r,...,Are:m, AUz 1,0,y b€ T

AFletz=eine’: T
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Exercicio 88 Mostre que
F o(let i=X\ z.z inii):a — «
Teorema 7 Para qualquer expressdo e, tipo T e assergies A se
AFe:T

entao
AlEe:T

Exercicio 89 Demonstre o teorema anterior por inducdo estrutural na drvore de de-
rivagdo de A F e: 1
8.1.2 Algoritmo de inferéncia de tipos

Seja U o unificador de dois tipos 7 e 7’ (substitui¢do tal que Ut = U7') . Dada uma

expressao algoritmo seguinte retorna, quando sucede, um tipo e um conjunto de assercoes.
Definigao 49 T'(e) = (A,7), onde
1. See éxentio A={x:p} eT=p, onde B é uma nova varidvel de tipo

2. See é (e1e2), seja (A;,1;) = T(e;) e U o unificador de 71 e 9 — [ onde 3 € uma
varidvel nova, entao, A=U(A1UAy) eTr=Up
3. Se e é \z.e' seja (A',7") =T(¢), entao:

e se ndo existem assercoes sobre x em A' entdo: A= A" e T =8 — 1/, onde
B € nova.

e se existe uma s6 asser¢io x :v em A', entdo: A=A et =v — 7.

e se existemn assercoes x : v; em A, seja U o unificador de v; entao, A =U A,
er=U(vy — 7).

4. Se e é let x=e1 in ey, seja (Az, 7o) = T(e2), entdo:

e se ndo eristem assercées sobre x em Ag entdo: A = Ay e T = 9.

e se eristem asserc¢ies x : v; em Ao, seja (A1, ) = T(e1) e (AL, 7]),..., (AT, T1),
variantes triviais de (A1,m1) = T(e1) e U o unificador de v; e 11,, entao,
A=U(Ay, UA] ... UA}) eT=Urms.

Note que T falha se nao existir unificador U.

Exercicio 90 Use o algoritmo anterior para determinar o tipo de

(let i=Az.fx in ii)

Departamento de Ciéncia de Computadores F.C.U.P.



8.1. »-CALCULO TIPIFICADO 54

Defini¢do 50 (Esquema de tipos) Um esquema de tipos n ou € um tipo T ou um
termo da forma:

Yan
onde T € wm tipo e a € uma varidvel de tipo, que serd chamada varidvel genérica de 7

Definigao 51 (Instancia genérica) v € uma instancia genérica dum esquema de tipo

7, e escreve-se 1 > v, sen € v ou sen € da forma Yan' e eriste um tipo T tal que
v=I[r/aly
Note-se que se pode abreviar
Yoai... Yo, T
para

Vajy...a,T

Definigao 52 (Inferéncia de esquemas de tipos) Pode-se estender o conjunto de

regras de inferéncia :

TAUT:
AFz:n (z:ninA)
INST:
Al e:n
At ey @1
GEN:
At e:n . .
—_ A
AT ¢ Var (ando ocorre livre emA)
COMB:
AFe:7T—1T AFE:T
Al ee:7!
ABS:
AUz:7T Fe:T
AFdze:7— 71
LET:

Abe:n AsUz:nk € 7
AbFletz=eine’:T

O algoritmo de inferéncia de tipos pode ser estendido para esquemas de tipos.
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