1 BDDs: diagramas de decisao binarios

Verificagdo por modelos simbdlica (Symbolic model checking)
Como vimos no SMV, os estados do modelo correspondem a possiveis valores
de varidveis e o seu numero é geralmente exponencial no nimero de variaveis.

Uma das maneiras eficientes de representar os conjuntos de estados é usar
OBDDs (ordered binary decision diagrams).

Os OBDDs servem para representar fungoes booleanas.

f:{0,1}" = {0,1}

Operacoes booleanas: f-g, f + g, f, etc...

Uma func@o booleana f de n varidveis pode ser representada por uma tabela
com 2" linhas.

Também pode ser representada por féormulas da légica, mas também é inefici-
ente.

Funcgoes Booleanas e BDDs

BDD: Binary decision diagrams

Uma func@o booleana pode ser representada por um digrafo aciclico com raiz
que é constituido por nés de decisao e dois nds terminais: 0 e 1. Cada né
de decisao é etiquetado por uma varidvel proposicional e tem dois filhos, cujos
arcos (tracejado e s61lido) correspondem as possiveis atribuigoes de valores as
variaveis (0 e 1).

Funcao boolenana

Arvore de decisao
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BDDs reduzidos

Um BDD é reduzido se os subgrafos isomorfos estao identificados e nao tem noés
cujos filhos sao isomorfos:

e Testes redundantes: ambos os arcos de um né n tém o mesmo nd destino;
n pode ser eliminado.

e Nos de decisao redundantes: se sdo raizes de subBDDs estruturalmente
idénticos; um deles pode ser eliminado. Isto garante também apenas dois
nés folha

Reducgao de BDDs

Eficiéncia da representacao com BDDs

e Representacao compacta

e Safisfazibilidade: determinar se h4a um caminho consistente desde a raiz
que termine em 1. Um caminho é consistente se ao longo dele duma mesma
variavel que s saem arcos tracejados ou s6 arcos sélidos.

e Validade: nenhum né terminal 0 é atingido por caminhos consistentes.

e Conjuncao: dados By e B, representando duas fungoes booleanas f e g,
construir um BDD para f - g tal que cada né 1 de By é substituido por
By.



e Disjuncao: como o anterior, mas substituindo todos os nés 0 de By por
By (BDD para f + g)

e Complemento: By ¢ obtido de By, substituindo os nds terminais 0 por 1
e vice-versa.

1.1 BDDs ordenados

OBDD: Ordered Binary Decision Diagrams

Um BDD é ordenado

se as varias varidveis aparecem sempre na mesma ordem ao longo qualquer
caminho desde a raiz. Isto induz uma ordenagao no conjunto das variaveis.

Seja [z1,...,x,] uma lista ordenada de varidveis. Um BDD B tem a ordem
[1, ...,y se para qualquer ocorréncia de x; e z; ao longo de um caminho em
B, temos que ¢ < j.

Um BDD é ordenado se tem uma ordem para a lista das suas varidveis.
Teorema 10.1. O OBDD reduzido que representa uma dada fungdo booleana

f € unico a menos de isomorfismo.

OBDDs

Estes dois estao reduzidos, mas sao equivalentes:

Mas s6 o segundo é ordenado: [z,y, z].

Para o primeiro nao é possivel encontrar uma ordem: para haver uma ordem
nao podem haver multiplas ocorréncias duma varidvel ao longo de um caminho.

Operacgoes booleanas com OBDDs

Para efectuar operagoes booleanas com dois OBDDs B; e Bs é necessédrio que
tenham ordem compativeis:nao existirem duas varidveis x e y tal que x < y em
Bi mas y < x em Bs.



Pela unicidade dos OBDDs reduzidos, é imediato determinar se dois OBDDs
sao equivalentes:basta reduzi-los e ver se 0 OBBD resultante é estruturalmente
igual (forma candnica).

Importancia da forma candnica

Nao hé varidveis redundantes (das quais a fun¢ao f ndo dependa)

Equivaléncia Permite testar se duas fungoes f e g sao equivalentes desde que
tenham OBDDs com ordenacoes compativeis.

Validade Se a funcao f for uma tautologia o OBDD reduzido tem apenas um
né com o valor 1 (By).

Consequéncia para saber se g
OBDD reduzido para f - g
0 (Bo).

é consequéncia semantica de f, calcular o
e determinar se ¢ o OBDD com um sé né

Satisfazibilidade Uma fungdo booleana f é satisfazivel se e s6 se o seu OBDD
reduzido é diferente de By.

Algoritmos para OBDDs

reduce (By):

Cada né n recebe (bottom-up) uma etiqueta i(n) de forma a que dois nés tém
a mesma etiqueta se e sé as respectivas sub-OBDDs representarem a mesma
funcdo booleana:

e Atribuir a etiqueta #0 a todas as folhas com o valor 0 e #1 a todas as
com o valor 1.

e Se i(lo(n)) = i(hi(n)), entdo i(n) recebe a mesma etiqueta (lo(n) é o né
abaixo com ligagdo tracejada e hi(n) o com ligacdo sélida), i.e. o né n
pode ser eliminado por ser redundante.

e Se existir outro né m com a mesma varidvel x;, tal que i(lo(n)) = i(lo(m))
e i(hi(n)) = i(hi(m)), entao i(n) = i(m).

e Se nenhum dos dois casos anteriores se aplicar, atribii-se a n o préximo
inteiro ainda nao utilizado.

Algoritmos para OBDDs: reduce
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Exercicio

Para cada uma das fungoes booleanas indicadas a seguir, determina os OBDD’s
reduzidos, para as ordens [z,y,z] e [z,y, ] respectivamente. Para isso deter-
mina primeiro a arvore de decisao binaria correspondente e em seguida aplica o
algoritmo reduce.

r y = f(x,y,z)

1 1 1 0

1 1 0 1

1 0 1 1
a) 1.0 0| 0

0 1 1 0

0 1 0 1

0 0 1 0

0 0 0 1



