Expansao de Shannon
Definigao 11.1. Seja f uma formula booleana e x uma varidvel.

1. f[0/x] € obtida de f substituindo x por 0

2. f[1/x] € obtida de f substituindo x por 1
Lema 11.1 (Expansao de Shannon).

f=z-fl0/a] + - f[1/x]
ou, equivalentemente f = x — f[1/x], f[0/x]
Temos que
fopg=a; (f0/zi] op g[0/x:]) + x; - (f[1/2i] op g[1/i])

ou z; — f[1/x;] op g[1/xi], f[0/:] op g[0/x],
Toda a fungao booleana pode ser escrita deste modo.

Algoritmos para OBDDs
apply(op, By, By) : onde op é uma operagao booleana bindria.
Ideia:

e seja v a varidvel de maior ordem em By ou By

e separar o problema em dois supondo v igual a 0 e v igual a 1

e nas folhas aplicar a operacao booleana correspondente

apply
apply(op, By, By):

Sejam 7y e ry respectivamente as raizes de By e B,;. Para calcular o OBDD
Bjopg, que geralmente nao estd em forma reduzida, aplicar os passos seguintes.

e Se ambos forem folhas com valores Iy e [, tomar Byopy = By se [foplyg =0
e Byopg = By, caso contrario.

e Sendo hdpelo menos on né raiz. Se ambas raizes forem x;-nés, cria-se um
x;-n6 com um arco tracejado para o OBDD apply (op,lo(rs),lo(ry)) e
um arco sélido para o OBDD apply (op,hi(rf),hi(rg)).

e Se ry for um z;-né e ry for uma folha ou um x;-n6é com j > 4 (numa ordem
[1,...,2,]), entdo cria-se um 2;-né com um arco tracejado para o OBDD
apply (op,lo(rys),ry) e um arco sélido para o OBDD apply (op, hi(ry),rg).
O caso simétrico é andlogo.



Algoritmos para OBDDs: apply(+,B:,Bg)

(R_2,8_3) (R_3,S_2)

’ ’
. .

/ g

, /

/
/
’
’,
’

4 ,

(R_4,$_3) (R_3,8_3) (R_4,S_3) (R_6,S_5)

/ ' '
/ / '
/ / '
/ ! I
'
|
'
|
'

(R_5.S_4) (R_6,S_5) (R_4S3) (R6,S3) (RS5S4 (R_6,S_5)

\
’ ’ !
, \
’ \
, \

\
, \

7 \

’ \

(R_5.5_4) (R_6,S_5) (R_6,S_4) (R_6,S_5)

Algoritmos para OBDDs: apply



Algoritmos para OBDDs

restrict(val,z,By):

e Para calcular o OBDD Byg/,) redireccionar os arcos que apontam para
um z-n6é n para o né lo(n) e remover o né n. Reduzir.

e Para calcular o OBDD By, redireccionar os arcos que apontam para
um 2-né n para o né hi(n) e remover o né n. Reduzir.

Jo.f = f0/x] + f[1/2]
exists(z,By) = apply(+,B{o/a]» Bf1/))
Vo.f = f0/z] - f[1/x]

forall(z,By) = apply(',Bf[O/z] :Bf[l/x])

Formulas booleanas e OBDDs



Boolean formula f Representing OBDD By
0 By
1 By
T B,
f swap the 0- and 1-nodes in By
f+g apply (+, By, By)
fg apply (-, By, By)
fog apply (@, By, By)
fl1/x] restrict (1,z, By)
fl0/x] restrict (0,z, By)
Jz.f apply (+, Byjo/a]s Bri1/a])
V. f apply (-, Bflo/a]> Bf[i/a))

Complexidade Computacional de OBDDs

Algorithm ‘ Input OBDD(s) ‘ Output OBDD ‘ Time-complexity

reduce B reduced B O(|B| - log |B|)

apply By, By (reduced) | By op g (reduced) O(|By| - |Bgl)

restrict | By (reduced) Byjo/a) Or By[1/a) (reduced) | O(|By| - log|By|)

3 By (reduced) Bagy.325....30,.f (teduced) | NP-complete
Exercicio

Considere as fungoes f(x,y) =z +y, g(z,y) =T -G e h(x,y,2) =x-y+Z-T.

e Determina os OBDD’s reduzidos correspondentes By, B, e Bj para a
ordem [z,y, z].

e Determina B?.

e Determina By, aplicando para isso o algoritmo apply a By e B, e redu-
zindo em seguida.

e Determina B3y, e Byys.

Modelos em OBDDs

Seja M = (S, — ,L) um modelo e |Atoms| = n. Cada estado s € S pode
ser representado pelo conjunto de varidveis L(s), i.e. por um tuplo booleano
(v1,...,v,) tal que v; = 1 se z; € L(s) e v; = 0, caso contrdrio. Isto obriga
que L seja injectiva, o que se pode sempre garantir pela introdugao de variaveis
proposicionais novas.



Cada estado s pode entao ser associado a um OBDD da funcao booleana dada
por Iy - lg- -1, tal que [; = x; se x; € L(s) e &;, caso contrario.

Um conjunto de estados {si,...,sm} pode ser representado pelo OBDD da
funcao booleana:

PP AT Iy SN EA Linm

Modelos em OBDDs

/

conj. representacao por representacao por
estados valores booleanos funcéo booleana

0 0

{So} (1,0) xr1 - T2

{81} (0, 1) Tl T2

{82} (0, 0) T1 -T2

{50,81} (1,0), (071) Ty -T2+ T1 -T2

{80,82} (1,0), (0,0) T1 -T2+ T1 - T2

{81,82} (0, 1), (0,0) fl ~132+f1 'fz

S (1,0), (071), (0 0) 1 To+T1-To+ X1 T2

Representagao compacta usando OBDDs

Usando as fungoes booleanas dadas os conjuntos de estados podem ser repre-
sentados compactamente usando OBDDs.

Por exemplo o estado {sg, s1}, pode ser representado por:

No algoritmo de etiquetagem, as operagoes de conjuntos usadas sao a inter-
seccao, reuniao e complemento, todas elas implementaveis como operagoes de
fungoes booleanas.



Modelos em OBDDs

Para a representagao da relagao de transicao — , basta ver que é um subcon-
junto de S x S. Entdo uma transicdo s — s’ pode ser representada por um
par de vectores booleanos ((v1,...,vy), (v1,...,v))), ouseja o OBDD da fungao

booleana:
(il ln)(ly - Uy 1)
tal que I; é definido como acima e I} = z} se z; € L(s'), I, = !, caso contrério.

E toda a relacao de transicao por uma disjungao de férmulas destas.

[3717562"7”/171‘/2] [mlv‘r/lax%xé]
x1 me ) b | — 1 oz xy ah | —
0O 0 0 011 0O 0 0 0|1
0 0 0 1|0 0 0 0 1|0
0 0 1 0|1 0 0 1 0|1
0 0 1 1|0 0 0 1 1|0
0O 1 0 011 0o 1 0 0]1
0 1 0 1|0 0 1 0 1|0
0 1 1 0|0 0 1 1 0|0
0 1 1 1|0 0 1 1 10
1 0 0 010 1 0 0 0]O0
1 0 0 1|1 1 0 0 1|1
1 0 1 010 1 0 1 010
1 0 1 110 1 0 1 1|0
1 1 0 010 1 1 0 010
1 1 0 110 11 0 1|0
1 1 1 010 11 1 010
1 1 1 1710 11 1 1|0

—
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Representagao das transicoes em OBDDs

Usando a tabela da direita:



Representagao das transicoes em OBDDs

Os OBDDs para prez(X) e prey(X) podem ser obtidos a partir de Bx e de
B_.

Nota que prey(X) =5\ pres(S\ X).

Para preg(X):

e considerar Bx;

e determinar exists (¥ ,apply(-,B_ ,Bx/)).

Nota: aqui 3Zf representa Jx; ...3x, f, para & = (x1,...,Zy).

Sintese de OBDDs
Nota: na préatica, nao se deve usar a tabela, dado assim nao se tirar partido da
compacidade dos OBDDs.

No SMV os OBDDs que representam o modelo sao sintetizados directamente a
partir do programa.

Para cada variavel z;, a funcao next é associada a uma funcao booleana f;,
definida em fungao dos valores correntes de todas as variaveis.

Para cada varidvel z} temos que z < f;.
Entao a relacao de transicaio — ¢ representada por
IT =«
1<i<n
que pode ser directamente traduzida para OBDDs.

Exercicio 11.1. Considera o modelo M = (S = {sq, s1, $2, 83}, {50 — $2,80 —
81,81 — S1,81 — S2,81 — 83,82 — S0,S2 — S1,8S2 — S92,83 — S0,S3 —

s3}, L(so) = {1, 22}, L(s1) = {1}, L(s2) = {}, L(s3) = {z2}).



a) Utilizando a ordem [x1, 23], determina OBDD’s para representar os conjun-
tos de estados {so, s1} e {s0,$2}-

b) Determina a tabela de verdade para a relagdo de transicdo utilizando a ordem
[x1, 2], 22, 2h).

¢) Desenha o OBDD para a relagao de transicao (utilizando a ordem da alinea
anterior).

d) Aplica o algoritmo de etiquetagem (adaptado a representagdo por OBDD’s e
utilizando a ordem [x1,x2]) ao modelo M, para determinar os conjuntos de
estados onde se verificam respectivamente as formulas sequintes.

o KX x5;
° AG (331 V 332),'
o F (22U 7).



