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Automato Alternado de Buchi

Seja A= (%, S,s% 8, F) um autémato alternado em palavras infinitas, onde
s% € S, estado inicial ,F C S estados finais, § : S x ¥ — B(S) .

Computacdo

Uma computag¢ao de A numa palavra infinita w = apa; ... é uma arvore
S-etiquetada r tal que r(e) = s% e:

se |x| =1, r(x) =s e d(s,a;) =0, entdo x tem k filhos x1,..., xx com

k <|S| e {r(x1),...r(xk)} satisfaz 6.

Uma computacdo é de aceitacdo se todo o ramo infinito de r inclui um
ndmero infinito de etiquetas de F. Se §(s,a;) = T, x ndo tem filhos . Uma
computacio finita é de aceitac3o.

L,(A) = {w € £ | existe uma computag3o de aceitagdo r para w}
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Exemplo

A = ({87 b7 G, d}7 {507 S1, 52}7 57 S0, {51})

o0lalb| ¢ |d]
so|l T| T |so A (51 V 52) So
S1 1| T 51 T
So T S1 T So

@ Determina uma computacdo sobre a palavra cccdedad . ..

@ Determina uma computacdo de aceitagdo e outra de n3o aceitacdo
para a palavra caccccc. ..
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Automato Alternado de Buchi

Teorema

Uma linguagem € aceite por um autémato alternado de Biichi se e s6 se
for aceite por um autémato ndo deterministico de Biichi.

Complementar

Complementacao de autématos alternados de Biichi ndo é facil: ndo
passar um nimero infinito de vezes por estados finais, ndo é o mesmo que
passar um numero infinito de vezes por estados n3o finais.

Teorema

| A

O problema de determinar se a linguagem aceite por um autématos
alternado de Blichi é vazia é decidivel em tempo exponencial.
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Satisfazibilidade do LTL

Satisfazibilidade

Dado um modelo M = (S, — ,L) e um caminho 7 =s; — ..., define-se
a relagdo de satisfazibilidade |= indutivamente por:

@ 7k pssepe L(s)

Q rE¢ssem P
QOQrEpNYyssen=dpen =9

Q 7= X¢ sse 2 = ¢
Q@rkEoUyssedi>1lnEyeVli<j<i,mkE¢

Dado L, um caminho pode ser visto como uma palavra infinita sobre
Y = 2htoms GSe 3 € ¥, 2 é uma valorizacdo que torna verdadeiras as
varidveis proposicionais em a.

Vamos ver que o conjunto de caminhos que satisfazem uma férmula s3o os
aceites por um autémato sobre palavras infinitas.
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LTL e Autdmatos de Buchi

Considerando o alfabeto ¥ = 2Atoms n3o ¢ dificil associar a férmulas do
LTL autématos de Biichi... mas é muito pouco eficiente
computacionalmente.

Para ¢ férmula proposicional seja

$,={acT|ak ¢}

Por exemplo, se p € Atoms, X, ={ac X |pca}, X, =2\,
Yprng =2pNXq, Ypvg=2XpUXg.
Temos que dados estados s, s

z
sV ={s>s|acyy)
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LTL e Autdmatos de Buchi

pUq

> >
e = &

>
@@= Q

g
§ e

Como estes autématos sdo fechados para a reunido, intersecdo e
complementar, podem ser construidos para qualquer férmula. Mas os
autématos para a negacdo levam a uma explosao combinatéria...
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LTL e Autdmatos Alternados de Buchi

Teorema

Dada uma férmula ¢ do LTL podemos construir um automato alternado de
Biichi Ay = (24" S ¢, 6, F) tal que |S| = O(|¢|) e tal que L, (Ay) é
exactamente o conjunto de caminhos que satisfazem a férmula ¢.

Demonstracao.

Seja S o conjunto de todas as subférmulas de ¢ e das suas negacdes . Seja
F o conjunto de todas as férmulas de S da forma —(1)U¢) . Considere-se o
dual duma férmula, estendido a negacdes —¢ = ¢ e ¢ = —¢. Entdo 6:
d(p,a)=Tsepe€a

d(p,a)=Lsepda

5(¢ A ,a) =6(p,a) A (3, a)

6(_'¢7 a) = 6(¢) a)

5(X¢a a) =¢

6(pUy,a) = 0(¢,a) vV (6(¢,a) A oUY)

©

© © ¢ ¢ ¢

[

ot
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LTL e Autdmatos Alternados de Buchi

Seja r uma computacdo de As. Os ramos infinitos a partir de certa altura
ou sdo etiquetados por ¢pU1p ou por =(¢Uv) . Temos que

5(ﬁ(¢>U¢)7 a) = 5(1/)7 a) A (5(¢7 a) v _'(QSUQZ)))

entdo se um ramo for etiquetado por —(pU1)) isso garante que ¢pU1) n3o se
verifica a partir dai (porque 1) n3o é satisfeito) . Por isso esses s3o estados
finais.

Por outro lado para os ramos etiquetados por ¢U1) ndo é garantido que a
®Uv se verifique pois ndo ha garantia que ¢ va ser satisfeito.

A demonstracdo do teorema segue por indugdo na estrutura da férmula ¢.
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LTL e Autdmatos Alternados de Buchi

Corolario

Dada uma férmula ¢ do LTL pode-se construir um autémato de Biichi Ay

tal que L(A,) € exactamente o conjunto de caminhos que satisfazem a
formula ¢.

Para ¢ = Xp, determina o autémato alternado de Biichi Ay,. Determina a
conjunto de caminhos aceites por Ay
S
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Exemplo

Seja ¢ = (X—p)Ug.

Ay = (2P} {p, ¢, X=p, =X=p, —p, p, ~q, q}, 6, 6, {~¢})

s | {p.at| {pt |{q} 0

o T |=pANo| T |=pAo
¢ L pV el L |pV o
X=p || —p —p —p -p
—X-p p p p p
-p 1 1 T T

p T T 1 1

q T 1 T 1
—q 1 T 1 T

No estado ¢ se g ndo se verifica entdo —p e ¢ tem de se verificar no estado
seguinte.Como ¢ ¢ F, Ay tera de chegar a um estado tal que q se verifica.
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Modelos e Autématos de Biichi

Seja um sistema de transi¢des (modelo) M = (S, — , L), para um
conjunto de varidveis proposicionais Atoms . Um caminho m = spsy . . .
pode ser visto como uma sequéncia de subconjuntos de Atoms.

Dado um modelo M e sg € S, associamos um autémato de Biichi
AM = (2Atom57 5, {So}, 5, 5)

, tal que s’ € (s, a) sse s — s’ e a=L(s).

Como o conjunto de estados finais coincide com S, qualquer caminho 7 é
uma computacdo de aceitacdo e entdo L, (Apy) coincide com o conjunto
de caminhos de M.
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Exercicios

Exercicio

Considera o modelo M = (S, —, L) com

® S =1{q1,92,3,q},
® —=1{q1—~ q®,q1 = G4,92 —> 9a,G3 — G2, 93 — q3,Ga — Ga},

° e l(q) = {},L(q2) = {b}, L(q3) = {a}, L(qa) = {a, b}).

a) Representa (M, q3) por um autémato ndo deterministico de Biichi A(q,qs,)-

b) Mostra que existe uma palavra w € L(A(ri,q)) N L(A-(aup)) (ver alinea a) do
exercicio anterior).

c) O que podes concluir acerca de M, g3 |= aUb?

<
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Algoritmo de Model Checking para o LTL

O problema de verificagdo de que um modelo satisfaz uma férmula ¢,
M, s, |= ¢ reduz-se a saber se

Lw(AM) - Lw(A¢)
Ou equivalentemente,
Lo(Am) N Lo(Ag) = 0

Notar que Ly,(Ag) = Lu(A-y).
O autémato para a interseccdo tem |S|.2909]) estados.

Logo o model checking pode ser feito em tempo O(]S].2°(¢D). Como a
especifcacdo é em geral pequena, este algoritmo é razoavelmente
eficiente...
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Exercicios

Exercicio

Considera o autémato alternado de Blichi
A= ({aa ba G, d}a {507 51,52, 53, 54}1 57 505 {54})r onde

0| a | b | ¢ |d]
So | S2NS3 | S1AS3 | Ss1VS | S
S1 S4 S1 S1 So
S S2 Sa S> So
S3 S3 S3 S3 So
Sq Sq S4 S4 S0

Indica palavras wy e wy tal que wy € L(A) e wy & L(A) juntamente com uma
computagdo de aceitacdo para wy € uma de ndo aceitagdo para wp. Descreve
informalmente L(.A).

a) Para ¢ = a U b determina o autémato alternado de Biichi A-,. Determina o
conjunto de caminhos aceites por A—.

b) Repite a alinea anterior para a férmula a A\ Fb (lembra-te de que F¢ = T U¢).

<
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