Exemplo

Exercicio 15.1. Mostra que
{z >0}z:=2;y:=0, while 72 =0do (y:=y+ L;2:=z — 1){z = y}.

<&

Integridade e Completude

Para o sistema dedutivo de Hoare, vamos considerar duas propriedades usuais
em sistemas 16gicos:

e Integridade: Cada regra deve preservar validade. O que implica (por

inducdo nas derivagbes) que os teoremas obtidos correspondem a assergoes
validas de correccao parcial.

Fp{o}Civr = {e}C{y}

e Completude: Gostariamos que o sistema fosse suficientemente forte
para inferir todas as assercoes de correcao parcial vélidas.

Fr{o}Cvr = {o}C{Y).

Vamos comecar por formalizar a no¢do de execugao/avaliagao.

Estado de execucao

Para a avaliagdo duma expressao é necesséario saber o valor das varidveis.
Um estado s é uma funcao que associa a cada varidvel um valor.

Representamos o conjunto de estados por

State = Var — Z

e s € State tal que s: Var — Z.

Seja s x ou s(x) o valor da varidvel z no estado s. Se v € Z,

sv/al(y) = { sw) - seye

v sey==x

Semantica das expressoes

Aexp - Expressoes aritméticas



A: Aexp — (State — 2)

Aln]s = n
Alz]s = s(x)
.A[[E1 + E2]]5 = A[[El]]s + A[[Eg]]s

A[Ey1 — Es]s = A[E1]s — A[E2]s

.A[[El X EQHS = A[[El]]S.A[[EQ]]S

Semantica das expressoes

Bexp - Expressoes booleanas
T ={V,F}
B : Bexp — (State — T)

Bltrue]s = V
Blfalse]s F
sm=El = (Y Almh 2 AlE,
simsn = { :iﬁ%ﬁﬂziﬁ%izﬁi
R R A o A
Biw bl = {3 g%ﬁﬂjigffgﬁiﬂfgj

Semantica operacional natural (big-step)

Descreve a execugao completa de cada comando.

Configuragoes: (C,s) ou s, onde C' é um comando e s um estado I' =

State) U State
Configuracoes Finais: s € State
Transigoes: (C,s) — s

Regras:

(C1,81) — 8§ ... (Cnysn) — sh

(Cys) — &

(Com x



Hipéteses: (C;,s;) — s
Conclusao: (C,s) — ¢

Se n = 0 diz-se um Axioma.

Semantica operacional natural (big-step)

Semantica operacional para comandos do While

attsn (x:=E,s) — s[A[E]s/z]
)

Ci,s) — &, (Cy sy — &
com (1, . .
Psn (C1;Ca,8) — 8"

.o <017S> — 5

fsn Bls=V

* (if B then C; else Ca,s) — s’ se B[B]s

o f (Ca,8) — &

f'sn B[B]s =F

* (if B then C; else Ca,s) — ¢’ se B[B]s

! . ! 1"

while',, (C,s) — &', (while Bdo C,s') — s se B[B]s = V

(wvhile Bdo C,s) — s”

while’,, (wvhile Bdo C,s) — sse B[B]s=F

Exemplos

Sendo sg = [z = 5,y = 7] determinar o estado apds a execugao de:
(z:=x2:=y);y := 2

Para tal constréi-se uma Arvore de derivagao com esse comando como raiz:

(z:=xm,50) — s1 (x:=y,s1) — s2
(zi=m;z:=Yy,80) — S2

(z:=mz:=y)y:=225) — s3

(y:=2,82) — s3

onde,
s1 = so[b/z]
s9 = s1[7/x]
s3 = 52[5/y]

Integridade da semantica axiomatica

Teorema 15.1 (Integridade). Para todas as asser¢oes de correcgao parcial

{p3C{v},
Fp {@}C{} implica |=, {93C{}



A demonstragéo é por inducdo na arvore de inferéncia de F, {¢p}C{¢}:

e Mostrar que a propriedade se verifica para as arvores simples, i.e os axi-
omas do sistema de inferéncia.

e Mostrar que a propriedade se verifica para as Arvores de inferéncia com-
postas: para cada regra, supor que a propriedade se verifica para as pre-
missas (e as condigoes se verificam) e mostrar que a propriedade também
se verifica para a conclusao da regra.

Integridade da semantica axiomatica

Caso ass,. Suponhamos que F, {¢[E/z|}x := E{¢}.
Seja
(x:=FE,8) — &
e s = ¢[E/x] se e s6 se s|A[E]s/z] = ¢. (Exercicio)
Temos que provar que s’ = ¢.

Por [asssy,| temos que s = s[A[E]s/x], e portanto

s' = ¢ sse s|[A[E]s/z] = ¢
Integridade da semantica axiomatica

Caso compy. Por hip. de indugdo =, {¢}C1{n} e =, {n}Ca{v}.

Queremos mostrar que =, {¢}C1; Ca{1p}. Sejam s e s estados, tal que
skE@e (C;0,,8) — $". Pelaregra [comps,| existe s’ tal que

(C1,8) — s e(Cys)y — §"
De (C1,s) — &, s E ¢ e Ep, {¢p}Ci{n}, temos que s’ = 1. De

(Cq,8"y — §', ¢ E=nek=p {ntCe{v}, temos que s” = 1. Que é o que
queriamos.

Integridade da semantica axiomatica

Caso if,. Por hip. de inducdo =, {B A ¢}Ci1{¢} e =, {=B A ¢}Co{t)}.

Para provar que
E, {¢}if Bthen(Cyelse Cy {¢}

sejam s e s’ estados tais que s = ¢ e (if BthenC) elseCs,s) — s
/

Se B[B]s = V entao por [ifs,], temos que (Cq,s) — . Entao dado
que =, {B A ¢}Ci{¢}, concluimos que s = 1.
Analogamente se conclui, caso B[B]s = F.



Integridade da semantica axiomatica

Caso while,. Por hip. de inducao
Fp {B A ¢}C{s}. (1)
Para provar que

p {¢} while BdoC {-B A ¢},

sejam s e s’ estados tais que s = ¢ e

(while BdoC,s) — s”.

Temos que mostrar que s = =B A ¢. Usamos indugdo na drvore de
derivagao da semantica natural.

Integridade da seméantica axiomatica

Caso while,. Ha dois casos a considerar, consoante [whilegy,].
Se B[B]s=F entao s" =se s” = (=B A ¢).
Sendo, B[b]s = V e existe s’ tal que (C,s) — s e (whileBdoC,s’) —

s".

Temos que s = (B A ¢) e pela hip6tese (1) temos que s’ |= ¢. Aplicando
a hipétese de inducdo a (while BdoC,s’) — s, temos que s” |
(=B A ¢), como querfamos.

Integridade da seméantica axiomatica

Caso consp. Por hip. de indugao
Fp {6 3C{W'}, 0= ¢ ey =4 (2)

Para provar que =, {¢p}C{¢}, sejam se s’ talque s = e (C,s) — ¢

Como s = ¢ e ¢ — ¢ entdo s |E ¢ e pela hipétese (2), s’ = ¢'. Mas
como ¢' — 1), temos que s’ |= 1, como querfamos.

Completude da semantica axiomatica

Teorema 15.2 (Incompletude de Gédel (1931)). Nao existe um sistema de
demonstrag¢ao para PA (aritmética), de tal forma que os teoremas coincidam
com as assercoes validas de PA.

Teorema 15.3 (Completude). Para todas as asser¢oes de correcgdo parcial

{o}C{v},
'Zp {¢}C{w} implica {¢}C{¢}

Note-se que = 1, se e s6 se |= {true}skip{t'}. O que significa que a completude
de -, contraria o teorema de incompletude de Godel.



Completude da semantica axiomatica

Proposicao 15.1. Nao existe um sistema de demonstracao para assergoes de
correcgao parcial, de tal forma que os teoremas coincidam com as assergoes de
correccao parcial validas.

Prova: Note-se que

E {true}C{false}

se e s6 se o comando C diverge em todos os estados.

Um sistema de demonstragao para assercoes de correcgao parcial, poderia ser
usado para confirmar que o comando diverge em todos os estados. O que é
impossivel (Halting Problem).

Completude relativa

Teorema 15.4. O sistema de prova para correc¢ao parcial € relativamente com-
pleto, i.e. para qualquer asser¢ao de correc¢ao parcial {p}C{}:

Fp {0}C{Y} se = {9}C{Y}

O resultado de correcgao parcial relativa foi estabelecido por S. Cook (1978).

O facto de -, {¢}C{%} ser uma prova depende do facto de certas asser¢oes em
PA serem validas.

Para a demonstragao de completude relativa ver Capitulo 7 [Winskel].



