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Calculo de Correcao parcial H

[skip, ]
{0} skip {¢}
jassp |
{¢[E/x]} 2 = E{¢}
[comp,, ]
{0} C1{n} {n} C2{¥}
{0} C1; C2 {9}
[ifp ]
e nByCGi{y} {9 A ~B}Co{d}
{¢} if BthenC else Cy {9}
[while, ]
{v A BYC{y}
{¢}while BdoC' {¢p A -B}
[cons, ]

F¢' =9 {¢}C{Y} Py
{o'yC{Y'}




Mecanizagao da construgao de derivagoes na légica de Hoare

De um modo geral, dado um triplo de Hoare ({P}C{Q}) aplicamos as regras a
partir da conclusao, assumindo que as condi¢oes auxiliares se verificam.

e Se todas as condigoes auxiliares se verificarem entao construimos uma
demonstragao;

e Se alguma das condigoes auxiliares nao se verifica, a arvore construida
nao constitui uma deducgao vélida, mas serd possivel construir uma outra
arvore que o seja’?

Existe uma estratégia para construir as arvores de forma a poder concluir (caso
algumas das condigoes auxiliares nao se verifique) que nao existe uma derivagao
para o triplo dado.

Mecanizagao da légica de Hoare

A maior parte das regras do calculo de Hoare tém a propriedade de sub-formula:

todas as assergdes que ocorrem mas premissas de uma regra também ocorrem
na sua conclusao.

As excepgoes sao:

e A regra comp, que requer uma condicao intermédia;

e A regra cons, onde a pré-condigdo e a pdés-condicdo tém que ser “adivi-
nhadas”.

Outra propriedade desejavel é a falta de ambiguidade na escolha das regras:

e A regra cons, pode ser aplicada para qualquer triplo de Hoare.

Versao da légica de Hoare sem cons: sistema H,

yskip (o) T FoY

se = ¢ — Y[E/x]

{op} = E{y}

{0} C1 {n} {n} Co {4}
{0} C1; Co {v}

{o A BYCi{y}  {¢ A ~B}Co{¢}
{¢} if BthenC else Cs {9}

{n N B}C{n}
{¢} while Bdo {n}C {¢}

seEv—neEn AN -B—¢



Sistema #,,

E ficil de demonstrar que a regra cons é derivavel em H,.

Lema 17.1. Se I' Fy, {p}C{v} e = ¢' — ¢, E ¢ — ¢/, entdo I' by,
{¢'}C{¥'}.

Demonstracdo: Por inducao sobre a derivacao I' 3, {¢}C{¢}. Vamos ver os
casos para o skip e para a sequéncia.

e Para C = skip, temos I' 3, {¢}skip{¢}, se = ¢ — 2. Temos = ¢' — ¢,
E ¢ = velEY o ¢ logo E ¢ — ¢, o que significa que temos
[ by, {¢'}skip{y'}.

e Para C = (1;Cy, temos I' by, {9}C1;Co{v}, se T' by, {0}C1{n} e
I' by, {n}C2{¢}. Mas entdo por H.I. temos I' ¢, {¢'}C1{n} (uma vez
que = ¢' = dpel=n—mn) el by, {NfCo{y'} (uma vez que =7 —ne
¥ —4'), logo I' by, {¢'}C1; Co{y'}.

Exercicio 17.1. Completa a demonstra¢do anterior.
Equivaléncia H e H,

Phy {}C{} se e 56 se T b, {9}C{Y)

(=) Por indugao sobre a derivacao I’ b3y {4}C{¢}, usando o lema anterior.
Vamos ver os casos para atribuicao e para a regra da consequéncia.

e Temos I' by {9[E/z]}x := E{¢} e |= ¢[E/x] — ¢[E/x], logo I 4,
{olE/a]}e = E{¢}
e Pelaregra da consequéncia temos I' Fy; {¢}C{t}, se I by {¢'}C{9'}

el ¢— ¢, Fv¢ — 9. Por HI temos I' 3, {¢'}C{1)'}, logo pelo
lema anterior temos I' 4, {¢}C{v}.

(<) Por indugao sobre a derivagao I' 3, {1}C{¢}. Vamos ver os casos para
a atribuicao e para o condicional.

e Temos I' by, {Y}x := E{¢} se | v — ¢[E/z]. Como I' k4
{p[E/z]}x := E{¢} e E ¢ — ¢[E/x] e = b — 1), entdo pela re-
gra da consequéncia, temos I' Fy {¢}z := E{¢}.

e Temos I' 3, {¢}if BthenC) else Co {¢}, se I' 4, {4 A B}C1{6}
e T by, {t) A =B}Co{¢}. Por HL T Fy {t) A B}JC1{¢} e T by
{p N=B}C{o}, logo ' b3, {¢}if BthenCy else Cy {¢}

Exercicio 17.2. Completa a demonstracao anterior.



Pés e Contras

Vantagens de H,:

e Eliminamos a ambiguidade provocada pela regra cons.

e Eliminamos uma das regras sem a propriedade de sub-féormula.

No entanto, ainda é necessario “adivinhar” pré-condigoes intermédias para comp.

Desvantagens de H,:

e Perdemos alguma capacidade de re-utilizar resultados de correcgao (vere-
mos mais adiante como resolver esta questio).

A estratégia de pré-condigao mais fraca

Queremos construir uma deriva¢do para um triplo de Hoare {¢}C{¢}, onde ¢
pode ou néo ser conhecido (nesse caso escrevemos {?}C{¢}).

1. Se ¢ for conhecido, entao aplicamos a Unica regra possivel de H,. Se C for
C1; Co, ent@o construimos uma sub-derivagdo da forma {?}C2{¢}. Even-
tualmente quando concluirmos esta derivagao podemos prosseguir com
{$}C1{0}, com 6 obtido da sub-derivagao anterior.

2. Se ¢ é desconhecido, a construcao procede da mesma forma, excepto que
no caso das regras skip, atribuicao e ciclos, com uma condigao auxiliar
¢ — 6, tomamos a pré-condicao ¢ como 6.

Uma Arquitectura para Verificagcao de Programas

Dado um triplo de Hoare {¢}C{¢'} e uma teoria 7:

1. Aplicamos os principios apresentados anteriormente para construir uma
derivagdo com conclusao {¢}C{v}, assumindo que todas as condigdes au-
xiliares geradas no processo se verificam.

2. Cada férmula de primeira ordem gerada como condigdo auxiliar (chamada
neste contexto de condi¢do de verificagio (VC)) tem que ser verificada
numa ferramenta de prova.

3. Se todas as condigoes de verificacdo sdo classificadas como T-vélidas, entao

T b, {93C{0}.

Nota: como nao existe ambiguidade na construcao das arvores, podemos elimi-
nar essa parte do processo e simplesmente gerar as VC usando um Gerador de
condigdes de verificacao(VCGen).



Duas fases para a verificagao

Légica de
Programa Hoare
anotado VCGen
contra-exemplos ?

Obrigacgbes
Demostrador de Prova

Um algoritmo VCGen: cédlculo das pré-condi¢des mais fracas (wp)

Dado um programa C e uma pés-condigdo ¢, podemos calcular wp(C, ¢) tal
que {wp(C, ¢)}C{p} é valida e se {p}C{p} ¢é vélida para algum 1) entao 9 —
wp(C, §).

wp(skip, ¢) ¢
wp(z = E, ) oL/ 7]
wp(C1; C2, ) = wp(Cr,wp(Ca, ¢))
)

wp(if BthenCyelseCy,¢) = (B — wp(Cy,¢)

A (=B — wp(Ca, ¢)
wp(while Bdo {n}C,¢) = n

Algoritmo VCGen

Primeiro calcula as V'C nao considerando as pré-condigoes

VC(skip, ¢) 0
VO(x:=E,¢) = 0
VC(C1;C2,¢) = VCO(Cr,wp(Ca,¢)) UVC(Ca, )
VC(if Bthen(CyelseCy,¢) = VC(Cy,¢) UVC(Co, o)
)

VC(while Bdo{n}C,¢) = {(n A B) = wp(C,n)} U

{(n AN =B) = ¢} UVC(C,n)



A pré-condicao é tomada em consideragao:

VOG({}C{e}) ={¢ = wp(C,9)} UVC(C, ¢)

Propriedades de wp e VCG
Dado um comando C' e uma assercao 9 se I' 4y, {¢}C{9}, para alguma pré-
condicao ¢, entao

L T by, {wp(C, ) C{v}

2. I'k= ¢ = wp(C, )

Demonstracao:  Por inducdo sobre C. Vamos ver os casos de skip e while.
e Para C' = skip, temos I' b, {¢}skip{¢} se = ¢ — 1. Note-se que
wp(skip, ) = .
1. Trivialmente temos I' -3, {¢}skip{¢}, uma vez que |= ¢ — 1.
2. Por hipétese temos I' = ¢ — ¢ = wp(skip, ¥).

e C =while, temos I' -3, {¢} while Bdo {n}C {¢} se ' 4, {nAB}C{n}
e Ev —n, EnA-B — 1. Note-se que wp(while Bdo {n}C,¢) =17

1. Como = n — 7, e por hipétese =nA-B — el Fqy, {nAB}C{n},
entdo I' Fy, {n} while Bdo {n}C {¢}

2. Por hipétese temos I' = ¢ — 1 = wp(while Bdo {n}C 7).

Exercicio 17.3. Completa a demonstracao anterior.

(Adequagao de VCGen) Seja {¢p}C{%} um triplo de Hoare e I" um conjunto de
assercgoes.

I'= VOG{pIC{Y}) se e 56 se Ty, {9}C{¢}.

(=) Por indugao sobre a derivagdo C. Vamos ver os casos para atribuicdo e
para a regra da sequéncia.

e Para C =z := E, temos VCG({¢}X := E{¢}) = {¢p —» wp(X :=
E)}UVC(x = E,¢) = {¢ = ¢[E/a]}. SeT |= ¢ — ¢[E/a],
entdo pela regra da atribuicao I' b4, {¢}C{7}.



e Para C = C1; Cs, temos VCG({¢}C1; Co{vo}) = {¢p — wp(Cy; Ca,10) YU
VC(Cy;Co,¢) = {é — wp(Cr,wp(C2,v))} U VC(Cr,wp(Co,¢)) U
VC(Cap). Seja n = wp(Cy,v). Como ' E ¢ — wp(Cy,n) U
VC(Cr,m) = VOG({#}Ci{n}, por LH. T' k¢, {¢}Ci{n}. Also
I'En—nguVC(Cop) = VOCG({n}Co{v}, por LH. T gy, {n}C2{2)},
logo T 3y, {9} C1; Co{9)}

(<) Por indugao sobre a derivagao I' 3, {1}C{¢}. Vamos ver os casos para
o skip e para o condicional.

o I'kyy, {d}skip{v}, se T' = ¢ = ¢ = VOG({¢}skip{v}).

o I't3, {#}if BthenC)else Oy, {¢}sel gy, {ABIC1{9p} el gy,
{6 A “BICo{y}. Por HIL T = VCG({6 A BYC1{}) = {(6 A B)
wp(Cr, B)}OVC(Cr, ) e T = VCGUOA-BICo 1)) = {(6A-B) —
wp(Cq, ) UV C(Cq, ). Note-se que, wp(if B then Cy else Ca, 1)) =
B — wp(Cy,¢)A=B — wp(Ca,v) }, logo T’ = {pwp(if B then Cy else Ca,v)}.
LogoT' |= {¢ — wp(if Bthen Cy else Cy, ¢) UV C(Cy, p)UVC(Ca, ) =
VCG({¢}if BthenC) else Co{t)}).

Exercicio 17.4. Completa a demonstracdo anterior.

Exemplo

Seja fact o seguinte programa:

f:=1; i:=1;

while i<= n do {f = (i-1)! and i <= n+1} {
fi=fx*i;
i:=i+1;

3

Vamos calcular
VCG({n >= 0}fact{f =n!})

comf=f=>G(—-DANi<n+1leCp=f:=fxi;i:=i+1



VC(fact, f = n!)

= VC(f:=1;i:=1,wp(while i <n do{0}Cy, f =n!))
UV C(while i < n do{f}Cy, f =nl!)

= VC(f=Li=10)u{0Ai<n— wp(Cuw,b)}
U{OAi>n— f=nl} UVC(Cy,0)

= VC(f:=1Lwp(i:=1,0)UVC@E:=1,0)
Wf=0G—-1)IA"i<n+1Ai<n—wp(f:=fx*xi;i:=i+1,0)}
Wf=@G-1)IA"i<n+1Ai>n— f=nl}
UVC(f = fxi,wp(i:=i+1,0)UVC(H :=i+1,0)

= QUOU{f=@GE—-1)NAi<n+1Ai<n

—swp(f=f*xi,f=G0+1-1)ANi+1<n+1)}

U{f=@GE-D'Ai<n+1Ai<n— f=n}UuduUpd

= {f=G-DINi<n+1Ai<n— fri=(G+1-DIAi+1<n+l,
f=GE-DINi<n+1Ani<n— f=nl}

VCG({n > 0}fact{f =nl})

= {n>0— wp(fact, f =n)} UVCC(fact, f =n!)

= {n>0—wp(f:=1;i:=1;,wp(while i <n do{O}Cy, f =n!)}
{f=G-1)MA"i<n+1Ai<n— fxi=((+1-DIAi+1<n+1,
f=G-DAi<n+1Ai<n— f=nl}

= {n>0—-wp(f:=11i:=1,0)}
{f=G-1A"i<n+1Ai<n— fxi=((+1-DAi+1<n+1,
f=GE—-DAi<n+1Ai<n— f=nl}

Chegamos as seguintes obrigacoes de prova:
1.n>0-1=01-1IA1<n+1
2. f=@G—-1NMANi<n+1Ai<n—=f*xi=((+1-DIAi+1<n+1)

3. f=@G—-1NAi<n+1Ai<n— f=nl



