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Final ONI 2014 - Sessao de Discussao dos Problemas

Esta sesséo de discussao pretende apenas dar algumas linhas orientadoras sobre os
problemas, e nao providenciar solu¢gbes completas.

Para melhor a compreender € conveniente ter alguma nog¢des basicas de analise de algoritmos
e da notagao Big O.



http://www.google.com/url?q=http%3A%2F%2Fen.wikipedia.org%2Fwiki%2FAnalysis_of_algorithms&sa=D&sntz=1&usg=AFQjCNHBym9-LJ4iAbnvLOByU8Cpn5GQQg
http://www.google.com/url?q=http%3A%2F%2Fen.wikipedia.org%2Fwiki%2FBig_O_notation&sa=D&sntz=1&usg=AFQjCNH--hskI2jHQBKakbdrYRvHKfnb5g

Problema A - Tabuleiros Axandrezados

Tipo de problema: Ad-Hoc, Programacéo Dinamica
Autor: Pedro Ribeiro (DCC/FCUP)

Problema

Dada uma matriz com L linhas e C colunas cujas células sao claras ou escuras, pretende-se
descobrir qual a area maxima de um subrectangulo axadrezado, bem como o numero de
subrectangulos axadrezados diferentes que tém esse numero de células.

Restrigoes

1<L,C=<1000

Ao longo desta analise consideraremos, sem perda de generalidade, matrizes quadradas de
lado N (N =L =C).

Solucgao base
Para cada par de células, A e B (ver figura), verificar que o rectangulo definido por estas células
€ axandrezado. Seria algo como:

Para cada linhay: 1 .. N
Para cada colunax: 1 .. N
Para cada linhay2:y .. N
Para cada coluna x2: x .. N
Para cada linhai:y .. y2
Para cada coluna j: x .. x2
Verificar se a célula (i, j) ndo tem vizinhos no rectangulo com cores iguais|
Se todas as células sao validas, comparar a area com o resultado
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Esta abordagem teria uma complexidade temporal de O(N®) e daria cerca de 40 pontos.

Programacgéao dindmica
Na solugao base, estamos a repetir diversas vezes a verificagdo se uma por¢ao de uma coluna
ou linha é axandrezada. Uma abordagem melhor é:
1. Fixar a célula A nas linha y, coluna x
2. Testar todas as alturas possiveis para o rectangulo, ie todos os y2 de y a N como acima
3. Avancar coluna a coluna e parar se o rectangulo for invalido - basta verificar a coluna
que estamos a adicionar
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Aplicando esta abordagem directamente, a complexidade seria O(N°), mas podemos fazer
melhor. Podemos pré-calcular uma matriz auxiliar onde cada célula contém a altura do maior
rectangulo axandrezado de largura 1 (s6 nessa coluna) que termina nessa célula, exemplo:

1(1}1{1}j1(1|1|1
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:>311115zz

Para verificar se uma coluna é valida, podemos simplesmente ver se a altura no canto inferior
direito é suficiente e se a cor dessa célula é diferente da anterior. Esta abordagem teria uma
complexidade temporal de O(N*) e daria cerca de 60 pontos.

Maior rectangulo num histograma - abordagem base O(N?)

Mesmo assim, ainda estamos a fazer muitas verificagdes desnecessarias. Olhando com
atencao para a matriz acima com as altura de cada célula, podemos ver que esses valores
limitam a altura dos rectangulos axandrezados cuja base se situa na linha da célula.

Considerando apenas uma linha da matriz, podemos determinar o rectangulo de maior area que
assenta nessa linha. Para isso, podemos usar uma estratégia semelhante ao Problema A:

Publicidade da Final das ONI 2006.
As alturas podem representar os valores num histograma, exemplo do enunciado desse

problema:


http://www.google.com/url?q=http%3A%2F%2Fwww.dcc.fc.up.pt%2Foni%2Fproblemas%2F2006%2Ffinal%2FprobA.html&sa=D&sntz=1&usg=AFQjCNEz1DFVoHXuM_MqhkgImKqHoUJ2_w
http://www.google.com/url?q=http%3A%2F%2Fwww.dcc.fc.up.pt%2Foni%2Fproblemas%2F2006%2Ffinal%2FprobA.html&sa=D&sntz=1&usg=AFQjCNEz1DFVoHXuM_MqhkgImKqHoUJ2_w

Os rectangulos estao limitados pelo menor valor numa sequéncia contigua de alturas.

Assim, uma abordagem simples é testar cada altura e expandir o rectadngulo para a esquerda e
direita dessa coluna enquanto as alturas sdo maiores ou iguais a altura que estamos a testar e
as cores das ceélulas batem certo.

Esta abordagem para determinar o maior rectangulo num histograma funciona em O(N?). Como
temos de fazer esta verificagdo para cada uma das N linhas, esta abordagem tem um tempo
total de O(N®) que teria cerca de 80 pontos.

Maior rectangulo num histograma em O(N)
No entanto, o limite para N é 1000 e O(N?®) é demasiado lento. Felizmente, existe um algoritmo
mais eficiente para determinar o maior rectangulo num histograma.

Processamos as alturas da esquerda para a direita. Vamos manter uma pilha com informagéao
das alturas ja processadas. Inicialmente, coloca um par de inteiros na pilha, representando a
altura na coluna 0 e o indice dessa altura (zero). Depois, para cada altura:

e Se a cor da célula actual for igual a cor da célula anterior, sabemos que ndo podemos
formar um rectangulo com células anteriores. Assim, removemos os elementos da pilha
enquanto estes forem maiores ou iguais a altura actual. Quando removemos uma altura,
sabemos que podemos formar um rectangulo com dimensdées altura_na_pilha *
(coluna_dessa_altura - coluna_actual)

e Se a altura no topo da pilha for menor do que a altura actual, adicionamos simplesmente
um par de inteiros com a altura actual e a respectiva coluna.

e Se a altura no topo da pilha for menor ou igual a altura actual, quer dizer que esta altura
limita qualquer rectangulo que fosse formado por células anteriores. Logo, removemos
as alturas da pilha que sdo maiores ou iguais a altura actual.

Tome-se como exemplo a linha 4 da matriz dada anteriormente: “2, 2, 3, 3, 3,4, 1, 1”

0) Inicialmente a pilha comega com os valores <2, 0>

1) A[1] = 2 e a cor bate certo. O topo da pilha tem altura 2, logo remove-o porque € maior ou
igual a altura actual - € possivel formar um rectédngulo 2x1 (altura na pilha * diferenga da coluna
actual e a coluna na pilha). Adiciona <2, 0> a pilha pois 0 era a coluna do valor da pilha.

2) A[2] = 3 mas a cOr é igual: esvazia a pilha. O topo é <2, 0>, logo € possivel formar um
rectangulo 2x2. Adiciona <3, 2> a pilha.

3) A[3] = 3 e cbr ok. Faz o mesmo que em 1), remove o topo e adiciona <3, 2>.



4) A[4] = 3 e cbr ok. Faz o mesmo que em 3), remove o topo e adiciona <3, 2>.

5) A[5] = 4 e cbr ok. A altura no topo da pilha € menor, por isso apenas adiciona <4, 5>.

6) A[6] = 1 e cbr n&o ok. A altura no topo da pilha € maior, por isso esvazia a pilha (ndo ha
alturas na pilha menores que 1):

- Topo <4, 5> é possivel formar um rectéangulo 4x1

- Topo <3, 2> é possivel formar um rectangulo 3x4 (vai ser a solugao)

Adiciona <1, 6> a pilha.

7) A[7] = 1 e cbr ok. A altura no topo da pilha é igual, remove o topo e adiciona <1, 6>.
Fim) Esvazia a pilha. Encontra <1, 6> logo é possivel formar um rectangulo 1x2.

Para cada uma das N linhas, determinamos o maior rectadngulo no histograma dessa linha em
O(N), por isso, o total &€ O(N?) que seria merecedor dos 100 pontos!

Ligagoes interessantes
e Estrutura de dados Stack (pilha) na Wikipedia.
e Maior rectangulo num histograma no site geeksforgeeks
e Programacgao Dinamica na Wikipedia e no TopCoder.



http://www.google.com/url?q=http%3A%2F%2Fen.wikipedia.org%2Fwiki%2FStack_(abstract_data_type)&sa=D&sntz=1&usg=AFQjCNGRgnky0UJ6pkwLb_e8LuUoCyP6FA
http://www.google.com/url?q=http%3A%2F%2Fwww.geeksforgeeks.org%2Flargest-rectangle-under-histogram%2F&sa=D&sntz=1&usg=AFQjCNEpif8aQl-mYH1deO7PX-xsVlCJig
http://www.google.com/url?q=http%3A%2F%2Fen.wikipedia.org%2Fwiki%2FDynamic_programming&sa=D&sntz=1&usg=AFQjCNGlI6MX5AvnHZdtS8D956d9FjScnA
http://www.google.com/url?q=http%3A%2F%2Fwww.topcoder.com%2Ftc%3Fmodule%3DStatic%26d1%3Dtutorials%26d2%3DdynProg&sa=D&sntz=1&usg=AFQjCNEJ0Om018-DX0WsWHPtD_xo8IQi1w

Problema B - Comunicacao Fragmentada

Tipo de problema: String, Data Structures
Autor: Jodo Ramos (FCUP)

Problema

Dado um conjunto de N palavras a tua tarefa é descobrir, para cada palavra, qual o seu
fragmento univoco de tamanho minimo, ou seja, uma subsequéncia contigua de letras que nao
aparece em nenhuma das outras palavras. Se para uma mesma palavra existirem varios
possiveis fragmentos minimos, deves escolher aquele que seja alfabeticamente menor.

Restrigoes
1<N<1000 Numero de palavras
1<L=<100 Tamanho das palavras

Solucgao base

Para cada cada palavra e cada uma das suas subsequéncias contiguas, verificar se € uma
subsequéncia contigua de uma das outras palavras. Verificar se € uma subsequéncia contigua
de uma palavra pode ser feito em O(L?) fazendo “a bruta” ou em O(L) utilizando KMP ou
Z-algorithm. Ficando a complexidade final O(N? * L*) ou O(N? * L®) respectivamente.

Esta solugao daria cerca de 40 e 70 pontos (com alguns cortes) respectivamente.

Usando uma Suffix Trie

Para melhorar seria necessario utilizar uma estrutura de dados que ajude a verificar se uma
subsequéncia contigua existe em uma outra palavra. Para isso construimos uma Suffix Trie que
€ uma arvore que contém todos os sufixos de cada palavra. Depois de construida a Suffix Trie
podemos pesquisar cada sufixo de uma palavra e ver qual o menor prefixo do sufixo que
identifica unicamente a palavra. A construgao pode ser feita em O(N * L) e cada pesquisa em
O(L), resultando numa complexidade final de O(N * L?), pois cada palavra tem L sufixos.

Esta solucdo daria cerca de 90 pontos.




Com compressao
Para conseguir os 100 pontos seria necessario comprimir a Suffix Trie para evitar ultrapassar
os limites de meméaria.

Ligagoes interessantes
e Trie na Wikipedia
e Suffix Trees com ilustragéo visual - http://www.allisons.org/ll/AlgDS/Tree/Suffix/



http://www.google.com/url?q=http%3A%2F%2Fen.wikipedia.org%2Fwiki%2FTrie&sa=D&sntz=1&usg=AFQjCNFevvaiGu2jbO-wvCU-JJGCg4hBeA
http://www.google.com/url?q=http%3A%2F%2Fwww.allisons.org%2Fll%2FAlgDS%2FTree%2FSuffix%2F&sa=D&sntz=1&usg=AFQjCNFTBgk1gb0HB77_sKlAd5tJl1ni8g

Problema C - Blocos Numéricos

Tipo de problema: Programacao Dinamica
Autor: Pedro Ribeiro (DCC/FCUP)

Problema
Dado o conteudo de uma pilha de B blocos com digitos, e um numero N, a tarefa € descobrir
qual o menor numero maior ou igual a N que se consegue formar.

Restrigoes
1<B<200

Testar todos os numeros maiores ou iguais a N

Uma abordagem possivel € comegar no numero N e verificar se € possivel formar esse numero
com os digitos na pilha. Se néao for possivel, incrementa o numero e verifica outra vez. A
verificagao para se o numero atingir mais de B digitos.

Para fazer a verificacdo, podemos percorrer a pilha de tras para a frente e manter 2
apontadores: A para o primeiro digito de N e B para o ultimo digito.
Se o digito na pilha for igual ao digito de N na posigao A
Incrementa o apontador A
Senéo, se o digito na pilha for igual ao digito na posicéo B
Decrementa o apontador B
Senéo
E impossivel formar este nimero.

Esta abordagem seria suficiente para cerca de 30 pontos.

Gerar todos os numeros possiveis de formar com a pilha de digitos

A medida que retiramos digitos da pilha, temos 2 hipéteses: colocar o digito & esquerda ou
direita do numero actual. Assim, podemos usar uma fungao recursiva para testar todas as
hipoteses. Com B digitos, isto leva-nos a 2% numeros possiveis. Para cada numero, temos de o
comparar com B e com a solugéo actual. Assim o tempo total &€ O(B * 2°) e daria ~50 pontos.

N =000 ... 000

Se N s6 contém zeros, o problema é mais simples: determinar qual € o menor niumero que
podemos formar com a pilha. Neste caso, podemos usar uma estratégia gananciosa.
Percorremos a pilha da esquerda para a direita. Para cada digito, se este for menor ou igual ao
digito mais a esquerda do numero actual, adiciona o digito a esquerda. Caso contrario, adiciona
a direita.



Esta abordagem funciona para 20% dos pontos. Adicionando a abordagem anterior, seria
suficiente para 70 pontos.

Aplicar Programag¢ao Dinamica
Se percorrermos a pilha da direita para a esquerda, definimos logo a posigao final do niumero
em relagéo aos digitos mais a esquerda na pilha.
Podemos imaginar que dividimos o numero que estamos em digitos adicionados a esquerda -
prefixo - e digitos adicionados a direita - sufixo.
Considere-se um exemplo em que a pilha contém “45154” e o N é “45000”. Percorremos da
direita para a esquerda.
Se adicionarmos todos os numeros a esquerda, o prefixo fica com “45154” e o sufixo vazio - “
Num caso mais geral, existem essencialmente 3 casos:
1) Imaginem que adicionamos 4 e 5 ao prefixo

Pilha com “451”, prefixo “45”, sufixo “” -> formamos um namero “45 ...”

Como o prefixo ja é igual ao inicio de N, entdo continuamos a querer 0 menor niumero
maior ou igual ao resto de N.

2) Imaginem que adicionamos o 4 ao sufixo e o 5 ao prefixo

Pilha com “451”, prefixo “5”, sufixo “4” -> formamos um numero “5 ... 4”

Como o prefixo ja € maior do que o inicio de N, entdo queremos 0 menor numero
possivel de formar com os digitos na pilha -> “51454”

3) Imaginem que adicionamos o 4 e 0 5 ao sufixo

Pilha com “451”, prefixo *”, sufixo “54” -> formamos um namero “ ... 54”

Como ‘1’ é menor que o primeiro digito de N, entdo é impossivel formar um namero
valido se colocarmos o ‘1’ no prefixo, logo ignora essa hipétese.

Sabendo que temos X caracteres no prefixo, Y no sufixo e aquilo que estamos a procurar,
podemos usar programacgao dinamica para determinar e guardar qual é o melhor nimero que
devemos formar.

Ligagoes interessantes:
e Programacéao Dinamica na Wikipedia e no TopCoder.



http://www.google.com/url?q=http%3A%2F%2Fen.wikipedia.org%2Fwiki%2FDynamic_programming&sa=D&sntz=1&usg=AFQjCNGlI6MX5AvnHZdtS8D956d9FjScnA
http://www.google.com/url?q=http%3A%2F%2Fwww.topcoder.com%2Ftc%3Fmodule%3DStatic%26d1%3Dtutorials%26d2%3DdynProg&sa=D&sntz=1&usg=AFQjCNEJ0Om018-DX0WsWHPtD_xo8IQi1w

