T.A.A. Folha Tedrica, dia 20090320

Multiplicagao eficiente de inteiros e de matrizes

Nota. Na resolucao dos exercicios desta folha pode utilizar o Teorema que estd no verso.

1. Multiplicar inteiros

Considere-se o problema de multiplicar 2 inteiros « e y com comprimento (n2 de bits) que

nao excede n (comprimento 2n na alinea (c)).

(a)

Qual a ordem de grandeza do algoritmo seguinte? Suponha que |z| = |y| = n. Exprima

a sua resposta em termos de n.

prodl(x,y):
s=0
for i=1 to y:
S=s+x
return s
Qual a ordem de grandeza do algoritmo “escolar” da multiplicagao (que é essencialmente

o algoritmo normalmente usado nos CPUs)?

Sejam x e y com 2n bits divididos em 2 partes, x=a X 2" + b, y = ¢ X 2" 4+ d com
la] = |b] = |¢| = |d| = n. No algoritmo de Karatsuba a expressdo fundamental que
permite permite uma maior eficiéncia da multiplicacao é

ry = ac(2*™ —2") + (a + b)(c + d)2" + bd(1 — 2")

No célculo de xy hd 3 chamadas recursivas ao algoritmo. Admita que as computagoes
adicionais necessdrias (“carries” entre partes dos inteiros...) podem ser efectuadas em
tempo O(n).
i. Descreva esquematicamente o algoritmo de Karatsuba, indicando as chamadas re-
cursivas e as operagoes adicionais.
ii. Deduza uma recorréncia para a majoragao do tempo de execugao do algoritmo de
Karatsuba e resolva-a.

iii. Suponha que se usava a expressio xy = ac X 22" + (ad + bc)2™ + bd x 2" para a
defini¢ao de um algoritmo semelhante ao de Karatsuba (4 chamadas recursivas).
Mostre que, em termos de ordem de grandeza, nao ha melhoria relativamente ao
algoritmo “escolar”; é também O(n?) (na realidade o algoritmo vai ser bastante

mais lento).

2. Multiplicar matrizes

Considere o método de Strassen para a multiplicagao de matrizes. Os calculos que permitem

a redugao de 8 para 7 do ntimero de chamadas recursivas sao os seguintes

M, (A+ D)(E+ H) My = D(G-E)
Ms = (B-D)(G+H) My = (A+B)H
Ms = (C+D)E Mg = A(F-H)
M; = (C-A)(E+F)
Riy = M+ M+ Ms— M,y Ry, = My+ Mg
Ryy = Ma+ Ms Roo = My — Ms+ Mg+ My
onde as matrizes a multiplicar sao A B e sao E ] e o resultado é Fu Fa .
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(a)

Mostre que, no modelo uniforme, o algoritmo usual de multiplicagao de 2 matrizes de
dimensoes n x n é de ordem O(n?). Quantas multiplicacdes elementares sdo efectuadas?

Deduza uma recorréncia para a majoracao do tempo de execucao do algoritmo de

Strassen.

Resolva a recorréncia.

3

Suponha que uma implementagdo do algoritmo cldssico demora um tempo n°® (em

microsegundos) enquanto uma implementagdo do algoritmo de Strassen demora um

2.8

tempo de 100n*°. Determine o valor de n a partir do qual o método de Strassen se

torna assintéticamente vantajoso.

Num método recursivo mais directo fazem-se 8 multiplicages
Ri1 = AF+ BG, Ris = AF+ BH, Ryy =CFE+ DG, Ryo =CF+ DH

Escreva a recorréncia associada a eficiéncia deste método e resolva-a, mostrando que,

em termos de ordem de grandeza, nao ha vantagem relativamente ao algoritmo usual.

Teorema. A solucdo de uma recorréncia com a equacio geral da forma t(1) = ¢, t(n) = at(n/b)+cn”

onde c e k sdo inteiros positivos, a e b sdo inteiros com a > 1, b > 2 tem a seguinte ordem de grandeza

t(n) € O(n'&» %) se a > b*
t(n) € O(n*logn) se a=0b"
t(n) € O(n*) se a < bF



