T.A.A. Folha Teérica, dia 20090515

Programacao Dinamica — II
Problema da mochila (“knapsack problem”)

e Conjunto A de n obJectos ={1,2 n},
cada tem um “valor” v; e um “tamanho t

e Mochila com um tamanho 7.

e Problema: determinar um conjunto B C A de objectos que cabe na mochila e maximiza o
valor “transportado”.

E v; maximo | com a restricao E t; <T

icB i€B
Por exemplo
A problemas propostos ao aluno num exame
t; tempo que o aluno demora a fazer o problema i
v; cotagao do problema 4
T tempo total do exame

Problema: B C A problemas que o aluno deverd resolver, B C A

(supde-se que cada resposta é valorizada com 100% ou com 0%)
Exemplo. O tempo total do exame é 16 horas (!) (corresponde & capacidade da mochila) e temos

Problema: 1 2 3 4 5 6
Cotagao: 8 9 12 15 5 11
Tempo: 2h  5h 6h 8h 3h 5h

Para maximizar a classificacao obtida, que problemas deve o aluno resolver?
— Resposta: os problemas 1, 4 e 6 (valor total 34 em 60).
A fungao seguinte, escrita em python, retorna o valor ptimo e a correspondente lista de elementos.

Pardmetros: t: 1lista dos tamanhos
v: lista dos valores
i: préximo elemento a ser ou ndo seleccionado
tm: espaco ainda disponivel na mochila

Retorna: (valor,lista Sptima)
Chamada: valor([O0,2,5,6,8,3,5],[0,8,9,12,15,5,11],1,15)
-> (34, [1, 4, 6]1) (custo 6ptimo, solug8o 6ptima)

Comentario: o indice O das listas ndo é usado

def valor(t,v,i,tm):
if i==len(t) or tm<=0:
return (0, [])
if t[i]l>tm:
return valor(t,v,i+l,tm) # o elemento i n3o pode ser usado!
vl = v[i] + valor(t,v,i+1,tm-t[i]) [0]

v2 = valor(t,v,i+1,tm) [0]

listal = valor(t,v,i+1,tm-t[i]) [1] # solugio se i na mochila

lista2 = valor(t,v,i+1,tm) [1] # solucdo se i n¥o estd na mochila
if vi>v2:

return (vi,[i]+listal)
return (v2,lista2)

Esta fungao é muito ineficiente, o tempo correspondente é, no pior caso, exponencial uma vez que
cada um dos n elementos é seleccionado ou néo (2 alternativas). O niimero de sub-conjuntos de A
com |A] =n é 2™ e o tempo de execugdo da fungéo é O(2").



Funcao sem tabelagao, tempo exponencial

def valor(t,v,i,n,tm):
if i>n or tm<=0:
return O
if t[i]>tm:
res = valor(t,v,i+1,tm)
else:
res = max(v[i] + valor(t,v,i+1,tm-t[i]),valor(t,v,i+1,tm))
return res

Funcao com tabelagao, tempo O(nT)

Varidvel val[i] [tm] usada para tabelagdo; inicializada com NAQO_DEF

def valor(t,v,i,n,tm):
if i>n or tm<=0:
return O
(¥) if vall[i] [tm] '= NAO_DEF:
return vall[i] [tm]

if t[i]l>tm:
res = valor(t,v,i+1,tm)
else:

res = max(v[i] + valor(t,v,i+1,tm-t[i]),valor(t,v,i+1,tm))
(*) wvallil[tm] = res
return res

Analise da eficiéncia da versao com tabelagao

Sempre que é efectuada uma chamada valor(t,v,i,n,tm): para estes valores de i e tm o valor
6ptimo ja foi calculado? Se sim, esse valor é imediatamente devolvido.

Assim, a eficiéncia pode ser caracterizada pelo niimero possivel de pares (i,tm) que tem ordem de
grandeza O(nT') onde T = tm é a capacidade da mochila.

Teorema 1 A utilizagdo da Programagao Dindmica permite resolver o problema “knapsack” (mo-
chila) em tempo O(nT) onde n é o nimero total de elementos e T é a capacidade da mochila.
Qualquer método sem tabelacao baseado na consideracdo de todos os sub-conjuntos possiveis de-
mora um tempo exponencial em n.

Exercicio 1 E sabido que o problema “knapsack” na sua versdo de decisao € completo em
NP. Como explica o resultado enunciado no problema anterior?

A wversao de decisao do problema “knapsack” é

INSTANCIA: Um conjunto A de n objectos, A = {1, 2, ..., n}, cada um deles COM um “va-
lor” v; e um “tamanho” t;; capacidade T da mochila e valor minimo a transportar V.
PERGUNTA: Eziste um sub-conjunto A C B tal que ), pt; <T e, .gv; > V?

Implementacao “top-down” da Programagao Dindmica em programas, com tabelagao (memoiza-
tion)

e Vantagem: evita cédlculos repetidos

e Desvantagem: “overhead” no tempo de execugao



