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Toépicos Avancados em Algoritmos - Folha pratica de exercicios 01 I

1. Determine da forma mais simples possivel as somas

(a) 1+a+a?+---+a" como fungao de a e n. Para o caso a = 2: memorize este resultado;
faga uma interpretagio desta igualdade com base do nimero total de nés (internos e
“folhas”) de uma drvore bindria completa.

(b) a+(a+1)+(a+2)+---+bondeaebsio inteiros com a < b.
() 1+22+ 3%+ +n? como fungdo de n.

2. Alguns exercicios! de recorréncias

(a) Mostre que a solugdo da recorréncia a; = 1, a1 = 2a, + 1 satisfaz a,, > 2".
(b) Determine a solugao de ag =0, a1 =1, ap, = ap—1 + ap—2 para a > 2.
(c) Determine a solucao de ag =0, a1 =0, a, = ap—1 + an—2 + 1 para a > 2.

3. e Usando o método “tabelar — suspeitar — demonstrar” determine a solugao da seguinte
recorréncia

f _ f1:0
"\ fon=2fn+2n paran>1

Notas. A sucessao s6 estd definida para valores de n que sejam poténcias de 2. Comece por
tabelar n e logn paran =1, 2, 4, 8, 16.

4. e Eficiéncia de um programa para calcular a sucessdo de Fibonacci. . .
Considere o seguinte programa que calcula a sucessao de Fibonacci

def fib(n):
if n=0: return O
if n=1: return 1
return fib(n-1)+fib(n-2)

(a) Exprima através de uma recorréncia o nimero de adigdes s(n) que sdo efectuadas
quando se execura fib(n).

(b) Resolva essa recorréncia.

5. e Eficiéncia do mergesort.
O “mergesort” é um método de ordenagao muito eficiente, mesmo no pior caso. Descrigao,
supondo que n é uma poténcia de 2:

mergesort(v[0...n-1],n]:

(a) Se n =1: nada se faz

(b) Sen > 2:
— mergesort(v[0---n/2 —1],n/2) // ordena v[0---n/2 — 1]
— mergesort(vjn/2---n—1],n/2) // ordena v[n/2---n — 1]
— merge(v[0---n/2—1],v[n/2--n—1]) — v[0---n— 1]

Definiu-se nas aulas tedricas o que é o merge. O maior nimero de comparagoes efectuadas
quando se faz o merge de 2 vectores de com n/2 elementos cada é n — 1.

(a) Ilustre a execuc@o do mergesort para o vector

1Encontra muitos mais exercicios de recorréncias nos apontamentos fornecidos e nas folhas da disciplina de
Complexidade disponiveis a partir de www.ncc.up.pt/~acm/aulas/cpx07.
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(b) Indique uma recorréncia para um majorante do nimero de comparagoes efectuadas (sao
todas efectuadas nas chamadas de merge) pelo algoritmo.

(c) Resolva a recorréncia pelo método “tabelar / suspeitar / demonstrar”.

6. O que estd errado com a seguinte demonstracao baseada no método da inducgao finita?
Teorema (errado!). Considerem-se n rectas concorrentes no plano (qualquer das rectas
intersecta todas as outras; diremos simplesmente: n rectas "nao paralelas”). Entao as n
rectas intersectam-se todas num unico ponto.

Prova (erradal).

Caso base n = 1: verdadeiro (ndo hé intersecgdes a considerar).

Caso base n = 2 (por seguranga consideramos também este caso base): 2 rectas nao paralelas
intersectam-se num ponto.

Passo indutivo: propriedade vélida para n implica propriedade valida para n+1: considerem-
se n + 1 rectas nao paralelas, sejam as rectas 1, 2,..., n+ 1.

Pela hipdtese indutiva as n primeiras rectas (1, 2,. .., n) intersectam-se num sé ponto, seja P.
E também, pela hip6tese indutiva as n Ultimas rectas (2, 3,..., n+ 1) intersectam-se num sé
ponto, seja P’. Como as n — 1 rectas (2, 3,..., n) sdo comuns aos 2 conjuntos, concluimos
que P e P’ sdo necessariamente o mesmo ponto e que esse ponto é a interseccao das n + 1
rectas.

7. o Os valores de uma sequéncia a[0. .n-1] sao todos distintos. Considere o seguinte programa
para determinar o maior e o menor valor da sequéncia

dados: n, al0..n-1]
resultado: (minimo,m&ximo)
funcdo maxmin(n,a):
imin=0
for i=1 to n-1:
if alil<alimin]: ()
imin=i
imax=0
for i=1 to n-1:
if al[il>alimax]: ()
imax=1i
return (alimin],alimax])

(a) Quantas comparagoes envolvendo valores de a sao efectuadas (como fungéo de n)? Es-
sas comparacoes ocorrem nas linhas (*).

(b) Determine um algoritmo que efectua um ndmero significativamente menor de com-
paragoes (envolvendo valores de a) ou, em alternativa, mostre que tal algoritmo nao
existe.

Equagao caracteristica nao homogénea
Suponhamos que a equacao geral da recorréncia tem a forma

aOfn + alfn—l + -+ akfn—k = bnp(n)

onde b é uma constante e p(n) é um polindmio em n; seja d o seu grau. Entao as solugoes da
recorréncia com a equacao geral indicada podem obter-se a partir das raizes da equacao

(aork +ayrF ag)(r — b)d+1 =0

usando o método que foi explicado para o caso das equacoes homogéneas.




