Armando Matos, 2008/2009

To6picos Avangados em Algoritmos - exercicios de Prog. Din. com correcgao parcial

1. Optimizar o produto de matrizes

Considere o problema da parentizagao 6ptima de uma multiplicagdo de matrizes.

(a) Escreva a equagao fundamental de minimizagdo em que se baseia a aplicagdo da Pro-
gramagao Dinamica a este problema. Defina as varidveis que usar.
Resp. Seja o produto de matrizes M; M, 1 ... M;, tendo a matriz M), dimensdes dj X dj1,
0 que garante que o nimero de colunas de uma dada matriz é igual ao nimero de linhas

da matriz seguinte. Seja, para p, a multiplicacdo ao nivel de topo
(MiMi+1 A Mp) X (Mp+1 R M])
Entdo o custo (ndmero de multiplicacdes elementares) minimo é

cij = min {c;p +dfildp + 1]d[j + 1] + cpy1 5
1<p<j

(b) Usando a versdo “bottom-up” da Programagio Dindmica, quantos sub-problemas sdo
resolvidos (86 se consideram sub-problemas os que envolvem 2 ou mais matrizes). Mos-
tre que se obtém uma eficiéncia de ordem O(n?).
Resp. Consideremos um produto de n matrizes. Existem n — 1 produtos de 2 matrizes
consecutivas; mais geralmente, existem n — k + 1 produtos de k£ matrizes consecutivas.
Assim, o numero de sub-problemas, incluindo o de topo, é

m—1)+n—-2)+...+1=n(n-1)/2

Para um sub-problema de tamanho k, a determinacdo do minimo exige (n3o incluindo
sub-problemas mais pequenos) tempo O(k — 1). Assim, o custo total é proporcional a

(n=1)x1+[n=2)x2]+...4+1x(n-1)]<(n—1)xnxn<n

(c) Resolva o seguinte problema usando a versd@o “bottom-up” da Programacao Dinamica.

Quantos sub-problemas sao resolvidos?

produto Mo Mo Mg My
M;:3x10

Ms: 10 x 100

Ms: 100 x 20

My:20 x5




Resp. De forma esquematica temos, onde “>"

3 *x 10 * 100 * 20 * 5

M1 M2 M3 M4
3000 10000
20000
> (M1*M2)*M3: 3000 + 6000 = 9000
M1 (M2xM3) : 20000 + ---
(M2*M3)*M4: 20000 + 1000 = 21000
> M2x(M3%M4): 10000 + 5000 = 15000

produto de 4 matrizes; 3 hipéteses

M1x (M2 M3 M4)
15000
150

(M1 M2) (M3 M4)
3000 10000
1500

> (M1 M2 M3)M4
9000
300

Conclusdo:
Parentizagdo 6ptima:
Custo: 9300

S30 resolvidos 3+2+1 =

2. Numeros de Catalan e colocagdo de paréntesis

indica a opc¢do escolhida.
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((M1 M2) M3) M4

6 sub-problemas.

O niimero de modos de colocar paréntesis num produto de n factores é o nimero' de Cata-

lan ¢,,_1. Por exemplo, para n = 4, temos 5 modos

a(b(ed)), a((be)d), (ab)(ed), (a(be)d), ((ab)c)d

de modo que ¢z = 5. De forma anéloga se vé que co = 2 e ¢; = 1. Indique uma recorréncia

que exprime ¢, para n > 2 como fungao de valores ¢; para i < n.

Usando essa recorréncia, escreva numa linguagem de programagao apropriada uma funcao

que calcula c¢,,.

1Ver por exemplo “O Livro dos Nimeros” de John Conway e Richard Guy, Gradiva, 1999.




Resp. Seja p, o nimero de modos de colocar paréntesis num produto de n factores; temos
pois ¢, = pn+1 (por exemplo, ¢ = p4 = 5). Vamos primeiro determinar uma recorréncia que
define p,,. Temos p;1 = py = 1. Sejan > 3. Seja 1 < k <n —1 tal que o produto do nivel mais
alto tem a forma

(ML'ML'_A'_l AN Mk) X (Mk+1 e Mj)

Para cada k o primeiro factor pode “parentizar-se” de p, formas e o segundo de de p,,_, formas.

Assim, o produto global pode “parentizar-se” de ZZ;II PkPrn—k- A recorréncia é

p1=p2=1
-1
Pn = Y p—y PkPn—k paran >3

A recorréncia que define os nimeros de Catalan é pois

Co —=C1 = 1
-1
Cn =Y p_oChCn—k—1 paran > 2
Um programa correspondente a recorréncia (em linguagem python) é

def catalan(n):
if n<=1:
return 1
s=0
for k in range(1,n+1):
s = s + cat(k-1)x*cat(n-k)
return s
# 12
* %

456789
# Caso n=9 com k=3: k ok ok ok k ok

3
k
Nota. Existe uma férmula fechada para os nimeros de Catalan. Nota. Os primeiros 14 niimeros
de Catalan sdo 1, 2, 5, 14, 42, 132, 429, 1430, 4862, 16796, 58786, 208012, 742900, 2674440.

. Optimizar o produto de inteiros
Considere o problema de determinar a forma éptima de multiplicar n inteiros ajas . .. ay,.
Modelo de custos. O custo da multiplicagao ab é |a] - |b| ~ logalogb. Estude o efeito da

parentizagao ((ab)c ou a(bc)) no valor do custo do produto. Estude o efeito da utilizacdo da

propriedade comutativa no valor do custo do produto.




Resp. Por simplicidade supomos que a representacdo bindria de um inteiro a tem compri-
mento |a| = loga (a diferenca, em valor absoluto, para o comprimento exacto |a| =1+ |loga|
ndo excede 1).

Comecemos por estudar o produto de inteiros abc; temos 2 hipdteses

— (ab)c, custo: (logaxlogb)+log(ab) xlogc = (log axlogb)+ (logaxlogc)+ (logbxlogc)

— a(be), custo: (logbxlogc)+logaxlog(be) = (logbxlogc)+ (loga xlogb)+ (log a xlog c)
Concluimos que os 2 custos sdo iguais! N3o vale a pena procurar menores custos (ndmero de
multiplicacBes elementares) através da escolha da parentizaco.

Por outro lado, a expressdo daquele custo,
C(a,b,c) = (loga x logb) + (loga x logc) + (logb x log c)

é simétrica em a, b e ¢, isto é, C(a,b,c) = C(a,c,b) = ...; isso quer dizer que a utilizacdo da
propriedade comutativa n3o influi no custo dos produtos de inteiros.

. Edicao de texto e méxima sequéncia (ndo adjacente) comum

Considere a transformagao de uma string s numa string t. Seja m = |s| e n = [t|. Mostre
que o nimero minimo de operacoes de edigao do tipo “inserir caracter” ou “eliminar
caracter” é dado por

m+n — 2 X maxsub(s, t)

onde maxsub(s,t) é o comprimento da maior sub-sequéncia comum as strings s e t.




o

Resp. Excluimos, porque n3o sdo éptimas, as edicdes em que um caracter é inserido e posteri-
ormente eliminado. Os caracteres de t dividem-se em 2 classes

(a) Caracteres que ndo foram inseridos. Trata-se de ums sub-sequéncia w comum a s e a t.

(b) Caracteres inseridos em ndmero de |t — |w].

O nilmero de insercdes da edicdo é |¢t| — |w|. Quantas eliminagdes hd? Resposta: o ndmero de
caracteres de s que ndo estdo em ¢, |s| — |w|. Em conclus3o, cada sub-sequéncia w comum a s
e a t corresponde a uma transforma¢do s — t com o seguinte nimero de opera¢des elementares
e vice-versa

L= (Isl = [wl) + (1] — lwl) = m +n — ul

Obviamente o minimo de [ obtém-se maximizando |w|, isto ¢, fazendo |w| = maxsub(s, t).

5. O problema da mochila é completo na classe NP?
Mostre que o problema da mochila, na sua versao de decisao, é completo em NP.
INsTANCIA: (Problema da mochila) Conjunto A = {1,2,...,n}, tamanho t; para cada ob-
jecto de A, valor v; para cada objecto de A, inteiros positivos T e V.
PERGUNTA: Existe B C A tal que

ZUZZV AN ZtlgT

i€B i€EB

Sugestao. Efectue uma redugao polinomial PART <, Mochila.

INSTANCIA: (Problema da PART) Conjunto A = {1,2,...,n}, tamanho s; para cada ob-
jecto ¢ de A.

PERGUNTA: Existe uma particio A = A; U Ay tal que D, 4 8i = > o, 8i?

2Para resolver este problema é necessario ter alguns conhecimentos da teoria dos problemas NP-completos —
tema que normalmente faz parte do programa da disciplina de Complexidade.




Resp. O problema MOCHILA PERTENCE OBVIAMENTE A CLASSE NP uma vez que, dada uma
instancia do problema (A,t;,v;,T,V) e um sub-conjunto B C A, existe um algoritmo polinomial

que verifica se B é de facto solugdo, isto é, se...ver no enunciado “pergunta” do problema da
mochila.

Vamos definir uma reducdo polinomial PART <, MOCHILA, isto é, uma transformacio com-
putadvel em tempo polinomial

PART <, MoOCHILA
(A75i) - (Alvtiavi7T7 V)

tal que (A, s;) € Lpagr sse (A, t;,v;, T, V) € Lyrochita- A transformacdo é a seguinte
(a) Calcula-se m = > ., 84. Se m é impar, retorna-se uma instancia ndo pertencente a

Lfochila, por exemplo, ({},{},{},1,1). Sen3o:

(b) Retorna-se a instancia com (onde n = |A|)

A=A
ti=s;paral <i1<n
vi=s paral<i<n
T=m/2
V=m/2

O aluno pode facilmente verificar que

(a) A transformacdo indicada pode ser efectuada em tempo polinomial

(b) (A,si) € Lpart sse ((A',ti,vi,T,V) € Lyochita




