Tépicos Avangados em Algoritmos 2008/2009 - época normal '

Enunciado com frente e verso / Cotacdo indicada em percentagem / Duracgio da prova: 2h15m

1. [16%] Diga se cada uma das seguintes afirmagées é verdadeira ou falsa (ndo é necessario justificar)

(a) E possivel multiplicar 2 matrizes quadradas de dimensdo n X n em tempo O(n2-9).
(b) Para qualquer funcdo f:N — Rt verifica-se O(f(n)) C O(f(n)).

(c) A mediana de um vector (néo necessariamente ordenado) pode ser determinada em tempo O(n) no caso
mais desfavoravel.

(d) Qualquer problema de decisdo pertencente a classe RP é decidivel.

(e) Existe uma constante inteira c, tal que qualquer algoritmo de ordenagio (de um vector com n elementos)
baseado em comparacgées efectua, para n suficientemente grande, pelo menos cnlogn comparagées no caso
mais favoravel.

(f) O comprimento méaximo de uma sequéncia (ndo necessariamente consecutiva) comum as “strings” s e ¢
pode ser determinado (no pior caso) em tempo polinomial.

2. Procura de z num vector ordenado
Considere o problema de procurar um valor x num vector v[1..n] com n elementos distintos, ordenado por
ordem crescente. Algoritmo da pesquisa bindria:

// Chamada inicial da forma pb(x,v[1..n])
function pb(x,v[a..b]):

if a>b: return -1

m = (a+b)/2 // divis8o inteira

compare x com v[m]: (*)

if x==v[m]: return m

if x<v[m]: return pb(x,v[a..m-1])

return pb(x,v[m+1..bl)

Suponha que n é da forma n= 2P — 1 com p inteiro positivo.

(a) [05%] Escreva uma recorréncia que define o nimero maximo de comparagdes entre x e elementos de v[]
(linha (%)).

(b) [05%] Mostre que a solugdo da recorréncia que definiu na alinea anterior é log(n + 1).

(¢) [05%] Usando a Teoria da Informacao (principio da informacao necessdria) mostre que qualquer algoritmo
baseado em comparagoes que determine o indice em que se encontra z no vector v (ou -1 se z nao corre

em v) efectua, no pior caso, [logz(n + 1)] comparacgdes. Que pode afirmar relativamente & eficiéncia do
algoritmo de pesquisa bindria (2 primeiras alineas deste problema)?

3. Ordenacgao estavel num universo pequeno
Considere o seguinte algoritmo de ordenacao do vector v[]. SupGe-se que os valores que estao no vector estao
compreendidos entre 1 e u.

Algoritmo de ordenagdo por contagem
Vector a ordenar: v[1..n]
0 resultado fica no vector w[l..n]
for i=1 to u: <cl[i] =0
for i=1 to n: c[v[il] = c[v[ill+1
for i=2 to u: c[i] = c[il+c[i-1]
for i=n downto 1:
wlclv[ill]l = v[i]
clvlil]l = clv[il] -1
(a) [04%] Descreva por palavras o contetido do vector c (isto é, para cada i, o que contém c[i]?) imediata-
mente antes da primeira execugao da linha 4.
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(b) [04%] Descreva por palavras o conteiido do vector c imediatamente antes de cada execugdo da linha 4.
(c) [04%] Descreva por palavras o contetido do vector ¢ no final da execucao do algoritmo.

(d) [10%] Mostre que a ordenacéo efectuada por este algoritmo é estavel.

4. Recorréncias e teoremas. ..
[10%] Apresente um exemplo de uma equagao geral de uma recorréncia em que seja aplicdvel tanto o Teorema 1
como o Teorema 2 (“Recorréncias com solucdo O(n)”), ver enunciados no fim desta prova; mostre que ha
concordancia entre essas 2 aplicagoes.

Continua do outro lado




5. Custo amortizado do contador binario

(a) [05%] Defina (majorante do) custo amortizado de uma sequéncia de operagdes.

(b) [09%] Considere um contador bindrio, inicialmente com 0; sdo efectuados n operagdes de INCR (incremento
de 1) e pretende-se mostrar que um custo amortizado dessa sequéncia de operagdes é 2. O modelo de
custos é o seguinte: cada bit que muda de valor contribui com 1 para o custo. Por exemplo, o custo de
INCR(0101011)—0101100 é 3.

—Para resolver o problema use um método directo em que se contabiliza para cada i > 0 o numero de

vezes que o bit de ordem 7 é modificado.

6. Comprimento da mais longa sub-sequéncia comum
Considere o problema da determinagido do comprimento da mais longa sub-sequéncia (ndo necessariamente
consecutiva) comum a 2 strings s e t.

(a) [08%)] “Se! s,t € {a,b}*, sa > sp e tq > tp, entdo a maior sub-sequéncia comum a s e a t tem compri-
mento min{sq,t,}”. A afirmagio anterior é verdadeira ou falsa? Justifique.

(b) [15%] Sendo ¢ > 2 e j > 2, a seguinte recorréncia define c(z, ), o comprimento da mais longa sub-sequéncia
comum a s[0..i] e t[0..j].

o 14ei—1,5-1) sex; =y; (1)
C(Z’J)f{ max(c(i — 1,5),c(i,j — 1)) sea:i;ﬁyj' (2)

Mostre através de um exemplo que, mesmo que seja z; = y;, a escolha da segunda opgao (2) pode fornecer
também o comprimento da mais longa sub-sequéncia comum (e corresponder a uma sub-sequéncia

maxima comum).
Fim da prova

Teorema 1
A solugdo de uma recorréncia com a equagio geral da forma t(n) = at(n/b) + cn* onde a e b sdo inteiros com a > 1 e
b > 2, c e k sdo reais positivos, tem a seguinte ordem de grandeza

t(n) € O(n°gv @) se a > bk
t(n) € ©(n*logn) se a=0bk
t(n) € O(n*) se a < bF
Teorema 2 (Recorréncias com solugao O(n))
Seja a equagao geral de uma recorréncia

f(n) = f(kin) + f(kan) + ... + f(kpn) + cn

onde ¢ > 0 e k1, k2,. .., kp s@o constantes positivas com k1 +k2+...+kp, < 1. Entéo f(n) é de ordem O(n). Inversamente,
se k1 + k2 + ...+ kp > 1, entdo f(n) ndo é de ordem O(n).

s, indica o nimero de a’s na sequéncia s; por exemplo, se s = ababaa, é sq = 4.




