Capitulo 1

Preliminares: fundamentos da

analise de algoritmos

Este capitulo é uma exposi¢ao sumaria de alguns preliminares relativos & analise de algoritmos.
Depois de referirmos os modelos de computagao normalmente utilizados e de mencionar os prin-
cipais recursos utilizados durante a execucao de um programa (tempo e espago), estudaremos 2
aspectos fundamentais para a analise de algoritmos: ordens de grandeza das funcoes e solucao de
recorréncias. Os conceitos e os resultados apresentados neste capitulo sao fundamentais para a

andlise da eficiéncia dos algoritmos apresentados neste curso.

1.1 Eficiéncia dos algoritmos
1.1.1 Eficiéncia dos algoritmos: duas analises
1. Pormenorizada: mais exacta e directa mas em geral menos 1til

— Expressa em segundos.

— Resultado da avaliagdo da eficiéncia (por exemplo: tempo gasto): tnico e dependente

da velocidade e caracteristicas do processador.

2. Através de ordens de grandeza: ignora as constantes multiplicativas e é uma andlise as- «

sintética

— Expressa em ordens de grandeza
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— Resultado da avaliacdo da eficiéncia: paramétrico (uma fungdo do comprimento dos

dados) e independente da velocidade e caracteristicas do processador.

Nesta disciplina usaremos a andlise 2, “através de ordens de grandeza”!

1.1.2 Recursos e modelos de computagao

Em que termos é medida a “eficiéncia de um algoritmo”?

Resposta: pela quantidade de recursos gastos durante a sua execugao como fungdo do comprimento
dos dados.

Recursos? O que sao?

Resposta: tempo (o mais usual) e espaco (memoria)

Modelos de computagao mais usados:
1. Maquinas de Turing (MT)
2. Computadores de registos (“Random Access Machines”)

Tempo e espago, o que sao?

Nas MT
1. Tempo: nimero de transigoes da MT durante a computagao

2. Espago: numero de células visitadas pela cabega da MT durante a computagao

1.1.3 Pior caso e caso médio

Eficiéncia do algoritmo como funcao de qué?

Resposta: Do comprimento dos dados.

,’I,‘—)—)y

Seja n = |z|
Tempo de execugao: depende dos dados, ¢(x)

Simplifica-se: como fungao do comprimento dos dados
t = f(n) onde n = |z|

Mas. . . isto estd errado, o tempo de execugao é funcao de z e ndo de n = |z|!
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Temos que escolher um tempo de entre todos os tempos ¢(x)
com n = |x|

Hipoteses mais frequentes:
1. Pior caso: t(n) = max{t(z) : |z| = n}

2. Caso médio: t(n) = E{t(z) : |x| = n} onde se assume uma determinada distribui¢do proba-
bilistica dos dados x de comprimento n; = e t(x) sdo varidveis aleatdrias. Significado de E:

“valor médio”.

1.1.4 Recorréncias, pior caso e caso médio, um exemplo

Seja o programa

//-- Dado: vector v[] com n elementos, v[0,1,...,n-1]
1 int i, m

2 m=0;

3 for i=1 to n-1

4 if v[i] > v[m] then

5 m=i

6 print m

E facil ver que o tempo de execucao é majorado por

an+ (3

onde «a e [ sdo constantes, ver por exemplo Knuth, “The Art of Computer Programming”, vol. 1.
Concentremo-nos na seguinte questao:
Quantas vezes ¢ executada a atribui¢ao da linha 57

Seja a esse nimero de vezes.
— Minimo: a = 0 vezes
— Maéaximo: a = n — 1 vezes

— Médio: E(a) =777

Hipéteses sobre a distribuigao probabilistica dos dados

1. Todos os elementos de v[] sao diferentes. Note que os valores do vector sao irrelevantes, sé
é importante a sua “ordem”, por exemplo, o comportamento para v=[4,1,2,5,3] e para

v=[41,2,5,55,30] é idéntico.

2. Qualquer das n! permutagoes é igualmente provavel.
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Calculemos alguns valores de prob a =1

— prob a = 0, probabilidade de ser a = 0 é 1/n = (n — 1)!/n! = probabilidade de v[0] ser o

maior de todos.
— prob a=n—1=¢é 1/n! pois s6 numa das n! permutagoes isso acontece.

Teremos que calcular a média
E(a)=0xproba=0+1xproba=1+:--4+(n—1)xproba=n—-1

Vamos calcular F(a) como uma funcao de n, seja E(n). Temos uma recorréncia:
1. E(1)=0
2. Imaginemos que o vector tem n + 1 elementos e calculemos como é que E(n + 1) depende

de E(n). Temos

E(n+1) = E(n)+ 1 x prob o tdltimo elemento ser o maior

Ou seja

A solucao desta recorréncia é facil

1 1 1 (]

i=1
Por exemplo, para n = 1000 temos
— Minimo = 0
— Méaximo = 999
— Média E(n) ~ 6.49

77'

Mas isto nao é uma “forma fechada
Podemos determinar uma forma fechada?

Ou. .. talvez uma boa aproximagao?
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Exercicio 1 Confirme o resultado anterior para um vector de 8 elementos distintos, estu-

dando as 6 = 3! situacoes possiveis:

v[0]l<v[1l<v([2],...v[2]<v[1]<v[0]

(Fim do exemplo)

Investigar o caso gerall E(n) =...7

1.2 Ordens de grandeza

Como “ignorar constantes e comportamento inicial”?

Resposta: usando ordens de grandeza.

1.2.1 Majoragao, minoracao e ordem exacta

Ordens de grandeza (ideia)

1. Majoragéao de f(n) por g(n):
f(n) é de ordem O(g(n)) —ou f(n) € O(g(n)).
Para valores suficientemente grandes de n é f(n) < kg(n) onde k é uma constante real

positiva.

2. Minoracao de f(n) por g(n):
f(n) é de ordem Q(g(n)) —ou f(n) € Qg(n)).
Para valores suficientemente grandes de n é f(n) > kg(n) onde k é uma constante real

positiva.

3. Ordem de grandeza exacta:

f(n) é de ordem O(g(n)) —ou f(n) € O(g(n)).

Para valores suficientemente grandes de n é kig(n) < f(n) < kaog(n) onde ki e ko s@o

constantes reais positivas.

As fefinigoes formais das ordens de grandeza O(), () e © sdo as seguintes.
Definigbes (como conjuntos):

Sejam f e g funcoes de N em R. Seja RT o conjunto dos reais positivos.
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— Majoragao: g(n) é O(f(n)), f é majorante (“upper bound”) de g

O(f(n)) ={g(n) : Ing €N, Ik e R, Vn >ng: g(n) <kf(n)}

— Minoracao: g(n) é Q(f(n)), f é minorante (“lower bound”) de g

Q(f(n))={g(n) : Inp €N, Ik € R, Vn>ng: g(n) >kf(n)}

— g(n) é O(f(n)), f é da ordem de grandeza exacta de g

O(f(n)) = {g(n) : Ing €N, Tk, ko € RT,
Vn>ng: kif(n) <g(n) <kaf(n)}

Exercicio 2 Compare estas defini¢oes com as da pdgina anterior; dé um significado a “sufi-
)

cientemente grande” por forma a que as defini¢oes coincidam.

As 3 ordens de grandeza — notas

— Note-se que O(f(n)), Q(f(n)) e O(f(n)) sdo conjuntos. Quando dizemos n? + 3 é de or-

dem O(n?) queremos dizer n? + 3 € O(n?).
— Para que serve o ng, porqué apenas para valores de n suficientemente grandes?

— O dominio de f(n) pode nio ser N. Por exemplo, diz-se que logn? é de ordem O(n?)

embora a fungao nao esteja definida para n = 0.

— f(n) pode tomar valores nulos ou negativos. . .
— A nocédo de ordem pode ser estendida para fungoes Rar — RT.

— Graficos ilustrativos (no quadro!)

Exercicio 3 Verdadeiro ou falso? Justifique
1. logn € O(n)
2. n € O(logn)
3. 2n? € de ordem O(n?)
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4. 2n? € de ordem O(n?)

5. Q(n) = Q(3n) (igualdade de conjuntos)
6. 4 ¢0(1)

7. O(n?) C Q(n?)

Exercicio 4 Mostre que a sequinte funcao

2n  sen € par
fln) =

2  sen € impar

é de ordem O(n) mas nao de ordem O(n).

Exercicio 5

Porque € que usualmente ndo se diz que uma determinada funcdo é de ordem O(2n) ou £2(3n)
ou O(4n)? O coeficiente que se usa € sempre 1; assim, diz-se ordens O(n), Q(n) e O(n)

respectivamente.

Exercicio 6

Considere a sequinte relagdo bindria entre funcoes totais de N em RT: fRg sse f(n) é de

ordem O(g(n)). Averigue se a relagdo € simétrica. Repita o exercicio para a ordem de gran-

deza ©.

Exercicio 7

Diz-se que f(n) é de ordem o(g(n)), quando

im M =
e g(m) "
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Por exemplo, 1/(n?logn) é o(1/n?). Consegue encontrar alguma rela¢do matemdtica entre

esta definicao e as “nossas” ordens de grandeza?

1.2.2 Tempo de execucao em algoritmos de ordenacgao e pesquisa

Para exprimir o tempo de execugao usa-se muitas vezes
e o0 numero de comparagoes envolvendo elementos do vector em questao

Exemplo

//-- ordena v[0..n-1] pelo método da selecgdo do minimo
int i,j,m,t;

for i=0 to n-2

| m=1i;

| for j=i+l to n-1

| it vljI<v(n]

| m=j

| t=v[i]; v[il=v([j]; v[jl=m;

// v estd ordenado!

U WN -

Exercicio 8 Quantas comparagéoes v[jl<vIm] sao efectuadas (linha 4)? Exprima a sua res-

posta como uma fung¢ao de n.

Exemplo

//-— "merge" de a[0..m-1] e b[0..n-1] (j& ordenados)
//  em vl[]
//-- Ex: a=[1,4,5,8], b=[2,3,4] --> v=[1,2,3,4,4,5,8]
int i=0, j=0, k=0;
while i<m && j<n
if ali]l<b[j]
vik]=ali]; i=i+1; k=k+1;
else
vik]=b[jl; j=j+1; k=k+1;
while i<m: v[k]=al[i]; i=i+1; k=k+1; // s6 um destes ciclos
while j<n: v[k]=b[jl; j=j+1; k=k+1; // é executado. Porqué?

O~NOUIPWN

(Note que um dos ciclos finais (linhas 7 e 8 é “executado” 0 vezes)

Exercicio 9 Determine o nimero de comparagées alil<b[j] efectuadas (na linha 3)
1. Valor minimo (pode supor m<n).

2. Valor mazimo. RESPOSTA: m +n — 1.
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Exercicio 10 Dé um exemplo de um algoritmo de ordenacdo em que o miumero de com-
paragoes c(n) envolvendo elementos do vector nao é da mesma ordem que o tempo de execucdo

do algoritmo. Assim, neste caso, c¢(n) nao “exprime” correctamente o tempo de execugdo do

algoritmo.

1.3 Solucgao de recorréncias

1.3.1 Exemplos de fungoes definidas através de recorréncias — definigoes

indutivas
Factorial
1 (se n =0) f0)=1 (se n.=0)
nl = ou. ..
nn—1)"! (sen>1) (n)=nfn—1) (sen>1)
Fibonacci
fo=0
=1
fn=fn-1+ fu-2 (SCTLZ2)
Que sera?
f(0)=0
fin+1)=f(n)+3n?>+3n+1 (sen >0)
Que sera?

f1)=0
f(2n) =2f(n)+2n (paran >1)

Nota: s6 esta definido quando n é poténcia de 2.
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1.3.2 O que é uma recorréncia

O que é uma recorréncia?
Resposta: um método de definir sucessoes.
Uma sucessao f : N — R pode ser definida por um conjunto finito de equagoes dos seguintes

tipos:

— Equacoes fronteira: f(k) = c onde k é uma constante inteira ndo negativa e ¢ é uma constante
real.

Por exemplo: f(2) = 1.

— Equacoes gerais:
f(n) =exp(---) paran...
onde n é uma varidvel inteira e exp(-- ) é uma expressdo que pode envolver valores de f(7)

para i < n.

Por exemplo: f(n) = f(n—1)+ f(n —2) paran > 2.

As equacbes gerais e fronteira devem definir univocamente todos os valores de f(¢). Normalmente
existe apenas uma equagao geral.

Ha uma relagao muito préxima entre

recorréncias ’ defini¢oes indutivas ‘

’ demonstracao por indugao ﬁnita‘

Ha uma relagao proxima entre

recorréncias ‘ « |eq. diferenciais

Por vezes a solugao é directa...

Por vezes a solugao é directa. ..

Um exemplo:
f(0)=1
fin+1)=f(n)+n
Nota. “f(n+1) = f(n)+n paran > 0" é equivalente a “f(n) = (n—1)+ f(n—1) paran > 1"

(mudanga de varidvel).
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Temos

fn) = (n-1)+f(n—-1)
= n—-1)+n—-2)+f(n—2)

= (n-1)4+Mn—-2)+---+140)+1

= nn-1)/2+1

Portanto a solucao é
n? —n+2

fm) ="

Neste caso a solugao directa foi possivel porque sabemos somar progressoes aritméticas.
Nota. O aluno deve conhecer as férmulas das somas de progressoes aritméticas e geométricas (ou

saber deduzi-las. .. )

Um exercicio

Exercicio 11 Determine directamente a solucdo da segquinte recorréncia

fi=2
fn+1 == 3fn

Observagoes

— Dominio. Nem sempre uma recorréncia define uma sucessao para todos os valores de n.
Por exemplo, em algoritmos de ordenacao pode simplificar-se a analise se se supuser que o

numero de elementos é uma poténcia de 2.

— FEristéncia. para muitas recorréncias nao é conhecida — e possivelmente nao existe — uma

forma fechada para a sua solugao.

— Magjoragao. Por vezes a solugao de uma recorréncia é muito dificil ou impossivel, mas pode
por vezes a partir dela definir outra mais simples cuja solu¢do majora a fungao caracteri-

zada pela recorréncia; isso pode ser suficiente para, por exemplo, conhecer uma “ordem de
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grandeza” da solugao.
Isso pode acontecer, por exemplo, quando a funcao definida pela recorréncia é o tempo de

execuc¢ao de um algoritmo.

1.3.3 Meétodo Tabelar — suspeitar — demonstrar

O “método”

1. Tabelar: usando a recorréncia tabelamos os primeiros valores da funcao; para ajudar no

passo seguinte podem tabelar-se outras funcdes como n?, 27, logn, etc.

2. Suspeitar: eventualmente a tabela construida no passo anterior pode levar-nos a suspeitar

que a solugdo é uma determinada funcao de n, seja f(n).

3. Demonstrar: provamos — usualmente usando o método da inducéo finita — que f(n) é de

facto (se for!) a solucdo da recorréncia.

Claro que se nao conseguirmos avangar no passo 3. pode a suspeita estar errada e ha que

retroceder ao passo 2.

Um exemplo simples

12
20

(S NGLN N
D

Qual parece ser a solugao?

... coloquemos a coluna n?

00 0
1 1 0
2 4 2
39 6
4 16 12
5 25 20
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Agora, a suspeita é facil!

f(n) =n*—n? (suspeita)

Demonstrar

O qué?

Teorema 1 A solucdo da recorréncia é n® —n.

Dem. Por indugao em n.

I. Caso n = 0: 02 — 0 = 0. E da recorréncia é ag = 0. /

II. Demonstrar que |a, =n? —n = ay41 = (n+1)?2 — (n+ 1) ‘

Temos
Gni1 = ap+2n (da recorréncia)
= (n?2—-n)+2n (hipétese indutiva)
= (n+1)2—(n+1) (contas simples!)
...e estd demonstrada a implicacao. O

s

Exercicio 12 O “mergesort” é um método de ordenagdo muito eficiente, mesmo no pior

caso. Descrigao, supondo que n € uma poténcia de 2:

mergesort (v[0...n-1],n]:
1. Sen =1: nada se faz
2. Sen>2:
(a) mergesort(v[0-- n/2 — 1],n/2)
(b) mergesort(vn/2---n— 1],n/2)
(c) merge(v[0---n/2 —1],v[n/2---n—1]) — v[0---n— 1]

Jd definimos o que € o merge, ver pdgina 20.

llustre a execug¢do do mergesort para o vector

o[]=9|7[8|5|1|3]|6]|2

Tdépicos Avancados de Algoritmos — Armando B. Matos — DCC-FC-UP — 2009



CAPITULO 1. PRELIMINARES: FUNDAMENTOS DA ANALISE DE
26 ALGORITMOS

Da definicao resulta a sequinte recorréncia para um majorante do numero de comparacoes
efectuadas (sdo todas efectuadas nas chamadas de merge ); use o mdximo indicado na pdgina 20
comm —n/2, n—n/2:

Resposta:

Resolva a recorréncia pelo método “tabelar / suspeitar / demonstrar”.

1.3.4 Meétodo das diferencas finitas constantes

Definicao 1 Seja ay,, n € N, uma sucessao. A diferenca finita (ou simplesmente diferenca) de 14
ordem de a,, € a sucessao

Di = apy1 — Gy (paran >0)

Para i > 2 a diferenca de ordem i de a,, € a sucessao

T i—1 i—1
Dn _Dn+1 _Dn

Exemplo. Para a sucessao a,, definida pela recorréncia

CLO:1

ap = apn_1 +n? paran>1

as diferencas de ordem 1 e 2 sé@o

n | a, DL D2

Teorema 2 Se as diferencas finitas de ordem m da sucessao a, sdo uma constante nao nula, a

solugao da recorréncia € um polinémio de grau m, isto €

an = ™ + Cnoin™ 4+t en+ ¢

com ¢, # 0.
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Nota. A diferenca de ordem m é como que a imagem discreta, isto é, em termos das fungoes
de N em R, da derivada de ordem m. No dominio “continuo” o Teorema anterior tem a seguinte
“versao”: se a derivada de ordem m de uma funcdo f(z) é uma constante nao nula, entdo f(x) é
um polindémio de grau m em zx.

Método 1 da solugao da recorréncia

1. Provar que, para um determinado inteiro m, as diferengas finitas de ordem m sdo uma

constante nao nula.

2. Usar o método dos coeficientes indeterminados (m + 1 valores de a,) para determinar os

coeficientes do polinémio.
Método 2 da solucao da recorréncia

1. Tabelar os primeiros valores de: a,, D},

..., Dy
2. Verificar que (se) D" aparenta ser uma constante.

3. Usar o método dos coeficientes indeterminados (m + 1 valores de a,) para determinar os

coeficientes do polinémio.
4. Provar que o polinémio obtido é solucao da recorréncia.

O seguinte resultado permite em alguns casos a aplicacao directa do método das diferencgas

finitas constantes.

Teorema 3 A solugdo de uma recorréncia da forma tg = a, tpe1 = t, + p(n) onde a € uma

constante e p(n) um polinémio de grau d é um polindmio de grau d + 1.

Exercicio 13 (i) Continuar a tabela do exemplo anterior (pdg. 26), mostrando que D3 apa-
renta ser uma constante positiva. Determinar a solu¢do da recorréncia (método 2). (ii) Re-

solver directamente a recorréncia usando o Teorema 3.

Exercicio 14 Determinar uma formula fechada para a soma dos primeiros n quadrados,

n
S, = § i?
i=1
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Use o exercicio anterior.

1.3.5 Meétodo da mudanca de variavel

Vamos usar um exemplo.

Seja a recorréncia

a(l)y=1

Note que a(n) s6 fica definido quando n é poténcia de 2, n = 2P, p > 0.
E natural efectuar a mudanca de varidvel n = 2P (ou p = logn). Isto ¢ vamos representar a(b)

por uma outra recorréncia b(p) sendo

Fica

cuja solugdo é muito simples, b(p) = p + 1, ou seja, em termos de n:

a(n) =logn+1

1.3.6 Meétodo da equagao caracteristica homogénea

Estudamos agora a solugao de recorréncias em f, com uma tunica equacao geral da forma

aOfn +a1fn71 + - +akfn7k =0

onde k é uma constante e ag # 0.

Exercicio 15 Mostre que as equagdo geral da sequéncia de Fibonacci € da forma indicada.

Se experimentarmos solugbes da forma f, = r™ vemos que r deve satisfazer a equagio (dita
caracteristica)

agr® +ayr" 4+t a, =0
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Teorema 4 Se f, = f1(n) e fr, = fa(n) sdo solugdes da equagao agfr+ay frn—1+- - +agfn-r =0,

entao, sendo « e 3 quaisquer constantes, a.fi(n) + Bfz(n) também é solug¢ao dessa equagao.

Exercicio 16 Demonstre este resultado.

Teorema 5 Se as raizes da equagao caracteristica sao todas distintas (reais ou complezas), se-

jam ry,..., rE, a solucdo da equacao geral € exactamente constituida pelas sucessoes da forma

fa=a1r™ +agry” + -+ agr”

onde a1, ag,..., e ap sao constantes arbitrdrias.

Nota. Entre as solugdes possiveis estd f(n) = 0 (solugdo identicamente nula) que se obtém

com oy =y =...=aqag =0.

1.3.7 Equagao caracteristica homogénea — raizes distintas

Método:
1. Determine a equacao caracteristica e as suas raizes, r1,..., Tk.
2. Determine os coeficientes «;, para i = 1, 2, --- , k, através de um sistema de k equacoes

lineares da forma

air” +agry" + -+ aprp” = fo

para k valores de f, distintos que calculou separadamente, por exemplo, para n =0, 1,...,

k—1.

Exercicio 17 Aplique o método descrito o solugao geral da sequéncia de Fibonacci (ver
pagina 21). Confirme no final 2 valores da solugdo obtida.
RESPOSTA (A PREENCHER PELO ALUNO!):

— A equacdo geral €. ..

— A equacgdo caracteristica €. . .

— As raizes da equacdo caracteristica sao. . .
— A solucao geral € da forma. ..

— A solucao é. ..
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1.3.8 Equacgao caracteristica homogénea, caso geral: existéncia de raizes

multiplas

Teorema 6 Se m ¢é a multiplicidade de uma raiz v da equagao caracteristica, as sequintes su-

cessoes, bem como todas as suas combinacoes lineares, sao solugoes da equagao geral

,r,n’ nrn, TLQT'n, , nmflr’ﬂ
Mais geralmente se as raizes da equagdo caracteristica forem r1,..., rp, de multiplicidades respec-
tivamente mq,..., my, a solucdo geral é uma qualquer combinagdo linear da forma

i=p m;—

Z nir™

i=1 7=0

Nao é dificil mostrar-se que uma combinagao linear da forma indicada é sempre solugao da equagao

geral. Também é verdade o reciproco: qualquer solugdo da equagao geral é da forma indicadal.

Exercicio 18 Resolva a recorréncia t, = 2t,_1 — t,_o, sendo

to=0
t1 =1

1.3.9 Meétodo da equagao caracteristica nao homogénea

Vamos apresentar casos particulares em que se conhece a solucgao.

Suponhamos que a equagao geral da recorréncia tem a forma

aO.fn + alfn—l +- akfn—k = bnp(n)

onde
— b é uma constante
— p(n) é um polinémio em n; seja d o seu grau

Teorema 7 As solugdes da recorréncia com a equacao geral indicada podem obter-se a partir das

Tdépicos Avancados de Algoritmos — Armando B. Matos — DCC-FC-UP — 2009



1.3 Solucao de recorréncias 31

raizes da equagao

(aor* + a1 - ag)(r =)™ =0

usando o método que foi explicado para o caso das equacdes homogéneas.

Exercicio 19 Determine a forma geral da solucdo da recorréncia

to =2
{ tn =2tp_1+3" (n>1)
RESPOSTA (A PREENCHER PELO ALUNO!):
— A equacdo geral €. ..
— A equacgdo caracteristica €. . .
— Portantob=---,p(n)=---,d="--
— A solugdo geral € da forma. ..

— A solucdo da recorréncia é. ..

Uma generalizacao do Teorema 7, equacao caracteristica nao homogénea.
Teorema 8 Se a equacdo geral da recorréncia tem a forma
aOfn + alfnfl +-F akfnfk = b?pl(n) + bgpQ(n) + b?npm(n)

onde o0s b; sdo constantes e os p;(n) sdo polindmios em n de grau d;, entdo as solugdes da re-

corréncia correspondente podem ser obtidas a partir das raizes da equagao
(agr® 4+ arr® =1 - ap) (r = b)) DT (r = by) B2 (= by, )P T =0

usando o método que foi explicado para o caso das equacdes homogéneas.

Exercicio 20 Determine a forma geral da solu¢do da recorréncia

to =2

ty =2t,1+n+2" (n>1)

Nota. Serd fornecido o enunciado do Teorema 8 nas provas em que isso for necessério.
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1.4 Um exemplo de analise: tempo médio do “quicksort”
Supde-se que o leitor conhece o algoritmo de ordenacdo “quicksort” que se esquematiza de seguidal

// ordena a secgdo v[a..b] do vector v[ ]
void quicksort(v,a,b)
if a>=b return
else
m = split(v,a,b)
quicksort(v,a,m-1)

quicksort(v,m+1,b)

O efeito da execucao de m=split(v,a,b) é alterar o vector v[], definindo um indice m tal que todos
os elementos da seccao do vector v[a..m-1] sao menores ou iguais a v[m] e todos os elementos
da secc¢ao do vector v[m+1..b] sao maiores que v[m].

Sejan = b—a-+1 o nimero de elementos a ordenar. Na execugao de m=split(v,a,b) hin—1
comparacoes envolvendo elementos do vector.

Pretendemos mostrar que o nimero de comparagoes ¢(n) é de ordem O(nlogn); mais precisa-
mente que é sempre ¢(n) < knlogn para uma constante k apropriada.

Admitimos que os elementos do vector sao todos distintos e que todas as n! permutagoes de
elementos sdo igualmente provaveis. Assim, o valor de m dado por m=split(v,a,b) tem a mesma
probabilidade se ser a, de ser a + 1,...e de ser b; essa probabilidade é 1/n (relembra-se que
n=b—a+1).

Obtemos a recorréncia que determina o valor médio do nimero de comparagoes

c 0 paran <1
cn)=Y" t(n—1+c(i—1)+c(n—1)) paran>2
Note-se que para cada i € {1,2,...,n} o valor ¢(i) ocorre 2 vezes na soma anterior; podemos

entao escrever a recorréncia da forma seguinte

c(n)=0 paran <1

e(n)=2""Nn—1+c(i) paran>2

Pré-teorema A solugdo c(n) da recorréncia é majorada por knlogn em que o valor de k é

encontrado na demonstracdo.

1Este algoritmo serd analisado em mais detalhe durante este curso.
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Caso base, n = 1: temos (da recorréncia) ¢(1) = 0 < k(1log1) para qualquer k > 0; analoga-
mente se trata o caso n = 0.

Passo de inducdo: suponhamos que ¢(i) < kilogi para todo o ¢ com 0 < i < n — 1. Vamos

mostrar que ¢(n) < k(nlogn).

c(n) = n—l—!—%z_:c(i)

n—1

2k
< -1+ = i log i
< 14 2 S
2k (™
< n—14— (ilogi)di
n Ji=2
2k(n?1 2—n?/4—2In2+1
C om—14 k(n?logn/2 —n*/ In2+41)

n

= n—1+knlogn—kn/2+«

onde o = 2k(—21In2+ 1)/n tem valor negativo. O teorema fica entdo demonstrado se for n —1 <
kn/2, pois fica entao k(nlogn). Em particular podemos tomar k = 2 e enunciar a versao final do

“pré-teorema” anterior.

Teorema 9 O numero médio de comparacoes efectuado pelo “quicksort” nao excede 2nlogn.

Vemos pois que o numero de comparagoes efectuadas pelo “quicksort” é, no caso médio, majo-
rado por 2nlogn. Admitimos que o leitor conhece o comportamento no pior caso do “quicksort”
e as situagOes em que esse comportamento se verifica. O ndmero de comparacoes efectuado é

quadratico. Para mais pormenores ver por exemplo o livro de Cormen, Liederson, Rivest e Stein.
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Capitulo 2

Tempo de execucao dos algoritmos

— complementos

2.1 Tempo de execugao

Os recursos mais utilizados para medir a eficiéncia de um algoritmo A sao o tempo de execugao e

o espago gasto. Tanto um como outro sao funcao dos dados que representamos por x

{L’—)—)y

Destes 2 recursos consideraremos apenas o tempo de execugdo que representamos por t(z). Em
geral estamos interessados em representar o tempo de execugao como funcgao do comprimento
(nimero de bits numa determinada codificacao) dos dados, n = |z|. Mas pode haver dados do
mesmo comprimento que originem tempos de execugdo muito diferentes, veja-se por exemplo o
algoritmo “quick sort”; por outras palavras, t nao é funcao de n, é funcao de x. O que se faz em

geral é tomar uma das seguintes opgoes

— Considerar o maior dos tempos correspondentes a dados de comprimento n,

T'(n) = max|y|—, t(z). A esta medida chama-se tempo no pior caso (“worst case time”).

— Considerar o tempo médio correspondente a todos os dados de comprimento n, T(n) =
E(t(x)) supondo-se que todos os dados de comprimento n tém a mesma probabilidade de

ocorréncial. A esta medida chama-se tempo médio (“average case time”).

1Na verdade ha considerar apenas as sequéncias de n bits que sejam codificacdes possiveis das instancias do
problema; a maioria das sequéncias de bits nao faz normalmente sentido como codificacao.

Tdépicos Avancados de Algoritmos — Armando B. Matos — DCC-FC-UP — 2009



CAPITULO 2. TEMPO DE EXECUCAO DOS ALGORITMOS —
36 COMPLEMENTOS

Nota. Nao havendo ambiguidade, representaremos também por ¢ o tempo no pior caso e o tempo
médio.

Por outro lado, nao estamos em geral interessados nos valores exactos dos tempos de execucgao,
mas preferimos ignorar factores multiplicativos constantes e comparar os tempos através de ordens
de grandeza. Este aspecto da questao é tratado, por exemplo nas referéncias em [1, 2, ?]. O
aluno deve estar familiarizado com as defini¢oes e propriedades das ordens de grandeza O(+), (+),
O(-), e o(-). Em muitos casos praticos vai-se pretender apenas obter um limite assimptético do
tempo de execucao e ignorar as constantes multiplicativas, isto é, pretende-se estabelecer algo da

forma t(n) € O(f(n)) onde f(n) é tdo pequeno quanto possivel.

2.2 Sobre os modelos de computagao

Outra questao que se coloca é “como vamos medir o tempo?”. Nao serd medido certamente em
segundos ou micro-segundos mas em termos do nimero de transigoes de um modelo de computagao

apropriado. Ha diversas hipoteses; referimos as mais importantes

— Modelo exacto. Usamos a maquina de Turing (TM) como modelo de computagéo e defimos o

tempo de uma computagao como o numero de transi¢oes que ocorrem durante a computacao.

— Modelo uniforme. Usamos um computador de registos e representamos os programas numa
linguagem de alto nivel ou numa linguagem do tipo “assembler”. Para obter o tempo de
execucao contamos 1 por cada instrucao ou teste executado no programa. Dado que, por
exemplo, as instrucgoes aritméticas (adigdo, multiplicacdo,...) sao efectuadas em tempo
majorado por uma constante, dito de outra maneira, o seu tempo é O(l)7 assume-se esse

mesmo facto ao medir o tempo de computagao.

— Modelo dos circuitos. Trata-se de um modelo em que o comprimento dos dados é fixo. Cada
circuito “resolve” apenas os problemas cujos dados tém um determinado comprimento. Por
outro lado, em vez de um algoritmo, existe um circuito constituido por componentes e
ligagbes. Os componentes (ou circuitos elementares) funcionam em paralelo, o que permite

itas 5 ¢ s d a it is rapidos. Trata-se d delo nao-unif 2
muitas vezes tempos de execugao muito mais rapidos. Trata-se de um modelo nao-uniforme

Falaremos mais do modelo dos circuitos em (6).

O modelo uniforme é muitas vezes bastante conveniente porque esta mais proximo das computagoes

usuais, mas estd basicamente errado! Nao podemos supor que as operacoes elementares sdo exe-

20 conceito de “uniforme” é usado com 2 sentidos: a wuniformidade no “modelo uniforme” refere-se & inde-
pendéncia do tempo de execugdo relativamente ao comprimento dos dados, enquanto a nao uniformidade dos
circuitos refere-se ao facto de ndo existir em principio uma descrigao finita dos circuitos de uma familia.
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cutadas emtempo O(1), como bem sabem os programadores (por exemplo na drea de criptografia)
que lidam com inteiros muito grandes. Assim, os algoritmos utilizados usualmente para a adigao
e a multiplicacio tém ordem de grandeza que nao é O(1), mas sim ©(logn) e O(log? n) respecti-
vamente, onde n é o maior dos operandos envolvidos. O seguinte exemplo ilustra os graves erros

em que se incorre quando se utiliza o modelo uniforme. Considere-se o seguinte algoritmo

dado n, inteiro positivo
f(n):
t=2
for i=1 to n:
t = t*xt
return t

Usando o modelo uniforme concluimos que o tempo de execugao é da forma a + bn onde a e b
sao constantes. Todavia, se levarmos em consideragao o nimero de bits do resultado e o facto
de o processamento de cada um desses bits corresponder a pelo menos um passo da computagao,
vemos que tal é impossivel e verificamos que o tempo real de execugao é exponencial no tamanho

dos dados.

Exercicio 21 Qual é o valor de £(n) (expressao matemdtica fechada)?

Exercicio 22 Quantos bits tem a representacdo desse valor na base 29 Que pode afirmar

sobre o numero de digitos da representacdo desse valor numa base arbitrdria?

2.2.1 O modelo externo dos dados

Diversos algoritmos, como por exemplo muitos algoritmos de ordenagao e pesquisa, obtém in-
formacao sobre os dados de uma tnica forma: os dados sao comparados entre si. Nestes algorit-
mos podemos pensar que nao existe leitura de dados, mas apenas os resultados das comparagoes

referidas. Um diagrama esquemaético destes algoritmos é o seguinte

x[3] <x[4] ?

Resultado

Dados Algoritmo

sim
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Por exemplo, um algoritmo de ordenagao baseado no modelo externo dos dados, comporta-se
exactamente da mesma maneira — isto é, as sucessivas configuracoes internas sao as mesmas — a

ordenar [4,1,8,5,2] ou [41,1,8488,55,20].

2.2.2 Monotonia de t(n)

Para facilitar a anélise de um algoritmo, assume-se frequentemente que n tem uma forma especifica,
por exemplo, n = 2P ou n = 2P — 1 para um determinado inteiro p. Por outro lado, a forma do
algoritmo resulta quase sempre o facto de ¢(n) (tempo no pior caso ou no caso médio) ser uma

fungao monoétona no sentido seguinte

Esta monotonia de t(n) facilita a determinagéo da ordem de grandeza de #(n) no caso geral, isto
é, quando n nao tem a forma que se admitiu. Vejamos um exemplo. Seja® t(n) = nlogn e
n = 2P. Entdo para um comprimento arbitrdrio n’ (que ndo é necessariamente uma poténcia
de 2), considere-se o inteiro p tal que n = 2P < n’ < 2P*! isto é, n < n/ < 2n. Pela monotonia
de t(n) = nlogn temos

t(n) = nlogn < t(n’) < 2nlog(2n)

Donde t(n') < 2nlog(2n) < 2n’log(2n’) = 2n'(1 4+ logn’) e temos também t(n’) > nlogn >

(n'/2)1og(n'/2) = (n'/2)(logn’ — 1) o que mostra que se verifica t(n') € O(n'logn’).

Exercicio 23 Considere a sequinte definicao de t(n) para n > 2:
n—1
t(n) =c+ > _t(i)
i=1
sendo ¢ € uma constante e t(1) = a, um valor conhecido. Temos
n n—1
tn+1) —t(n) =c+ (Zt(i)) —c— <Zt(i)> = t(n)

i=1 =1

Resulta: t(n + 1) = 2t(n), donde temos a solugdo t(n) = a2" 1.

Esta demonstracao estd errada! Explique porqué e determine a solugdo correcta.

31n e log representam respectivamente o logaritmo natural e o logaritmo na base 2.
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Exercicio 24 Considere a sequinte funcao para determinar o menor elemento de um vec-

tor al[l..n]:

Dados: vector al[l..n]
Resultado: min{al[i] : i em {1,2,...,n}}
min(a):
sort(a) -- por ordem crescente
return a[1]

Do ponto de vista da eficiéncia, esta fun¢do é (muito) md. Explique porqué.

2.3 Analise amortizada de algoritmos

Na analise amortizada dos algoritmos considera-se uma sequéncia de operagoes e divide-se o tempo
total pelo nimero de operagoes efectuadas, obtendo-se assim um “tempo médio por operagao”.
Mais geralmente, pode haver operagoes de varios tipos, sendo atribuido a cada uma um seu custo
amortizado.

O conceiro de “custo” generaliza o conceito de “tempo”; o custo é uma grandeza nao negativa,
em geral inteira, com que se pretende medir os gastos de um determinado recurso como o tempo

(caso mais habitual) ou o espago.
Definicao 2 O custo amortizado de uma sequéncia de n operacdes € o custo total a dividir por n.

Quando temos uma sequéncia de operagoes op;, 0p,y, 0D,,, podemos considerar o custo maximo de
= (13 k2
uma operagao (“pior caso”)

cmax:max{ciiizl, 2,...777,}

onde ¢; representa o custo da operagdo op;; o custo médio por operagao (“caso médio”) ou custo
amortizado é
n .
i

B(e) = ==

Mais geralmente podem existir varios tipos de operagoes numa estrutura de dados (por exemplo,
pesquisa, insergao e eliminagdo num diciondrio) e podemos atribuir a cada tipo de operagdo um
custo amortizado.

Nao se devem confundir estes custos (méximo e médio) com os tempos no pior caso e no caso
médio (ver pagina 35), em que a média e o maximo sado relativas & distribuicdo probabilistica dos

dados.
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A andlise amortizada é muitas vezes mais significativa do que a andlise individual; por exemplo,
ao efectuar um determinado processamento de dados, estamos muitas vezes mais interessados no
custo total (ou no custo médio por operagao) do que no custo individual de cada operagao. Por
exemplo, se no departamento de informatica de um banco se processa, nas horas noturnas, uma
longa sequéncia de transagoes de diversos tipos, nao é importante se o processamento de algumas
delas demorar muito tempo, desde que o tempo total nao ultrapasse um limite pré-estabelecido. Se
estivessemos a utilizar sistematicamente os custos no pior caso, poderiamos chegar a majorantes
do custo total muito elevados e pouco significativos.

Por outro lado, em sistemas de tempo real (como por exemplo em jogos, nos sistemas de
controlo automdtico associados a navegacdo aérea, etc.) a andlise amortizada poderd ndo ser
conveniente, uma vez que ha muitas vezes que garantir majorantes do tempo de cada operacao.
Pelas mesmas razoes, e falando agora da anélise baseada na distribuigao estatistica dos dados,
nestes casos prefere-se muitas vezes a anélise no pior caso (relativamente & distribuigao estatistica
dos dados) a andlise no caso médio.

Vamos de seguida considerar em algum detalhe algumas sequéncias especificas de operagoes e

fazer a sua analise amortizada.

2.3.1 “Stack” com gestao de memdria

Consideremos um “stack” implementado como um vector de dimensao pré-definida

Implementacdo: vector v[0...m-1]
Inicializag8o: sp=0 (sp é o primeiro indice n8o ocupado de v)

Operagdes:
push(x): v[spl=x; Spt+;
popQO) : sp—-; return v[sp];

Quando se efectua um push e o vector esta “cheio”, isto é, sp==m, ha que efectuar previamente

a seguinte operacao

Redimensionar (p): (onde p>m)
1) obter um novo espago de meméria com p posigdes consecutivas
2) copiar v[0..m-1] para as primeiras m posigdes do novo espago
3) fazer com que v designe para o novo espago

Vamos usar o seguinte modelo de custos:
— push: custo 1
— pop: custo 1

— redimensionar: custo m; na verdade, a cépia de m elementos domina o tempo de execugao
desta operagao.
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A sequéncia de operagoes que vamos considerar consiste em n push’s. Claro que esta sequéncia

val eventualmente originar operagoes de redimensionar, mas vamos apenas atribuir um custo
amortizado as operagoes de push (e ndo as de redimensionar). Vamos ainda supor que inicial-
mente o vector tem apenas uma célula disponivel, isto é, que o valor inicial de m é 0.

Uma questao importante que pode afectar o custo amortizado é: que valor de p (como funcao

de n) se deve escolher na operacdo de redimensionar (p)? Vamos analisar 2 hipSteses.

1) ’p =n+ 1, o vector cresce de 1

Esta é uma mé escolha. Vejamos:

1 2 3 n
op: push(.) push(.)  push(.) ... push(.)
custo: 1 2 3 n

Por exemplo, o custo do ltimo push consiste em n — 1 (operagdo redimensionar que envolve

a copia de n — 1 valores) mais 1 (custo do push). Assim, o custo amortizado é

1+24+...+n nn+1) n+1

n on 2

isto é, cada push tem um custo superior a n/2, ndo sendo portanto O(1)!

2) ’p = 2n, o vector cresce para o dobro‘

Esta opgdo ¢ muito melhor, pois vai permitir um custo O(1). Sendo 2¥ < n < 2F+1 o custo para
os redimensionamentos é

14244484, . F2F =9kt

a que temos de juntar o custo n dos push’s. O custo amortizado é

n4+2kl 1 pyoktl 3p
< < —=3
n n

pois 21 = 2 x 2 < 2n. Assim, o custo amortizado de cada push é inferior a 3. Este custo

amortizado esconde o facto de alguns push’s terem um custo muito superior, Q(n).

Exercicio 25 Mostre que com uma andlise mais cuidada, podemos usar para o mesmo pro-
blema o seguintes custos amortizados:

— push: custo 3

— pop: custo -1

Pretende-se mostrar que com este modelo a fun¢do potencial continua a nunca ser negativa.
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2.3.2 A fungao potencial

Vamos considerar de novo a sequéncia de operagoes anterior (n operagoes de push) com a opgao 2
(redimensionamento que duplica o tamanho do vector). Um outro modo de analisar a o custo

amortizado desta sequéncia de operagoes é o seguinte

— Por cada push gastamos 3 unidades (3 euros, por exemplo); dessas 3 unidades, 1 é gasta
com o push e 2 vao para um saco de poupangas (“mealheiro”); em cada instante, o valor

existente no mealheiro é o valor da funcao potencial.
— Quando ha que fazer um redimensionamento, vai-se ao mealheiro buscar o custo respectivo.

Ao contetdo do mealheiro chamamos “potencial”, ver mais a frente a defini¢ao formal. Na figura

seguinte representa-se o custo de cada operagao numa sequéncia de 6 push’s.
custo

custo amortizado (3

pushl push2 push3 push4 push5 push 6

Exercicio 26 Represente na figura anterior a fungdo potencial (apds cada operag¢ao de push).

Como podemos concluir que no mealheiro existe sempre o dinheiro suficiente para “pagar” os
redimensionamentos? Ou, por outras palavras, como mostrar que a fungao potencial nunca tem
um valor negativo?

Resposta: usando a indugdo matematica no niimero de operacoes. O caso base é trivial. Quando

h4 um redimensionamento de 2 para 2*!, é porque n = 2! + 1. Entdo ja houve n = 2! push’s
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cada um dos quais contribuiu com 2 unidades para o saco, isto é, para o incremento da fungao
potencial. Mas, apés o tltimo redimensionamento (antes do actual, quando o saco continha n/2),
houve mais n/2 contribuigdes de 2 unidades para o saco, ou seja, antes do push actual (que vai
obrigar a um redimensionamento de custo n), o saco contém pelo menos 2 X n/2 = n unidades
de dinheiro. Note-se que estamos a supor que o ultimo redimensionamento foi possivel, isto é,

estamos a utilizar a hipdtese indutiva.

Definicao 3 A func¢do potencial ®(s) € uma funcgdo do estado s do sistema que satisfaz

1. ®(0) =0, comega com o valor 0.

2. Vi, ®(i) > 0, a fungdo potencial nunca é negativa.

A funcao potencial ®(s) é usada para a andlise amortizada dos algoritmos.
Sejam: a uma quantidade positiva (a vai ser o custo amortizado), ¢; o custo da i-gésima
operagao e ®(0) = 0, (1), ®(2)...o0s sucessivos valores da funcdo potencial e suponhamos que o

“pagamento” da i-ésima operacao é efectuado da seguinte forma

— O valor a é adicionado a ®(7 — 1)

— De ®(i — @) retira-se o custo da operagao corrente, ¢;

de modo que ®(i) = ®(i — i) + a — ¢;. Entdo, e supondo que ® nunca é negativa, o valor a é
um majorante do custo amortizado. Na verdade, somando as igualdades ®(i) = ®(i — i) +a — ¢;

parai =1, 2, ..., n temos

T ®(i) = E?:_ll(b(i) +na — XiL ¢
na = X ,¢+P(n)
a > 21 Ci
n

Por outras palavras, a é aceitavel como custo amortizado, pois garante-se ja “ter pago” em cada
instante n todos os custos reais até esse momento.

Em resumo, dada uma constante positiva a (custo amortizado) e os custos das operagoes ci,
¢2,. .., uma funcao potencial ®(i) é uma funcdo nao negativa definida pela recorréncia ®(0) = 0,
®(1) = ®(i — i) + a — ¢;; ao verificarmos que, para os valores dados de a, c1, ca,. .., o valor de ®(i)

nunca é negativo, estamos a mostrar que a é um (majorante do) custo amortizado.
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2.3.3 Outro exemplo, um contador binario

Consideremos um contador representado na base 2 e uma sequéncia de n operagoes de incrementar
(de 1 unidade). O nosso modelo de custo (de cada incremento) vai ser o niimero de bits do contador
que se modificam. Este custo representa razoavelmente o custo real e leva em particular em conta
a propagacao dos “carries”. Por exemplo, se o contador 010111 é incrementado, fica 011000,
sendo o custo 4.

Vamos mostrar que, embora o custo de algumas operagoes possa ser elevado, o custo amortizado
nao ultrapassa 2.

Os primeiros 8 incrementos:

bit 3 bit 2 bit 1 bit 0 custo potencial
0 0 0 0 0
0 0 0 1 1 1
0 0 1 0 2 1
0 0 1 1 1 2
0 1 0 0 3 1
0 1 0 1 1 2
0 1 1 0 2 2
0 1 1 1 1 3
1 0 0 0 4 1

Andlise com base numa fungao potencial

Vamos definir a seguinte fungao potencial
®(z) = nimero de 1’s em x

(ver figura anterior, “os primeiros 8 incrementos”). E ébvio que esta fungao satisfaz as condigoes 1
e 2. da definicao. Vamos ver que esta funcao potencial corresponde ao custo amortizado de 2.
Consideremos uma operagao arbitréria de incremento,

m m

— —
xx...x011...11 — xx...x1 00...00

onde x representa um bit arbitrario e m > 0 (ntmero de 1’s consecutivos no final da representagao
binéria). De uma forma mais compacta, representamos esta transigdo por £01™ — x10™.
Para mostrar que o custo amortizado 2 corresponde exactamente a funcao de potencial esco-

lhida, analisemos em primeiro lugar a variacao da fungdo potencial numa transi¢cao z01™ — z10™.

Representando por nj(z) o nimero de 1’s de z, temos
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— Potencial antes da operacao: ny(z) +m

— Potencial depois da operacao: nq(z) + 1

Por outras palavras, o nimero de 1’s varia de 1 — m (diminui se m = 0, aumenta se m > 1).

Vamos agora ver que este potencial é igual ao valor acumulado (ainda ndo gasto). Usamos a

indugdo. O caso base (inicial) é trivial. Consideremos novamente a transi¢ao x01™ — z10™ e
suponhamos, pela hipétese indutiva, que o valor acumulado antes da operagao é ni(z) + m. De
quanto varia o valor acumulado? A contribuigdo (custo amortizado) é 2 e hd m + 1 bits que
mudam; logo, o valor acumulado varia de 2 — (m + 1) = 1 — m (esta variacdo pode ser positiva,
nula ou negativa), o que é exactamente a variagdo do nimero total de 1’s.

Observagao. Apos a primeira operagao, o numero de 1’s nunca vai ser nulo, o que equivale a

dizer que no fim, o potencial vai ser positivo.

Outra andlise

Consideremos n incrementos. Quantas vezes o bit de ordem 0 se modifica? Todas, ou seja n. E o

bit de ordem 1? Resposta: |n/2]. No total, o nimero de mudancas de bit, isto é, o custo total, é

n+|n/2]+|n/4]+...+41 < n+n/2+n/4+... (soma infinita) (2.1)

= 2 (2.2)

Assim concluimos que o custo amortizado é inferior a 2.

2.3.4 Contador binario com custo exponencial na ordem do bit

Consideremos agora a operagao de incremento com outro modelo de custo: modificar um bit
de ordem i custa 2¢, exponencial em i. Apesar deste aumento substancial do custo?, o custo

amortizado é apenas de ordem O(logn).

Exercicio 27 Demonstre esta afirmacao, utilizando uma andlise andloga o efectuada anteri-

ormente, ver a desigualdade (2.1).

4Este modelo pode ser adequado noutras situacdes como, por exemplo, na andlise do custo de um acesso &
memoria num sistema com uma hierarquia de memdrias; além disso, este modelo vai ter uma aplicagao na estrutura
de dados estudada em seguida.
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Aplicagao: estrutura de dados com pesquisa e insercao

Vamos definir uma estrutura de informacao baseada numa sequéncia de vectores vy, v1, vs...em

que o vector v; ou estd vazio ou contém 2° elementos e estd ordenado.

Exercicio 28 Mostre que qualquer niumero de elementos pode ser representado numa estru-

tura deste tipo.

Um exemplo desta estrutura

Nao se impoe qualquer relagao entre os valores contidos nos diferentes vectores.

Exercicio 29 Mostre que a pesquisa de um valor x numa estrutura deste tipo (isto é, x estd
em algum dos vectores?) pode ser efectuada em tempo O(log”> m) onde m é o niimero total de

elementos contidos na estrutura..

A inser¢ao de um elemento = na estrutura utiliza operacoes de “merge”, conforme se exemplifica

para a insercao de 8; seja o vector w = [x]
1. Se vy esta vazio, faga vy = w, STOP.

2. Se nao: faga merge(w,v9) — w (2 elementos). No caso presente fica w = [5,8]. Depois

marque vy como vazio.
3. Se vy esta vazio, faca v; = w, STOP.

4. Se nao, faga merge(w,v1) — w (4 elementos). No caso presente fica w = [2,5,8,9]. Depois

marque v; como vazio.

5. Se vy estd vazio, faga v3 = w, STOP (caso presente).
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6. Se nao...

A estrutura apés a insercio de 8:

Modelo de custos:

— Criagao do vector inicial: custo 1

— “Merge” de 2 vectores de tamanho k (cada): custo 2k

Exercicio 30 (i) Qual o custo da inserc¢io de 8 exemplificada atrds? (ii) Mostre que se o

valor inserido ficar no vector v; (inicialmente vazia), entdo o custo é O(2%).

Exercicio 31 Mostre que o custo amortizado da inser¢ao de n valores numa estrutura inici-

almente vazia € O(log(n)). Sugestao: utilize o exercicio anterior.
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