Topicos Avancados em Algoritmos - Prova II1

1. Verdadeiro ou falso?
Diga se cada uma das seguintes afirmacgdes é verdadeira ou falsa (ndo é necessdrio justificar)

(a) O produto de matrizes é associativo.

(b) Sendo A, B e C matrizes', o custo (niimero de multiplicagdes elementares) do produto (A x
B) x C é igual ao custo do produto A x (B x C).

(c) O comprimento maximo de uma sequéncia consecutiva comum as “strings” s e t pode ser
determinado (no pior caso) em tempo polinomial.

(d) O comprimento maximo de uma sequéncia (ndo necessariamente consecutiva) comum as
“strings” s e ¢ pode ser determinado (no pior caso) em tempo polinomial.

(e) Usando convenientemente a Programacgio Dindmica conseguem-se por vezes algoritmos
polinomiais para problemas completos em NP (como o problema de decisdo da mochila).

(f) O ndmero de comparagdes efectuadas pelo algoritmo de “merge” de 2 vectores com m
e n elementos esti necessariamente compreendido entre min{m,n} e m +n — 1.

(g) Nao existe qualquer algoritmo de ordenagdo baseado em comparagdes que tenha um
tempo de execugdo no pior caso de ordem O(ny/logn), onde n é o nimero de elementos
do vector.

2. Multiplicagao é6ptima de matrizes
O nimero de formas de colocar paréntesis num produto M;Ms ... M, de n matrizes pode ser
definido pela recorréncia f(1) =1, f(n) =>,<,., f(p)f(n —p) para n > 2.

(a) Usando indugido matemitica em n mostre que’? para n > 7, f(n) > 2". Sugestdo. Pode
usar o facto f(7) = 132.

(b) A utilizagdo da Programacao Dinamica permite obter um algoritmo polinomial em n para
determinar a “parentizagdo” éptima de um produto de n matrizes. Descreva em linhas
gerais esse algoritmo e mostre que a sua eficiéncia é O(n?3).

3. Procurar z
Considere o problema de procurar um valor x num vector v[1..n] (nfdo necessariamente orde-

nado) com n elementos distintos. A resposta é o indice i tal que v[i]l= z, ou -1 se z ndo ocorre
em v. Utiliza-se o modelo externo dos dados com a andlise no pior caso; todos os acessos
aos dados sdo comparagdes entre z e elementos do vector (cada comparacao tem 3 resultados
possiveis). Seja c¢(n) o nimero de acessos aos dados (comparagdes) no pior caso.

(a) Usando o Principio da Informacao necesséria, determine um minorante de c(n).

(b) Determine o majorante seguinte: c(n) < n.

(c) Mostre que se verifica o minorante? c(n) > n.

(d) Suponha agora que o vector estd ordenado e que se usa a pesquisa binaria. Mostre
que o numero de comparagdes c(n) satisfaz c(n) < log(n + 1), onde se supde que n é da
forma n = 2P — 1. Que conclui neste caso (pesquisa bindria) do minorante obtido na
alinea 3a?

4. Comparacoes no “merge”
Considere o algoritmo de merge(u[l..m],v[1..n]) onde todos os m + n elementos dos vectores
sdo distintos. Usa-se o modelo externo dos dados, com a andlise no pior caso; todos os acessos
aos dados tém a forma “ul[il<v[j17?”.

(a) Explique porque é que o niimero de respostas possiveis é igual ao niimero de sequéncias
de m + n caracteres u ou v, com m caracteres u e n caracteres v.
Um exemplo (com m =4 e n = 3): merge([10,20,80,100], [30,40,90]) = uuvvuvu

(b) Usando o Principio da Informagio Necessdria determine um minorante do nimero de
comparacgoes efectuadas entre elementos de u e elementos de v.

(c) Supondo que m = n e usando a férmula de Stirling, n! =~ v/27mn(n/e)”, determine uma
forma fechada (sem usar factoriais nem combinag¢ées) para o minorante obtido na alinea
anterior.

5. Transformando uma palavra noutra
Suponha que uma “string” s (com m caracteres) é transformada numa uma “string” t (com n
caracteres) usando apenas as operagles inserir caracter e eliminar caracter. Por exemplo,
ele -> bele -> abele -> abel -> abela -> bela. O custo desta transformacdo é de 5. O custo
minimo, ou distdncia, entre estas palavras é de 3, d("ele","bela") = 3, pois existe uma trans-
formacao de custo 3.
Mostre que a distancia entre duas “strings” s e t é dada por

d(s,t) = (m —ms(s,t)) + (n —ms(s,t)) = m+n — 2 X ms(s,t)

onde ms(s,t) é o comprimento da maior sequéncia (ndo necessariamente consecutiva) comum
as “strings” s e t. Sugestdo. Considere a histéria de cada caracter (sobrevivéncia, eliminacgao,
inser¢do) na transformacio Sptima s — t.

1Tais que o nimero de colunas de A é igual ao nimero de linhas de B e o niimero de colunas de B é igual ao
numero de linhas de C.

2Este resultado implica que qualquer algoritmo que analise todas as formas de colocar paréntesis com vista a
determinar a “parentizagao” éptima é exponencial em n.

3Este minorante é, portanto, exacto. Assim, o minorante obtido na alinea 3a é muito fraco.




