Toépicos Avancados em Algoritmos
uma resolucao sumaria da Prova III

Nota. Ver o enunciado completo na pédgina da disciplina.
1. Verdadeiro ou falso? VFVV FVYV

2. Multiplicagao é6ptima de matrizes

(a) Usando indugdo matemadtica em n mostre que para n > 7, f(n) > 2". Pode usar o
facto f(7) = 132.
R: seja P(n) a propriedade a demonstrar. A demonstragdo é por indugdo em n.
— Caso base, n =7, temos f(7) = 132 > 27 = 128.
— Vamos demonstrar a implicagdo P(n — 1) = P(n).

f(n) Yi<p<n fP)f(n —P)

; fF)f(n—1)+ f(n—1)f(1) (excluiram-se termos)
= S F0 =)
z gnx on—1 (hipdtese indutiva)

Temos portanto [f(n — 1) > 2"~ 1] = [f(n) > 2™].

(b) A utilizagao da Programacao Dinamica permite obter um algoritmo polinomial em n para
determinar a “parentizagdo” éptima de um produto de n matrizes. Descreva em linhas
gerais esse algoritmo e mostre que a sua eficiéncia é O(n?).

R: Ver apontamentos. Relativamente a eficiéncia, repare-se que o algoritmo baseado na Programacio
Dindmica é da forma

for k=2 to n // produtos de 2,3,...,n matrizes n-1 vezes
for i=1 to n-k+1 // inicio do "bloco" n-k+1 vezes
determine o sub-produto éptimo... // k-1 comparagdes

pelo que é evidente que o niimero total de comparagdes nio excede (n — 1)(n — 1)(n — 1) € O(n?).

3. Procurar z
Considere o problema de procurar um valor x num vector v[1..n] (ndo necessariamente orde-

nado) com n elementos distintos. A resposta é o indice i tal que v[i]= z, ou -1 se z ndo ocorre
em v. Utiliza-se o modelo externo dos dados com a andlise no pior caso; todos os acessos
aos dados sdo comparagdes entre x e elementos do vector (cada comparacido tem 3 resultados
possiveis). Seja c¢(n) o nimero de acessos aos dados (comparagdes) no pior caso.

(a) Usando o Principio da Informagéo necessaria, determine um minorante de ¢(n).
R: Admitindo que cada comparag3o pode fornecer 1 de 3 resultados!, com c(n) comparagdes pode haver, no
méximo, 3¢(") resultados (comportamentos distintos do algoritmo). Como o niimero possivel de resultados
én+ 1, temos 35" >n +1, ¢(n) > [logg(n + 1)].

(b) Determine o majorante seguinte: c¢(n) < n.
R: o algoritmo da pesquisa sequencial faz, no maximo, n compara¢des, donde resulta o minorante pretendido

function pesq(x,v[1..n]):
for i=1 to n:

if x==v[il: // n comparagdes (maximo)
return i
return -1

(c) Mostre que se verifica o minorante c(n) > n.
R: Por contradi¢do, vamos supor que z ndo é comparado com um dos elementos do vector, seja v[i].
Vamos mostrar que ha dados (x e vector v) que levam o algoritmo a dar uma resposta errada. Nas hipéteses
seguintes estamos sempre a supor que z é diferente de todos os v[j] com j#i:

— Se o algoritmo responder -1, fazemos x =v[i] e a resposta est3 errada.
— Se o algoritmo responder i, fazemos z diferente de v[i]: a resposta esta errada.
— Finalmente, se o algoritmo responder j com j#i, a resposta estd naturalmente errada.

Assim, o algoritmo tem que comparar x com todos os valores de v, o que obriga a n comparagdes.

(d) Suponha agora que o vector estd ordenado e que se usa a pesquisa bindria. Mostre
que o numero de comparagdes c(n) satisfaz c(n) < log(n + 1), onde se supde que n é da
forma n = 2P — 1. Que conclui neste caso (pesquisa bindria) do minorante obtido na

alinea 3a? . . .
R: O nimero de comparagdes expresso em termos de p satisfaz a recorréncia

c(l)y=1
c(p)=14+clp—1) parap>2

cuja solugdo é ¢(p) = p; em termos de n vem ¢(n) = log(n + 1). Comparando com o minorante referido,
verificamos que a distancia entre eles n3o é muito grande, essencialmente o majorante iguala o minorante
multiplicado por log 3.

4. Comparacoes no “merge”

1Uma anélise mais cuidada permitiria melhorar este minorante: quando o resultado de uma comparacio entre x
e v[i] é igual, qualquer algoritmo pode terminar imediatamente.




(a) Explique porque é que o nimero de respostas possiveis é igual ao nimero de sequéncias
de m + n caracteres u ou v, com m caracteres u e n caracteres v.

R.: E claro que o algoritmo de “merge” especifica univocamente uma sequéncia da forma indicada: basta
produzir u ou v conforme o elemento seleccionado para ser colocado no vector de saida seja origindrio
de u[] ou de v[], respectivamente. Reciprocamente, a partir dos dados de uma qualquer palavra da forma
indicada, podemos obter o vector que resulta do “merge” dos 2 vectores dados. Assim o nimero possivel

de respostas é (m:;n) = (m:'")

(b) Usando o Principio da Informagio Necessdria determine um minorante do nimero de
comparagoes efectuadas entre elementos de u e elementos de v.
R: Dado que n3o hd elementos comuns aos 2 vectores, cada comparagdo pode ter apenas 2 resultados.

Ie os entao
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(c) Supondo que m = n e usando a férmula de Stirling, n! ~ v27n(n/e)”, determine uma
forma fechada (sem usar factoriais nem combinagdes) para o minorante obtido na alinea

anterior.
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Como o algoritmo cldssico do “merge” efectua, no maximo, 2n — 1 comparagdes, este minorante é bastante
bom.

5. Transformando uma palavra noutra
Mostre que a distancia entre duas “strings” s e t é dada por
d(s,t) = (m —ms(s,t)) + (n —ms(s,t)) = m+n — 2 X ms(s,t)

onde ms(s,t) é o comprimento da maior sequéncia (ndo necessariamente consecutiva) comum
as “strings” s e t.
R: consideremos uma transformagdo de s em t.

— Os caracteres de s que se mantém em ¢ formam uma determinada sequéncia w comum (n3o necessariamente

consecutiva) a s e a t,

— Os caracteres de s que ndo pertencem a w tém que ser eliminados, o que obriga a |s| — |w| eliminag¢es.
— Os caracteres de t que n3o pertencem a w t&m que ser inseridos, o que obriga a [¢| — |w| elimina¢des.

— Numa transformacg3o arbitrdria pode haver outras operagdes: caracteres que s3o inseridos e posteriormente
eliminados, mas essas operagbes nunca fazem parte de uma transformag¢do minima.

Em resumo, qualquer transformagdo minima tem necessariamente custo (|s| — |w|) + (|¢| — |w|); como |s] e |¢| s3o
fixos, o custo minimo obtém-se maximizando |w|, o comprimento da sequéncia comum, donde resulta o resultado
pretendido. Note-se que, como podem existir vérias sequéncias de comprimento maximo, podem também existir
varias transformac¢des de custo minimo.




