Toépicos Avancados em Algoritmos - resolugao sumaria da folha de exercicios.

1. Verdadeiro ou falso? FF F F
2. LCS: a mais longa sub-sequéncia comum

(a) Ver apontamentos.
(b) Descrigdo em linguagem python. ..

def sm(x,y):
return seqmax(x,y,len(x)-1,len(y)-1)

def seqgmax(x,y,i,j):
# sequencia vazia?
if i<0 or j<O:
return 0
if x[il==y[j]:
return l+segmax(x,y,i-1,j-1)
return max(seqmax(x,y,i-1,j), segmax(x,y,i,j-1))

(c) Descrigdo em linguagem python. ..

def seqgmax(x,y):
m=len(x)
n=len(y)
maxi=10
v = [[0]*maxi for i in range(maxi)] # definir v[0..maxi-1][0..maxi-1]
# la linha (i=0) e la coluna (j=0) ja’ preenchidas com 0’s
i=1
j=1
comp=0
for i in range(l,m): # strings a comegar no indice 1
for j in range(1l,n):
if x[il==y[j]:
comp = v[i-1][j-1] + 1
else:
comp = max(v[i-1][j],v[i][j-11)
v[il[j] = comp
return comp

3. Procura de z=
Considere o problema de procurar um valor  num vector v[1..n] (ndo necessariamente
ordenado) com n elementos distintos. A resposta é o indice i tal que v[il= z, ou -1 se x
nao ocorre em v. Utiliza-se o0 modelo externo dos dados com a analise no pior caso; todos
os acessos aos dados sdo comparagoes entre z e um elemento v[i]. Seja ¢(n) o ntimero de

acessos aos dados (comparagoes) no pior caso.

(a) Usando o Principio da Informagao Necesséria, determine um minorante de ¢(n).
O ndmero de respostas possiveis é n + 1; temos entdo, pelo Principio da Informacdo Ne-
cessdria, 3¢ > n+1, ou ¢ > [logs(n+1)].
(b) Determine o majorante seguinte: ¢(n) < n.
Basta considerar o algoritmo cldssico da pesquisa sequencial, o qual, quando x n3o estad no
vector, efectua exactamente n comparagoes.
(c) Mostre que se verifica o minorante c¢(n) > n.
Suponhamos que ndo existe qualquer comparagdo com um determinado elemento do vec-
tor v, digamos v[i]. Entdo, h3 situagGes em que o algoritmo n3o responde correctamente:
basta pensar no caso em que v[j] # x para todos os j # i.
— Se o algoritmo responde -1, pode ser v[i] = x e a resposta deveria ser i
— Se responde j com j # i, estd certamente errado.
— Se responde i, pode ser v[i] # x.
Conclui-se que sdo necessérias pelo menos n comparac¢des, no pior caso.

(d) Mostre que se usarmos a pesquisa bindria (supondo que o vector estd ordenado), temos
um niimero de comparagoes ¢(n) que satisfaz ¢(n) < log(n + 1), onde se supde que n é
da forma n = 2P — 1. Que conclui neste caso (pesquisa bindria) do minorante obtido
na alinea 3a?

Em termos de p, um majorante do nimero de comparag¢des satisfaz a recorréncia f(1) = 1,
f(p)=f(p—1)+1 para p > 2, cuja solucdo é f(p) = p, ou seja, cﬁn) = log(n +1).
Este majorante difere essencialmente do minorante determinado na alinea 3a de uma cons-
tante multiplicativa, MAJORANTE = log 3 X MINORANTE.




4. Comparagoes no “merge”
Considere o algoritmo de merge(u[1..m],v[1..n]) onde todos os m + n elementos dos
vectores sao distintos. Usa-se o modelo externo dos dados, com a andlise no pior caso; todos
os acessos aos dados da forma “x =ul[il<v[j]17”.

(a) Mostre que cada resultado possivel pode ser representado por uma sequéncia de m +n
caracteres u ou v, com m caracteres u e n caracteres v e vice-versa.
Um exemplo (com m =4 e n =5): merge([1,2,8,10],[3,4,9]) = uuvvuvu
A partir de um vector resultado podemos formar uma sequéncia da forma indicada da forma
seguinte:
Seja x = € no inicio. Percorremos o vector resultado, e acrescentamos a direita
de x a letra u ou v conforme o valor seja origindrio do vector u[] ou do do
vector v[].

Reciprocamente,

Uma sequéncia da forma indicada determina univocamente o resultado; basta
percorrer essa sequéncia, preenchendo o vector resultado com o elemento seguinte
de ul] ou de v[], conforme o caracter seja *u’ ou ’v’.

(b) Usando o Principio da Informagao Necessdria determine um minorante do nimero de
comparacoes efectuadas entre elementos de u e elementos de v.
(ver apontamentos) Existem (m:;”) sequéncias de comprimento m + n com m caracte-

res *u’ e mn caracteres ’v’. Este é o niimero de resultados possivel. Por outro lado, com ¢
comparacdes, cada uma delas podendo ter 2 resultados, o niimero de resultados possivel

n3o pode exceder 2¢; concluimos que 2¢ > (m+”).
m

(¢) Supondo que m = n e usando a férmula de Stirling, n! =~ v/27n(n/e)", determine uma
forma fechada (sem usar factoriais nem combinagdes) para o minorante obtido na alinea
anterior.

(ver apontamentos)

Vimn(2n/e)*
————— =log ( 5

c(n) > lo 2n ~lo !
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Trata-se de um minorante préximo do majorante obtido do algoritmo de merge, ¢(n) =
2n — 1.

1
X 22"> = 2n — - log(mn)

5. Ordenacgoes. ..
Seja v[1..n] um vector com n elementos distintos que se pretende ordenar. Mostre que
qualquer algoritmo de ordenagao baseado em comparacoes pode, para cada n, ter que efectuar
(isto é, efectua no pior caso) ¢(n) = [log(n!)] comparagdes. Tabele esse minorante ¢(n) do
numero de comparagoes para n = 2, 3, b,
(ver apontamentos) Essencialmente, temos

— Supondo que cada comparacdo pode ter 2 resultados e que hd ¢ comparacdes, o nimero
de configuragdes possiveis do algoritmo no final é, no maximo, 2" configuragdes.

— o numero de resultados possiveis é n!

donde, 2¢ > n!, o que implica, sendo ¢ inteiro, ¢(n) = [log(n!)].




