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Eficiéncia dos algoritmos




Analises da eficiéncia

Eficiéncia dos algoritmos: duas analises

1. Pormenorizada: mais exacta e directa mas em geral menos 1til

— Expressa em segundos.

— Resultado da avaliacao da eficiéncia (por exemplo: tempo gasto): unico e de-
pendente da velocidade e caracteristicas do processador.

2. Através de ordens de grandeza: ignora as constantes multiplicativas e é uma anélise
assintotica

— Expressa em ordens de grandeza

— Resultado da avaliacdo da eficiéncia: paramétrico (uma fun¢ao do comprimento
dos dados) e independente da velocidade e caracteristicas do processador.

Nesta disciplina usaremos a analise 2, “através de ordens de grandeza”!
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Recursos e modelos de computagao

O que ¢ a “eficiéncia de um algoritmo”?
Resposta: a quantidade de recursos gastos durante a sua execugao como fungao do com-
primento dos dados.

Recursos? O que sao?
Resposta: tempo (o mais ususal) e espago (memoria)
Modelos de computagao mais usados:

1. Maquinas de Turing (MT)

2. Computadores de registos (“Random Access Machines” )

Tempo e espaco, o que sao?
Nas MT

1. Tempo: numero de transi¢coes durante a computagao

2. Espaco: numero de células visitadas pela cabeca da MT durante a computacao
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Pior caso e caso médio

Eficiéncia do algoritmo como funcao de qué?
Resposta: Do comprimento dos dados!

X—)—)U

Seja n = x|
Tempo de execucao: depende dos dados, t(x)
Simplifica-se: como func¢ao do comprimento dos dados

t =f(n) onde n = [x|

Mas. ..o tempo de execucao é funcao de x e nao de n = |x|!
Temos que escolher um tempo de entre todos os tempos t(x)
com n = x|

Hipdteses mais frequentes:
1. Pior caso: t(n) = max{t(x) : [x| = n}

2. Caso médio: t(n) = E{t(x) : [x| = n} onde se assume uma determinada distribuicao
probabilistica dos dados x de comprimento n; x e t(x) sao varidveis aleatérias. Sig-
nificado de E: “valor médio”.
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Seja o programa

(Recorréncias, pior caso e caso médio, um exemplo)

//—— Dado: vector v[] com n elementos, v[0,1,...,n-1]
1 int i, m

2 m=0;

3 for i=1 to n-1

4 if v[i] > v[m] then

5 m=i

6 print m

’

E facil ver que o tempo de execucao é majorado por

an + 3

onde « e 3 sao constantes, ver por exemplo Knuth,
vol. 1.

Concentremo-nos na seguinte questao:
Quantas vezes é executada a atribuicao da linha 57
Seja a esse numero de vezes.

— Minimo: a = 0 vezes
— Méaximo: a =n — 1 vezes

~ Médio: E(a) =277

“The Art of Computer Programming”,
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... (Recorréncias, pior caso e caso médio, um exemplo)...

Hipéteses sobre a distribuicao probabilistica dos dados:

1. Todos os elementos de v[] sao diferentes. Note que os valores do vector sao ir-
relevantes, s6 é importante a sua “ordem”, por exemplo, o comportamento para
v=[4,1,2,5,3] e para v=[41,2,5,55,30] ¢ idéntico.

2. Qualquer das n! permutacoes ¢é igualmente provavel.

Calculemos alguns valores de prob{a = i}

— prob{a = 0}, probabilidade de ser a = 0 é 1/n = (n — 1)!/n! = probabilidade de
v[0] ser o maior de todos.

— prob{a =n — 1} = é 1/n! pois s6 numa das n! permutacoes isso acontece.
Teremos que calcular a média

E(a) =0 x probfa=0}+1xprobla=1}+---4+(n—1) x probfa =n — 1}
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... (Recorréncias, pior caso e caso médio, um exemplo)...

Vamos calcular E(a) como uma funcao de n, seja E(n). Temos uma recorréncia:
1. E(1)=0

2. Imaginemos que o vector tem n + 1 elementos e calculemos como é que E(n 4+ 1)
depende de E(n). Temos

E(n+1) =E(n)+ 1 x prob{o tltimo elemento ser o maior}

Ou seja
E(1)=0
Em+1)=EMn)+1/n

A solucao desta recorréncia é facil

11 1 iy

Por exemplo, para n = 1000 temos
— Minimo =0
— Méximo = 999
— Média E(n) ~ 6.49

Mas isto nao é uma “forma fechada”!
Podemos determinar uma forma fechada?
Ou. . . talvez uma boa aproximagcao?

Exercicio. Confirme o resultado anterior para um vector de 3 elementos distintos, estu-
dando as 6 = 3! situagoes possiveis: ©

v[0l<v[1l<v[2],...v[2]<v[1]<v[O]

’ Fim do exemplo

Investigar o caso geral! E(n) =...7
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Ordens de grandeza




As 3 ordens de grandeza

Como “ignorar constantes e comportamento inicial”?
Resposta: usando ordens de grandeza.
Ordens de grandeza (ideia)

1. Majoracao de f(n) por g(n):
f(n) é de ordem O(g(n)) — ou f(n) € O(g(n)).
Para valores suficientemente grandes de n é f(n) < kg(n) onde k é uma constante
real positiva.

2. Minoracao de f(n) por g(n):
f(n) é de ordem Q(g(n)) —ou f(n) € Q(g(n)).
Para valores suficientemente grandes de n é f(n) > kg(n) onde k é uma constante
real positiva.

3. Ordem de grandeza exacta:
f(n) é de ordem ©(g(n)) — ou f(n) € O(g(n)).
Para valores suficientemente grandes de n é k;g(n) < f(n) < k,g(n) onde kg e ky
sao constantes reais positivas.

— Defini¢oes matemaéticas de O(), Q() e © nas paginas seguintes!
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As 3 ordens de grandeza, II

Definigoes (como conjuntos):
Sejam f e g funcoes de N em R. Seja R* o conjunto dos reais positivos.

— Majoracao: g(n) é O(f(n)), f é majorante (“upper bound”) de g
O(f(n)) ={gn) : InpeN, Ik R, V¥n>ny: g(n) <kf(n)

— Minoragao: g(n) é Q(f(n)), f é minorante (“lower bound”) de g
Q(f(n)) ={gn) : Iy e N, TkecR", ¥n>ne: g(n) > kf(n)

- g(n) é O(f(n)), f é da ordem de grandeza exacta de g

O(f(n)) = {g(n) : Ing € N, Fkq,k, € RT,
n>mne: kif(n) < g(n) <k f(n)}

Exercicio. Compare estas definicoes com as da pdgina anterior; dé um significado a
“suficientemente grande” por forma a que as definicoes coincidam. ©
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As 3 ordens de grandeza, II — notas

O(f(n)), Q(f(n)) e (f(n)) sdo conjuntos! Quando dizemos n?+3 é de ordem O(n?3)
queremos dizer n?+3 € O(n?3).

Para que serve o ng, porqué apenas para valores de n suficientemente grandes?

— O dominio de f(n) pode nido ser N. Por exemplo, diz-se que logn? ¢ de or-
dem O(n?) embora a funcio nio esteja definida para n = 0.

— f(n) pode tomar valores nulos ou negativos. ..

A nogao de ordem pode ser estendida para fungoes Ry — R,

Gréficos ilustrativos (no quadro!)
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Exercicios

Exercicios!

1. Verdadeiro ou falso? Justifique

(a)

(b) n € Of logn)

(c) 2n? é de ordem O(n?)

(d) 2n? ¢ de ordem O(n?)

(e) Q Q(3n) (igualdade de conjuntos)

(f) 46 O(1
) O

(g CQ( %)

2. Mostre que a seguinte funcao

f(n) = 2n sen é par
1 2 sen éimpar

é de ordem O(m) mas nao de ordem O(n).

3. Porque é que usualmente nao se diz que uma determinada funcao é de ordem O(2n)
ou Q(3n) ou O(4n)? O coeficiente que se usa é sempre 1; assim, diz-se ordens O(n),
Q(n) e O(n) respectivamente.

4. Considere a seguinte relagao bindria entre funcgoes totais de N em R™: fRg sse f(n)
é de ordem O(g(n)). Averigue se a relagao é simétrica. Repita o exercicio para a
ordem de grandeza ©.

5. Diz-se que f(n) é de ordem o(g(n)), quando
f(n)

nooo g(n)

Por exemplo, 1/(n?logn) é o(1/n?). Consegue encontrar alguma relacio matemética
entre esta definicao e as “nossas” ordens de grandeza?
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Contagem do tempo em algoritmos de ordenagdo e pesquisa

“w 1Al - ~ -
Tempo” em algoritmos de ordenac3do e pesquisa

Para exprimir o tempo de execucao usa-se muitas vezes
e 0 nimero de comparagoes envolvendo elementos do vector em questao

Exemplo

//-- ordena v[0..n-1] pelo método da selecgdo do minimo
int i,j,m,t;

for i=0 to n-2

| m=i;

| for j=i+l1 to n-1

| if v[jl<v[m]

I m=j

| t=v[il; v[il=v[jl; v[jl=m;

// v esti ordenado!

o Ok W N -

Exercicio. Quantas comparagoes v[jl<v[m] sao efectuadas (linha 5)? Exprima a sua
resposta como uma fungao de n. ¢
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Contagem do tempo em algoritmos de ordenagdo e pesquisa

Exemplo

//-- "merge" de al[0..m-1] e b[0..n-1] (j& ordenados)
//  em v[]

//-- Ex: a=[1,4,5,8], b=[2,3,4] --> v=[1,2,3,4,4,5,8]
1 int i=0, j=0, k=0;

2 while i<m && j<n

3 if alil<bl[j]

4 vik]=ali]; i=i+1; k=k+1;

5 else

6 vIkl=b[jl; j=j+1; k=k+1;

7 while i<m: v[k]=ali]; i=i+1; k=k+1; // s6 um destes ciclos
8 while j<n: v[k]=b[jl; j=j+1; k=k+1l; // é executado. Porqué?

(Note que um dos ciclos finais (linhas 7 e 8 é “executado” 0 vezes)

Exercicio. Determine o nimero de comparagoes alil<b[j] efectuadas (na linha 3)
1. Valor minimo (pode supor m<n).
2. Valor mdzimo. RESPOSTA: m+n — 1.

O

Exercicio. Dé um exemplo de um algoritmo de ordenacdo em que o niumero de com-
paracoes ¢(n) envolvendo elementos do vector nao é da mesma ordem que o tempo de
execucao do algoritmo. Assim, neste caso, c(n) nao “exprime” correctamente o tempo de
execucao do algoritmo. ©
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Solucao de recorréncias
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Definigdo de fungdes através de recorréncias

Exemplos de funcoes definidas através de recorréncias
(definigoes indutivas)

Factorial
Nl — 1 (sen=0) f(0) =1 (se n=0)
Tl nn=1)! (sen>1) ot fn)=nf(n—1) (sen>1)
Fibonacci
fo=0
f1 =1
fa=fn1+fnz (sen>2)
Que sera?
f(0) =0
fn+1)=fn)+3n2+3n+1 (sen>0)
Que sera?

f(1)=0
{ f(2n) =2f(n) +2n (paran > 1)

Nota: s6 esta definido quando n é poténcia de 2.
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O que é uma recorréncia

O que é uma recorréncia?

Resposta: um método de definir sucessoes.

Uma sucessao f : N — R pode ser definida por um conjunto finito de equacoes dos seguintes
tipos:

— Equacoes fronteira: f(k) = ¢ onde k é uma constante inteira nao negativa e ¢ é uma
constante real.
Por exemplo: f(2) =1.

— Equacgoes gerais:
f(n) = exp(---) paran...

onde n é uma varidvel inteira e exp(---) é uma expressao que pode envolver valores
de f(i) para i < n.
Por exemplo: f(n) =f(n—1) 4+ f(n —2) paran > 2.

As equacoes gerais e fronteira devem definir univocamente todos os valores de f(i). Nor-
malmente existe apenas uma equagao geral.

Ha uma relacao muito proxima entre

recorréncias ’ defini¢oes indutivas‘

’demonstra(;éo por inducao ﬁnita‘

H& uma relacao préxima entre

recorréncias | ¢ ‘eq. diferenciais
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Por vezes a solugdo é directa...

Por vezes a solugao é directa. ..

Um exemplo:

f(0)=1
fn+1)=f(n)+n

Nota. “f(n+ 1) = f(n) + n para n > 0” é equivalente a “f(n) = N —1) + f(n —1)
para n > 17 (mudanca de varidvel).
Temos

fn) = mM—=1)+f(n—-1)
= n—-NDN+MnM—-2)+f(n—2)

= (=D +Mm—=2)+-+140)+1
= nn—-1)/2+1

Portanto a solugao é

nf—n+2
N 2
Neste caso a solucao directa foi possivel porque sabemos somar progressoes aritméticas.
Nota. O aluno deve conhecer as formulas das somas de progressoes aritméticas e geométricas
(ou saber deduzi-las. .. )

f(n)
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Por vezes a solugdo é directa...

Um exercicio

Exercicio. Determine directamente a solu¢ao da sequinte recorréncia

fr=2
frr = 3fn

Observacoes

— Dominio. Nem sempre uma recorréncia define uma sucessao para todos os valores
de n. Por exemplo, em algoritmos de ordenacao pode simplificar-se a analise se se
supuser que o numero de elementos é uma poténcia de 2.

— FEmisténcia. para muitas recorréncias nao é conhecida — e possivelmente nao existe —
uma forma fechada para a sua solugao.

— Magjoragao. Por vezes a solucao de uma recorréncia é muito dificil ou impossivel, mas
pode por vezes a partir dela definir outra mais simples cuja solugao majora a fungao
caracterizada pela recorréncia; isso pode ser suficiente para, por exemplo, conhecer
uma “ordem de grandeza” da solugao.

Isso pode acontecer, por exemplo, quando a funcao definida pela recorréncia é o
tempo de execucao de um algoritmo.
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Solucao de recorréncias

Método “tabelar — suspeitar — demonstrar”

Sobre a analise de algoritmos
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Tabelar / suspeitar / demonstrar I

O “método”

1. Tabelar: usando a recorréncia tabelamos os primeiros valores da fun¢ao; para ajudar
no passo seguinte podem tabelar-se outras funcdes como n?, 2™, logn, etc.

2. Suspeitar: eventualmente a tabela construida no passo anterior pode levar-nos a
suspeitar que a solucao é uma determinada funcao de n, seja f(n).

3. Demonstrar: provamos — usualmente usando o método da inducao finita — que f(n)
é de facto (se for!) a solugao da recorréncia.

Claro que se nao conseguirmos avancar no passo 3. pode a suspeita estar errada e ha que
retroceder ao passo 2.
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Qual parece ser a solucao?

Um exemplo simples

a0:0
Qny1 = an +21n

o
3

G AWk = o3
— N oo

Tabelar / suspeitar / demonstrar II

Sobre a analise de algoritmos
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Tabelar / suspeitar / demonstrar ITI

Suspeitar

... coloquemos a coluna n?

=
N O Oln
3

A Wk = o3
— 0~ =0

Agora, a suspeita é facil!

f(n) =n?—n? (suspeita)
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Tabelar / suspeitar / demonstrar IV

Demonstrar

O que?

2

Teorema 1 A solucao da recorréncia é n°—mn.

Dem. Por indugao em n.

[. Cason =0: 0°—0 =0. E da recorréncia é ay =

0.

II. Demonstrar que

an=n’—-Mm =an=Mm+1)P2—-—n+1)|

Temos
Qn1 = apt2n

= (n*—n)+2n
= M+1)2—=(n+1)

...e esta demonstrada a implicacao.

(da recorréncia)
(hipétese indutiva)
(contas simples!)
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Tabelar / suspeitar / demonstrar

Exercicio. O “mergesort” é um método de ordenacdo muito eficiente, mesmo no pior
caso. Descri¢ao, supondo que n é uma poténcia de 2:

mergesort(v[0...n-1],n]:
1. Sen =1: nada se faz
2. Sen>2:

(a) mergesort(v[0---n/2 —1],n/2)
(b) mergesort(v[n/2---n—1],n/2)
(c) merge(v[0---n/2—1],v[n/2---n—1]) — v[0---n—1]

Ja definimos o que € o merge, ver pdgina 15.
Ilustre a execugao do mergesort para o vector

vil=[9]7]8[5]1]3]6]2]

Da definicao resulta a sequinte recorréncia para um majorante do niumero de com-
paragoes efectuadas (sao todas efectuadas nas chamadas de merge); use o maximo indicado
na pdagina 15 com m —-n/2, n - n/2:

Resposta:
Resolva a recorréncia pelo método “tabelar / suspeitar / demonstrar”. ¢
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Solucao de recorréncias

Método das diferencas finitas constantes

Sobre a analise de algoritmos
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Diferencgas finitas constantes

Definigao. Seja a,, n € N, uma sucessao. A diferenga finita (ou simplesmente diferenca)

de 12 ordem de a, é a sucessao
D! =an1—an (param > 0)
Para i > 2 a diferenca de ordem 1 de a, é a sucessao

D =Dl — D!

n-+1

Exemplo. Para a sucessao a, definida pela recorréncia

a():]
n = dn_1 +n? paran > 1

as diferencas de ordem 1 e 2 sao

n | a, D! D?
0|1 1 3
1 2 4 5
216 9
3 |15
Sobre a andlise de algoritmos DCC-FCUP, ArRMANDO B. MATOS, 2007
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Diferencgas finitas constantes

Teorema 2 Se as diferencas finitas de ordem m da sucessaio an sao uma constante nao

nula, a solucdo da recorréncia € um polinomio de grau m, isto €
an=cmyn™+cpm™ ' 4+ -+ cm+ co

com ¢y 7 0.

Nota. A diferenca de ordem m é como que a imagem discreta, isto é, em termos das
funcoes de N em R, da derivada de ordem m. No dominio “continuo” o Teorema anterior
tem a seguinte “versao”: se a derivada de ordem m de uma fungao f(x) é uma constante

nao nula, entao f(x) é um polinémio de grau m em x.
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Diferencgas finitas constantes

Método 1 da solugao da recorréncia

1. Provar que, para um determinado inteiro m, as diferencas finitas de ordem m sao
uma constante nao nula.

2. Usar o método dos coeficientes indeterminados (m+1 valores de a,,) para determinar
os coeficientes do polinémio.

Método 2 da solugao da recorréncia
1. Tabelar os primeiros valores de: an, D!,..., D™
2. Verificar que (se) Dt aparenta ser uma constante.

3. Usar o método dos coeficientes indeterminados (m+1 valores de a,,) para determinar
os coeficientes do polinémio.

4. Provar que o polinémio obtido é solucao da recorréncia.
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Diferencgas finitas constantes

O seguinte resultado permite em alguns casos a aplicagao directa do método das diferengas
finitas constantes.

Teorema 3 A solugcao de uma recorréncia da forma to = a, tay1 = tn + p(n) onde a é
uma constante e p(n) um polindmio de grau d € um polindmio de grau d + 1.

Exercicio. (i) Continuar a tabela do exemplo anterior (pdg. 28), mostrando que D3,
aparenta ser uma constante positiva. Determinar a solugdo da recorréncia (método 2).
(ii) Resolver directamente a recorréncia usando o Teorema 3. ¢

Exercicio. Determinar uma formula fechada para a soma dos primeiros n quadrados,

Use o exercicio anterior. ¢
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Solucao de recorréncias
Método da mudancga de variavel

Vamos usar um exemplo.
Seja a recorréncia

a(l) =1
ai2n) =an) +1
Note que a(n) s6 fica definido quando n é poténcia de 2, n = 2P, p > 0.

E natural efectuar a mudanca de variavel n = 2P (ou p = logn). Isto é vamos represen-
tar a(b) por uma outra recorréncia b(p) sendo

a(n) =b(p)
Fica

b(0) = 1
{ alp+1)=b(p) +1

cuja solucao é muito simples, b(p) = p + 1, ou seja, em termos de n:

a(n) =logn+1
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Solucao de recorréncias
Método da equacgao caracteristica homogénea

Estudamos agora a solucao de recorréncias em f,, com uma tnica equacao geral da forma
aofn + a1fn,1 +--+ (lkfn,k =0

onde k é uma constante e ag # 0.
Exercicio. Mostre que as equagao geral da sequéncia de Fibonacci € da forma indicada. ©
Se experimentarmos solugdes da forma f,, = r™ vemos que r deve satisfazer a equagao (dita
caracteristica)

ar*+a* T+ 4 a, =0

Teorema 4 Se f,, = fi(n) e f, = f2(n) sao solugoes da equacdo apfn + ajfn_1+ -+
axfnx =0, entao, sendo « e B quaisquer constantes, «fi(n) + Bfa(n) também € solucao
dessa equacao.

Exercicio. Demonstre este resultado. ¢

Teorema 5 Se as raizes da equagao caracteristica sao todas distintas (reais ou complexas),
sejam T1,..., Tk, a solucao da equacao geral é exactamente constituida pelas sucessoes da
forma

fn=oar™ 4 o™ 4 - gt

onde k1, ®Ka,..., € Xk Sao constantes arbitrdrias.

Nota. Entre as solugdes possiveis estd f(n) = 0 (solugao identicamente nula) que se obtém
com &1 =& =...= & =0.
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Equacédo caracteristica homogénea

Método da equacgao caracteristica homogénea

(raizes distintas)

Método:
1. Determine a equagao caracteristica e as suas raizes, 1,..., Tk.
2. Determine os coeficientes oy, para i = 1,2, ---  k, através de um sistema de k

equacoes lineares da forma

Tt Foort ot =1

para k valores de f,, distintos que calculou separadamente, por exemplo, para n = 0,

1. k—1.

Exercicio. Aplique o método descrito a solugcdo geral da sequéncia de Fibonacci (ver

pdgina 17). Confirme no final 2 valores da solugdo obtida.
RESPOSTA (A PREENCHER PELO ALUNO!):

— A equacdo geral €. ..

— A equacao caracteristica €. ..

As raizes da equacdo caracteristica sdo. . .

A solucao geral € da forma. ..

A solucao €. . .
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Equacédo caracteristica homogénea

Equacgao caracteristica homogénea
Caso geral: existéncia de raizes multiplas

Teorema 6 Se m € a multiplicidade de uma raiz v da equacdo caracteristica, as sequintes
sucessoes, bem como todas as suas combinacoes lineares, sao solugoes da equacao geral

n n 2 m—1.n

™ nr’t, nert e o ™y

Mais geralmente se as raizes da equagao caracteristica forem v1,..., v, de multiplicidades
respectivamente my,. .., My, a solugcao geral € uma qualquer combinacao linear da forma

i=p my—1

E E O(ij Tl] Tin

i=1 j=0

Nao é dificil mostrar-se que uma combinacao linear da forma indicada é sempre solugao
da equacao geral. Também ¢é verdade o reciproco: qualquer solugao da equagao geral é da
forma indicadal.

Exercicio. Resolva a recorréncia t, = 2t,_1 — tn_2, sendo

to=0
t; =1
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Solucao de recorréncias
Método da equagao caracteristica nao homogénea
Casos em que se conhece a solucao

Suponhamos que a equacao geral da recorréncia tem a forma
aofn+ arfn g+ + axfne =b"p(n)
onde
— b é uma constante
— p(n) é um polinémio em n; seja d o seu grau

Teorema 7 As solugdes da recorréncia com a equacdo geral indicada podem obter-se a
partir das raizes da equacao

(agr*+ a1+ 4 ) (r—b)4T =0

usando o método que foi explicado para o caso das equagoes homogéneas.

Exercicio. Determine a forma geral da solu¢do da recorréncia

{ to=2
th=2thn1+3" Mm>1)
RESPOSTA (A PREENCHER PELO ALUNO!):

— A equacao geral €. ..

— A equacdo caracteristica €. . .

-~ Portantob=---, pn)=---,d="---

— A solucao geral € da forma. . .

— A solucao da recorréncia é. ..

o
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Equacgao caracteristica ndo homogénea

Uma generalizagcao do Teorema 7
(equagao caracteristica nao homogénea)

Teorema 8 Se a equacao geral da recorréncia tem a forma
Clofn + Cl1fn_1 + -t Clkfn_k = b?m (TL) + b?‘pz(ﬂ) + -+ b;ll m(T\.)

onde 0s by sdo constantes e os pi(n) sao polinomios em n de grau di, entdo as solucoes
da recorréncia correspondente podem ser obtidas a partir das raizes da equacao

(aor*+ a7 T+ a ) (r=b) M T (r—by) 2 (r— b)) =0

usando o método que foi explicado para o caso das equacoes homogéneas.

Exercicio. Determine a forma geral da solu¢ao da recorréncia

to=2
th=2t, 1+n+2" Mm>1)

Nota. Sera fornecido o enunciado do Teorema 8 nas provas em que isso for necessario.
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Tempo médio do “quicksort”

Supoe-se que o leitor conhece o algoritmo de ordenagao “quicksort” que se esquematiza de
seguida

// ordena a secgdo v[a..b] do vector v[ ]
void quicksort(v,a,b)
if a>=b return
else
m = split(v,a,b)
quicksort(v,a,m-1)
quicksort(v,m+1,b)

O efeito da execucao de m=split(v,a,b) é alterar o vector v[], definindo um indice m tal
que todos os elementos da secgao do vector v[a..m-1] sao menores ou iguais a v[m] e
todos os elementos da seccao do vector v[m+1..b] sao maiores que v[m].

Sejam = b —a+ 1 o nimero de elementos a ordenar. Na execuc¢ao de m=split(v,a,b)
ha n — 1 comparacgoes envolvendo elementos do vector.

Pretendemos mostrar que o nimero de comparacoes c(n) é de ordem O(nlogn); mais
precisamente que é sempre c¢(n) < knlogn para uma constante k apropriada.

Admitimos que os elementos do vector sao todos distintos e que todas as n! permutacoes
de elementos sao igualmente provaveis. Assim, o valor de m dado por m=split(v,a,b)
tem a mesma probabilidade se ser a, de ser a+ 1,...e de ser b; essa probabilidade é 1/n
(relembra-se quen =b—a+1).

Obtemos a recorréncia que determina o valor médio do nimero de comparagoes

cn)=0 paran <1
C(TL):Z?:Hll(n—]+C(i—1)+0(n—i)) para 1. > 2
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Note-se que para cada i € {1,2,...,n} o valor c(i) ocorre 2 vezes na soma anterior;
podemos entao escrever a recorréncia da forma seguinte

c(n)=0 paran <1
cn) =2y "' (n—1+c(i)) paran>2

Pré-teorema A solucao c(n) da recorréncia é majorada por knlogn em que o valor de k
¢ encontrado na demonstracgao.

Caso base, n = 1: temos (da recorréncia) c(1) = 0 < k(1log1) para qualquer k > 0;
analogamente se trata o caso n = 0.

Passo de inducao: suponhamos que c(i) < kilog1i para todooicom 0 <i<n—1. Vamos
mostrar que c(n) < k(nlogn).

n—1
cn) = n—1 +T2—1;c(i)

n—1

2k
< -1+ — ilogi
< n +nZ(1 ogi)

i=2
A
< n—1+—J (ilogi)di
n Ji—
2k(n?logn/2 —n?/4 —2In2 + 1)

= n—1+

n
= n—1+knlogn—kn/2+ «

onde o = 2k(—21In2 + 1)/n tem valor negativo. O teorema fica entdo demonstrado se for
n—1<kn/2, pois fica entao k(nlogn). Em particular podemos tomar k = 2 e enunciar
a versao final do “pré-teorema’” anterior.

Teorema 9 O numero médio de comparagoes efectuado pelo “quicksort” nao excede 2nlogn

Vemos pois que o nimero de comparacoes efectuadas pelo “quicksort” é, no caso médio,
majorado por 2nlogn. Admitimos que o leitor conhece o comportamento no pior caso
do “quicksort” e as situacoes em que esse comportamento se verifica. O nimero de com-
paragoes efectuado é quadratico. Para mais pormenores ver por exemplo o livro de Cormen,
Liederson, Rivest e Stein.
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