Complexidade 2006/2007
Redugoes polinomiais entre “Clique”, “cobertura por vértices” e “conjunto independente”
FCUP/DCC (com algumas resolugoes) Docente: Armando Matos

Seja G = (V, E) um grafo nao dirigido e k£ um inteiro com 0 < k < n. S&o conhecidos os
problemas “clique” e “cobertura por vértices” (VC). O problema “conjunto independente” (IS) é
0 seguinte
INSTANCIA: Um grafo néao dirigido G = (V, E) e um inteiro k com 0 < k < n.

PERGUNTA: Existe um subconjunto independente de vértices V' (subconjunto de V') de tama-
nho k? Nota: um subconjunto de vértices diz-se independente se nao existe qualquer ramo com
ambas as extremidades em V', isto é, [(a,b) € E] = [a ¢ V' Ab & V'].

1. Mostre que o é transitivo, isto é, A « B e B « C implica A « C, onde A, B e C sao

problemas de decisao.

Resposta. Uma vez que A «x B e B « C, existem fungoes (totais) f e g computdveis
em tempo polinomial (relativamente ao comprimento do argumento) tais que x € L4 sse
f(z) e Lp ey € Lp sse g(y) € Le, onde = e y sao os argumentos de f e g, respectivalente.
Entao, © € L4 sse g(f(z)) € Lo. Assim, a fungdo composta f o g mostra que existe uma
reducdo A x C, desde que g(f(x)) seja computavel em tempo polinomial em |z|.

Sejam p; e po os polindmios que majoram os tempos de computacao de f e g, respectivamente.
O tempo de computacao de g(f(x)) é a soma dos seguintes termos

(a) t; = tempo de computacao de f(z); por hipétese, t1 < p1(|z|).

(b) t2 = tempo de computacio de ¢g(y) onde y = f(z) ja foi calculado em (a); por hipétese,
ta < pa(lyl). Mas é |y| < p1(Jz|), pois ndo é possivel em tempo p;(|x|) produzir um
resultado de comprimento superior a p1(]z|) (a cada bit do resultado corresponde pelo
menos um passo de computagio); temos

t2 < pa(lyl) < pa(pa(lz]))

Assim, t9, 0 tempo de computagao de g(f(z)), é também majorado por um polinémio em |z|,
e o tempo total de computacao de g(f(x)), t1 + to.

2. Mostre que

(a) Um grafo tem um clique de tamanho k sse o grafo complementar tem um subconjunto

independente de tamanho k.

(b) Um grafo tem um subconjunto independente de tamanho & sse tem uma cobertura por
vértices de tamanho n — k.
Resposta. Seja G = (V, E) um grafo com n = |V| vértices. Se G tem um subconjunto
independente de tamanho k, os restantes n — k vértices formam um conjunto V' que é
uma cobertura por vértices; na verdade, nao pode existir qualquer ramo (a,b) com a
e b fora de V'’ pois V' \ V' é um subconjunto independente.
Reciprocamente, se G tem uma cobertura por vértices de tamanho n—¥k, os restantes n—
(n — k) = k vértices formam um conjunto independente, uma vez que, por definigao de

cobertura por vértices, nao pode existir qualquer ramo entre esses k vértices.




(¢) Um grafo tem uma cobertura por vértices de tamanho k sse o grafo complementar tem

um clique de tamanho n — k.
3. Mostre que

(a) Clique x IS
(b) ISxVC

Resposta. Usamos o resultado de 2.(b). A redugao polinomial é

IS « VC
(G.k) —¢ (Gin—k)

Verifiquemos que se trata de uma redugao polinomial
— Pela alinea 2.(b) (G, k) € Lig sse (G,n — k) € Lyc.
— O céculo de f(G,k) = (G,n — k) envolve apenas uma subtracgao, podendo obvia-
mente ser efectuado em tempo polinomial.
(¢) VC x Clique
(d) IS x Clique
Resposta. Da alinea (b) é ISx VC e da alinea (¢) é VC x Clique. Por transitividade
(problema 1) vem IS x Clique.
(e) VCxIS

(f) CliquexVC

Sugestao. Use o problema anterior e note que, usando a transitividade de o, as 3 ultimas

reducoes resultam das 3 primeiras.

4. Mostre que as fungoes correspondentes as redugoes que definiu nas alineas 3a, 3b e 3c sao
sobrejectivas.
Nota. Na realidade, as fungoes sao também injectivas e, portanto, bijectivas o que é raro
acontecer; os problemas clique, VC e IS sao essencialmente idénticos.
Resposta. (resposta correspondente a 3(b)) Seja (G’,k’) uma instancia qualquer de f
(com 0 < k' < n, onde n é o nimero de vértices de G'). Existe um (G, k) tal que f(G,k) =
(G', k'), nomeadamente G = G' e k =n—k', poisn—k =n—(n—k') = k’. Assim, qualquer
instancia de VC é imagem de uma instancia de IS.

Provamos agora, embora nao fosse pedido, que f é também injectiva, sendo pois bijectiva.

Seja (G, k) # (G, k1); temos que provar que f(G,k) # f(G1,k1). Se (G, k) # (G, k1)
— ou G # Gy e nesse caso, f(G,k) = (G,n—k) # (G1,n — k1) = f(G1,k1) (pelo menos
os grafos sdo diferentes)

— ou k # ki e nesse caso, f(G,k) = (G,n—k) # (G1,n — k1) = f(G1,k1) (pelo menos
n—k#n—k).




