Nome: <Uma vers3o do teste I com correcgio> NMEC:

Notas.

1. Perguntas
Nota importante: FEscreva V ou F dentro do quadrado respectivo. Cada quadrado: 100% se resposta

certa, 0% se ndao responde, -100% se resposta errada.

o A solucdo da recorréncia f(0) =0, f(n+1) = f(n)+n é um polinémio de grau 3

0 2n? éde ordem O(N3) .. ..iii

o Sejam as fungoes f e g de N em RT; se lim,, .o, f(n)/g(n) existe e ¢ finito

(nulo ou néo!), entdo f(n) é de ordem Q(g(n)) «ovnvrviiniii i

o Seja f definida por f(n) =nsen é par e f(n) =0, se n é impar.

fn) éde ordem O(\/1) e
0 OBN2) = O(N2 + 20+ 1) it

o Seja f : N — R definido pela recorréncia f(1) =1, f(n+1) = 2f(n) + v/n.
A funcao f(n) cresce mais rapidamente que qualquer polinémioem n ...........

o Se f(n) € ©(n?) e g(n) € O(n?), entdo lim, ., f(n)/g(n) existe e é finito ......
o Se f(n) € O(n?), entdo f(n) € O(N3) « o\ttt

o Se a equacao caracteristica correspondente & equacao geral (homogénea) de uma re-
corréncia é (z — 2)?(x — 3), as solugdes possiveis da equagao geral sio exactamente as

da forma a2™ 4 gn2" + v3", onde «, [ e 7y sao coeficientes reais arbitrarios .....
o Sejam as fungoes f e g de N em R*; se f(n) é de ordem Q(n),

entdo lim, o f(n)/g(n) existe e 6 finito ........ ...,

2. Mostre que logn é de ordem O(n) mas que n nao é de ordem O(logn). Pode usar os seguintes
factos: logn é uma sucessao crescente e ilimitada e lim,, . logn/n = 0.
Resp.

— ‘logn NAO E DE ORDEM O(n)’: POR DEFINIGAO DE LIMITE, TEMOS SUCESSIVAMENTE

Ve > 0, Ing, Vn > ngo : |logn/n| < e
= Ve >0, 3ng, ¥n>np: logn/n<e
= Ve >0, 3Ing, Vn>np: logn < en
= dng,Vn>np: logn <n
ONDE A ULTIMA AFIRMAGAO RESULTA DE SE FIXAR ¢ = 1. PARA CHEGARMOS AO RESULTADO PRETENDIDO,
BASTA TOMAR k = 1 E O CORRESPONDENTE VALOR DE ng NA DEFINIGAO DE “logn E DE ORDEM n”.
— ‘nm NAO E DE ORDEM O(logn)’: SE ISSO FOSSE VERDADE, 3k > 0, Vng,In > no : n < klogn, oU

SEJA, (PARA n > 1), 3k > 0,Vno,3n > no : logn/n > k, O QUE E CONTRADITORIO COM O FACTO
DE limp— oo logn/n = 0 (VERIFICAR!).

(continua no verso)



3. Resolva a seguinte recorréncia usando o método que entender, mas de forma rigorosa.
Sugestao. Pode ter interesse tabelar também 2.

Resp.
n_ 2" f(n)
0 1 1
[Toma] 2 3 [Sosrermac) fm) = n + 2"
3 8 11
4 16 20

DEMONSTRAGAO DE QUE A SOLUGAO DA RECORRENCIA E f(n) = n + logn (POR INDUGAO EM n).
CAS0O n=0: f(1) =1 DA RECORRENCIA E 0+ 20 =1,/
fn)=n+2"= f(n+1)=(n+1)4+2n+1

fn+1) 2f(n)—n+1 (DA RECORRENCIA)
2(n+2") —n+1 (HIPOTESE INDUTIVA)
(n+1)+2x2"

(n+1) 4 2nt!

COMO SE PRETENDIA.

4. Seja h(n) definida pela recorréncia: h(0) = 1, h(n + 1) = 3h(n) + v/n. Mostre que h(n) é
de ordem €2(2™). Se neste exercicio tiver que resolver uma recorréncia, apresente apenas a
recorréncia e a sua solugao. Sugestao. Transforme a recorréncia noutra mais simples que
define uma fungéo f(n) < h(n) (para todo o n € N) tal que f(n) também é de ordem §2(2").
Resp. Seija f(n) DEFINIDO POR: f(0) = 1, f(n + 1) = 3f(n). POR INSPECGAO VE-SE QUE f(n) = 3™.

VAMOS MOSTRAR QUE, PARA n € N, £ f(n) < h(n); USAMOS INDUGAO EM n: f(0) = 1 < g(0) = 1 E
h(n+1) = 3h(n) + v/n < 3f(n) + v/n < 3f(n) = f(n+ 1). TEMOS ENTAO:

Vn: 2" < f(n) =3" < h(n)

OU SEJA Vn : h(n) > 2™. BASTA ENTAO TOMAR NA DEFINIGAO DE “h(n) E DE ORDEM €2(2")” 0S VALORES k = 1

E ng = 0.

5. Considere as fungoes f e g de N em RT. Sabe-se que g(n) é de ordem O(f(n)) mas que f(n)
nao é de ordem O(g(n)). Pode concluir-se que Vk > 0, In € N: f(n)/g(n) > k? | sim.
Justifique:

Resp. TEMOS SUCESSIVAMENTE

f(n) NAo E DE ORDEM O(g(n)) (1)
= —(3k >0, 3Ing, Yn > no : f(n) < kg(n)) (2)
= Vk>0,Vno,In>no: f(n)> kg(n) (3)
= Vk>0,VYng,In>no: f(n)/gln) >k (4)
= Vk>0,3In: f(n)/g(n) >k (5)

A ULTIMA IMPLICAGAO RESULTA DE FIXARMOS EM (4) UM VALOR DE ng (POR EXEMPLO, ng = 1), GARANTINDO-
SE ASSIM A EXISTENCIA DE UM n TAL QUE f(n)/g(n) > k.



