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Neste trabalho faremos uma introducao as aplicagoes da teoria da Informacao aos proble-
mas de complexidade minima, isto é, a procura de minorantes da complexidade da classe
dos algoritmos que resolvem um determinado problema.

Seja P um problema dado e seja f(n) a complexidade (por exemplo, em termos de ordem
de grandeza) do algoritmo mais eficiente A que resolve esse problema (eventualmente pode
haver mais do que um); chamemos a f(n) a complexidade éptima do problema. Normal-
mente o algoritmo 6ptimo A é desconhecido mas, tanto do ponto de vista tedrico como do
pratico, é importante conhecer o mais exactamente possivel — isto é, limitar a um intervalo
tao pequeno quanto possivel — a complexidade ptima f(n).

A complexidade de qualquer algoritmo que solucione P é obviamente um majorante da
complexidade 6ptima.

Determinar minorantes de f(n) é muito mais dificil uma vez que, para se mostrar que g(n)
é um minorante de f(n) é necessario considerar todos os algoritmos para P e mostrar que
nenhum deles tem uma eficiéncia melhor do que f(n); como o nimero desses algoritmos é
infinito, um ataque directo a determinacao de minorantes esta fora de questao.

A Teoria da Informacao pode ser utilizada para a determinacao de minorantes de com-
plexidade. A ideia basica, em linhas gerais é a seguinte. Para que um algoritmo consiga
solucionar todas as “instancias” de um determinado comprimento é necessario que obte-
nha, da “instancia” em questao, informacao suficiente para poder determinar a solugao
correcta. Por outras palavras, o facto de se “seleccionar” deterministicamente, de entre
todas as solucoes possiveis, a solucao correcta, obriga a uma obtencao de informagao da
“instancia” que representa, por si s6, uma tarefa que qualquer algoritmo que resolva o
problema dado tem que executar.

Neste trabalho discutiremos primeiro problemas em que a informacao é obtida por pesa-
gens em balangas de pratos. Seguidamente consideraremos a comparacao entre valores
numéricos como fonte de informagao em problemas como a determinacao de maximo, o
“merge” de 2 sequéncias e a ordenacao.

1 Um problema

Existem 3 bolas, sendo 2 de peso igual e uma mais pesada; podemos fazer apenas uma
“pesagem” numa balanca de pratos que nos da 3 resultados possiveis: ou cai para a esquerda
ou para a direita ou fica equilibrada. Qual a bola mais pesada? A resposta é simples:
comparemos com a balanga o peso da bola 1 com a bola 2:

— Se forem iguais, a bola 3 é a mais pesada de todas.

— Se a bola 1 pesa mais que a 2, entao a bola 1 é a mais pesada de todas.

— Se a bola 2 pesa mais que a 1, entao a bola 2 é a mais pesada de todas.

Neste caso, o nimero de solucoes que o problema pode ter é 3 (qualquer uma das bolas
b b1

pode ser a mais pesada) e o nimero de resultados possiveis das pesagens é também 3. Em

geral podemos enunciar o seguinte Teorema.




Teorema 1 Para que seja sempre possivel chegar a solugcao € condicao necessaria que a <
b onde a representa o numero de solucoes do problema e b representa o numero de casos
que € possivel distinguir com a informagao obtida pelo algoritmo.

Se sao permitidas k pesagens, o nimero de resultados possiveis das pesagens é 3.

Problema

Existem 14 bolas, todas iguais, com excepcao de uma que pode ser mais ou
menos pesada que as outras; com 3 pesagens determinar qual a diferente e se é
mais leve ou pesada que as outras.

Neste caso a = 28 pois qualquer uma das 14 bolas pode ser a mais leve ou a mais pesada
e b =3%=27; como a > b, podemos afirmar que nao existe solucao!

Problema
Existem 5 bolas todas de pesos diferentes; determinar, com um maximo de 4
pesagens, a sequéncia das bolas ordenadas pelos seus pesos.

Temos a = 5! = 120, (todas as permutacoes das 5 bolas) e b = 3% = 81; mais uma vez o
problema nao tem solucao. Qual o nimero minimo de pesagens para que o problema possa
ter solugao? Admitamos que os pesos s@o tais que a balanga nunca fica equilibrada (o que
é consistente com o facto de os pesos serem todos diferentes). Cada pesagem sé da origem
a 2 decisoes possiveis. Assim temos que p, o nimero de pesagens, deve satisfazer 2P > 120,
ou seja

p > [log120] =7

2 As 12 bolas

O Teorema 1 anterior nao sé ¢é util para determinar casos de impossibilidade mas pode ser
também usado para seleccionar as pesagens que podem constituir uma solugao. Vejamos
um problema com solugao e procuremo-la.

Problema

Existem 12 bolas, todas iguais, excepto uma (que pode ser mais ou menos

pesada que as outras); com 3 pesagens determinar a diferente e se é mais leve

ou pesada.

Neste caso a =24 e b = 33 = 27 pelo que é a < b e o problema podera ter ou nao solucao;
o Teorema 1 s6 exprime uma condicao necessaria para haver solucao.

Procuremos uma possivel solugao. Utilizaremos apenas pesagens com igual nimero de
bolas em cada prato. Se, por exemplo, colocassemos 4 bolas no prato da esquerda e 3
no da direita, e a balanca a caisse para a esquerda, nao tiravamos qualquer conclusao:
qualquer uma destas 7 bolas podia ser a mais pesada, a mais leve, ou podiam ser todas
iguais!




Primeira pesagem

Temos a = 24 e b = 27; depois da primeira pesagem ficarda b’ = 2 onde b’ representa o
valor de b para o problema subsequente. Se colocassemos 1 bola em cada prato e a balanca
a ficasse equilibrada, restavam 20 hipéteses (10 bolas) para serem decididas em 2 pesagens;
como 20 > 9, isso seria impossivel, pelo Teorema 1. A mesma conclusao se tira se usarmos 2
(pois 16 > 9) ou 3 (pois 12 > 9) bolas em cada prato. Se usarmos 5 bolas em cada prato
e a balanca a cair para a esquerda, terfamos que decidir uma de 10 hipdteses (uma das 5
bolas da esquerda pode ser mais a pesada, ou uma das 5 bolas da direita pode ser a mais
leve) com 2 pesagens; ora 10 > 9 e isso é impossivel; com 6 bolas em cada prato ainda é
pior. Conclusao: teremos que colocar 4 bolas em cada prato, seja (1,2,3,4) — (5,6,7,8).
Temos a considerar os casos
1. Fica equilibrado

Uma das restantes 4 bolas, 9, 10, 11 ou 12 ¢é a diferente; temos 8 hipdteses e 8§ < 9,

tudo bem, s6 pode haver um resultado de pesagem desperdicado. Facamos seguida-

mente a pesagem (9,10,11) — (1,2, 3), notando que 1, 2 e 3 sdo bolas iguais.

(a) Se cai para a esquerda, ou 9 ou 10 ou 11 é a diferente e é mais pesada (3 < 3);
com uma nova pesagem entre 9 e 10 a situagao fica resolvida.

(b) Se cai para a direita é andlogo: ou 9 ou 10 ou 11 é a diferente e é mais leve
(3 < 3); com uma nova pesagem entre 9 e 10 a situagao fica resolvida.

(c) Se fica equilibrada, a bola 12 é diferente; comparada com, por exemplo, a bola 1,
determinamos se é mais leve ou mais pesada (aqui a balanga a nao pode ficar
equilibrada: é o resultado desperdicado).

2. Cai para a esquerda
Ha 8 hipoteses: ou 1 ou 2 ou 3 ou 4 é a mais pesada; ou b ou 6 ou 7 ou 8 é a mais
leve (8 < 9) Fagamos a pesagem (1,2,5) — (3,4,6).

(a) Cai para a esquerda: 1 ou 2 é a mais pesada ou 6 é a mais leve; uma nova
pesagem decide a situacao (1) — (2).

(b) Cai para a direita; andlogo: 3 ou 4 é a mais pesada ou 5 é a mais leve; fazemos
a pesagem (3) — (4).

(c) Fica equilibrada: a mais leve é 7 ou 8; pesemos (7) — (8) (ndo pode dar igual).

3. Cai para a direita
Raciocinio andlogo ao caso 2.

Exercicio 1
O problema andlogo com 13 bolas € insolivel (por isso € que se diz que 13 dd azar). Provar
esse facto. ©




3 Entropia e informacao

Se existem n hipdteses para uma situagao e p; € a probabilidade de o facto 1 ser verdadeiro
a entropia deste estado de conhecimento é o seguinte valor que nunca é negativo

S=-—) pilogp;
i=1

Esta entropia mede a falta de informagao ou incerteza deste estado de conhecimento;
admitimos que os logaritmos sao na base 2 embora isso nao seja importante aqui. Uma
entropia grande significa que é necessaria uma grande quantidade de informacgao para
descrever a situacao. Uma entropia nula quer basicamente dizer que o conhecimento da
situacao ¢ completo.
Vejamos em 2 situagoes o valor tomado pela entropia.
— Se temos a certeza que a hipotese 1 é valida, p; = 1 e pi = 0 parai > 2. Re-
sulta que o valor limite de S quando todos os pi, com i > 2, tendem para 0 (e,
consequentemente, p; tende para 1)

S=1xlog1=0
levando em consideracao que lim,_,oplogp = 0.

— Se qualquer das n hipdteses é igualmente provavel, p; = 1/n paratodosos T <1 < n.

Temos pois

1 1 1
S=-—m—log—=—log— =1
nn 0g — g~ ogm

Por exemplo, se n = 16, vem S = 4; a entropia (usando o logaritmo na base 2) mede,
o numero de bits de informacao necessarios para especificar completamente uma das
hipdteses.

A férmula da entropia nao “caiu do céu”. Shannon em the Mathematical Theory of Infor-
mation demonstra que a unica fungao S(p1,- -+ ,pn) que satisfaz os seguintes pressupostos
razoaveis

— S é continua em todos os pj.

— Se todos os p; = 1/n, a funcao S(n) devera crescer monotonicamente com n. Mais
hipéteses (=acontecimentos) representam mais incerteza.

— Se uma escolha se desdobrar em duas escolhas sucessivas, a fungao ao original S deve
ser a soma pesada dos S de cada escolha (ver o trabalho referido de Shannon para
mais pormenores).

¢é do tipo
n
S=-k) pilogp
i=1

onde k > 0.




4 Informacgao e pesagens

Uma pesagem do tipo considerado pode ter 3 resultados; seja:
n o numero de hipéteses possiveis antes da pesagem.

N1, Ny e N3 os nimeros de hipoteses que restam apds cada pesagem.

Supondo probabilidades iguais para as situacoes possiveis, a entropia é diminuida de, res-
pectivamente, log(n/ny), log(n/n;) e log(n/n3). Ora, como pretendemos limitar o niimero
maximo de pesagens em todas as situagoes, a situacao mais favoravel seria quando a di-
visao fosse disjunta (em hipdteses) e igual, isto é n; = n, = n3 = n/3. Nesta hipdtese a
pesagem daria um “trit” de informacao:

Um trit = log, 3 bits &~ 1.585 bits

Em termos de informacgao expressa em trits, a possivel solu¢ao do problema das 12 bolas
(ver o teoremal) resulta da desigualdade:

3 trits > log; 24trits ~ 2.893 trits

Nota: Nota: a desigualdade a < b deve ser valida em todos os nés da arvore.
Exercicio 2
Construir a drvore da solu¢ao dada para as 12 bolas, representando em cada no:

— A pesagem efectuada.
— A entropia (antes da pesagem) expressa em trits.

— A entropia mdazima, dado o numero que falta de pesagens (0, 1, 2 ou 3).

5 Informacao e Comparagoes

5.1 Ordenagao

Vejamos agora um problema que tem a ver com os importantes algoritmos de ordenacao.
Problema (Ordenacao)
Sejam M bolas de pesos diferentes; pretende-se coloca-las por ordem crescente
de pesos usando apenas operacoes de comparagao entre 2 bolas, isto é, pesagens
com uma bola num prato e outra noutro. Note-se que a balanca a nunca fica
equilibrada uma vez que nao existem 2 bolas de igual peso.

Aplicando directamente o Teorema 1 temos.




O ntimero de hipoteses possiveis é a = nl.

O ntmero de situagoes que se podem discriminar com ¢ comparacoes é b = 2€.

Resulta que qualquer algoritmo de ordenacao que obtenha a informacao através de com-
paragoes deve satisfazer a < b, ou seja,

2¢>n!

ou ainda
¢ = [log(n!)]

Exercicio 3

Determine minorantes de ¢ para os primeiros valores de n (por exemplo entre 1 e 6) e
procure algoritmos de ordenac¢dao que se aprorimem tanto quanto possivel desses valores
(no caso mais desfavordvel). o

Usando a férmula de Stirling como aproximacao para o factorial

n! ~ V2m (%)n

temos (podiamos ser mais rigorosos; o sinal &~ pode ser substituido por > e este facto pode
ser utilizado no que se segue).

2¢ > v/2rm (%)n

ou seja (os logaritmos sado, como é usual, na base 2)
1
c> 7 log(27m) + nlogn — nloge

Vemos pois que qualquer algoritmo de ordenacao baseado em comparacoes deve fazer
(no pior caso) pelo menos cerca de nlogn comparagoes, isto é deve ser pelo menos de
ordem O(nlogn).

Exercicio 4

Considere o algoritmo de ordenacao “mergesort”. Compare paran =124, ...,1024 o
minorante tedrico do nimero de comparacoes ([log(n!)]) com o majorante niimero de com-
paragoes calculado para o algoritmo (ver apontamentos tedricos de Andlise de Algoritmos).
o

Concluimos pois que, em termos de ordens de grandeza (a afirmagdo nao é vélida se
considerarmos os valores exactos do nimero de comparagoes), sao conhecidos algoritmos
de ordenagao 6ptimos. Um exemplo é o “heapsort”; o “quicksort” nao é 6ptimo, uma vez
que as nossas conclusoes sao em termos do comportamento no pior caso (para o qual o
“quicksort” é O(n?)).

O teorema 1 da para cada problema um limite minimo da complexidade dos algoritmos
respectivos; pode ser expresso, por outras palavras, da forma seguinte: o algoritmo tem que




obter pelo menos tanta informacao quanta é necessaria para distinguir o caso particular do
problema em questao. Para certos problemas — como o da ordenacao — existem algoritmos
préximos deste limite tedrico; para outros, os melhores (teoricamente possiveis) algoritmos
estao muito longe dele e ha que recorrer a outros métodos, em geral mais complicados,
para obter melhores minorantes.

5.2 Maximo

Um outro problema, mais simples que o da ordenacao é o seguinte.
Problema (Méximo)
Determinar o maior de n valores distintos.

Neste caso a aplicagao do Teorema fornece um resultado bem fraco: sao precisas pelo
menos logn comparagoes (o niumero de solugoes possi veis é n); ora nao é dificil mostrar
que sao necessarias n — 1 comparagoes!

Exercicio 5

Mostre que qualquer algoritmo baseado em comparagoes para a determinagao do mdximo
entre . elementos tem de efectuar, pelo menos, n — 1 comparacoes. ©

O problema de nao se conseguir fazer melhor pode, de certo modo, ser explicado pelo facto
de nao ser possivel eliminar cerca de n/2 elementos em cada comparacao; de facto, no
algoritmo usual — o maior dos elementos encontrados até a altura é comparado com o
elemento corrente — fazem-se 1 — 1 comparagoes, eliminando apenas um candidato em
cada comparacao.

A situagao é semelhante para a procura do elemento de ordem [n/2| (a meio da tabela).
Aqui existem algoritmos que fazem cerca de 3n comparagoes.

Vejamos contudo duas aplicagoes mais “fortes” do teorema:

Exercicio 6

Temos n bolas; wuma pesa 1, outra 2,...e a outra 2™ Mostre que € possivel determinar a
mais pesada em nao mais de cerca de logn pesagens (aproximando-se do limite dado pelo
teorema). <

Exercicio 7

Analise a complexidade minima do sequinte problema. Fxistem n elementos distintos vy,
V2,...,Vn ordenados por ordem crescente; € dado um valor x e perqunta-se: qual o menor i
tal que vi < x (sendo i = 0 se x € menor que todos os elementos)? Por outras palavras,
onde deveria x ser colocado na lista dos elementos?

Notas sobre a solucao

Aqui existem n + 1 respostas possiveis; o teorema diz-nos que o niumero de comparagoes
deve satisfazer: 2° >n+1, ou seja ¢ > [log(n + 1)].

Ora existe um algoritmo — o da pesquisa bindria — que faz exactamente este nimero de
comparacoes; nao pode haver melhor! <

Exercicio 8

Em cada um dos casos sequintes pergunta-se quantas compara¢oes sao necessdrias pelo




teorema? E na realidade? Qual a entropia da situagao inicial?

1. Eu “penso” num inteiro entre 1 e 1000; tu tentas adivinhar qual €, tentando de cada
vez um numero; eu respondo: € maior, menor ou € esse.

2. Existem m inteiros entre 1 e n; determinar com comparacoes o seu valor.

5.3 “Merge”

Consideremos agora o algoritmo do “merge”.
Problema (“Merge”)
Sao dadas 2 sequéncias de ordenadas de inteiros, uma com M e a outra com m
elementos. Pretende-se obter a sequéncia ordenada constituida pelos m + n
elementos.

Um algoritmo de resolver este problema é baseado na aplicacao iterativa do seguinte passo.
Os dois menores elementos das sequéncias dadas sao comparados; o menor deles é retirado
e colocado na sequéncia resultado. Quando uma das sequéncias dadas “chegar ao fim”,
o resto da outra é “passado” para a sequéncia resultado. Supondo todos os elementos
distintos, é facil ver que sao feitas no maximo m +n — 1 comparagoes.

Vejamos se este algoritmo se aproxima do limite tedrico; o nimero de situagoes possiveis
diferentes entre as duas sequéncias é:

m+mn
(")

Este nimero, igual a (m+mn)!/(n!m!), pode ser aproximado usando a férmula de Stirling;
vamos supor apenas o caso m = n.

(20 ) = e (22

Sendo ¢ o numero de comparacoes efectuadas, devera ser pois:

2¢ > “nn)fl/ZZZn"

ou seja:

c> [Zn — élog(mt)-‘

Ora, como dissemos, o algoritmo do “merge” faz neste caso 2n — 1 comparagoes na pior
hipétese. Vemos que, para n grande, o algoritmo é quase 6ptimo. Por exemplo, para n =
100, o algoritmo faz 199 comparagoes, enquanto o minorante (confiando na aritmética do
yap) é [195.852] = 196.




