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Abstract. The Generalized Minimum Spanning Tree Problem consistsrenhg
a graphG whose vertices are divided into clusters, finding a tree spanall
clusters ofGz, in such a way that minimizes the total cost of the edges.iégpl
tions of this problem can be found in telecommunicationg/oeks, power dis-
tribution networks and in agricultural irrigation systemshis paper presents a
GRASP metaheuristic with adaptive memory to solve thislpmbExperimen-
tal results illustrate the effectiveness of the proposethote

Resumo. O Problema daArvore de Cobertura lihima Generalizado (PAGMG)
consiste em, dado um grafé cujos \ertices esio divididos em grupos, encon-
trar umaarvore que cubra todos os grupos @ede forma que a soma do custo
das arestas d&’ seja minima. Aplica@es deste problemds encontradas em
redes de telecomunicaes, redes de distriblap de energia étrica, e em siste-
mas de irriga@o agficola. Este trabalho apresenta uma metaheuristica GRASP
com meraria adaptativa para a soll#@o do PAGMG. Resultados experimentais
mostram a efiéncia do neétodo proposto.

1. Introducao

Este trabalho aborda uma generalizacao do classicoldPnabdaArvore Geradora
Minima, em que o conjunto de vértices esta dividido enpgsue o objetivo & determinar
uma arvore de custo minimo que cubra exatamente um e&tticada grupo. Este pro-
blema & denominado Problema Aevore Geradora Minima GeneralizadGéneralized
Minimum Spanning Tree ProblenPAGMG) e foi introduzido por [Myung et al. 1995].

AplicacOes para o PAGMG podem ser encontradas nas aesdesiynde redes
de telecomunicac0es, onde redes locais precisam secanextadas para formar redes
maiores [Feremans et al. 2000], na localizacao de irgfiakae mesmo na descricao de
processos fisicos que compdem redes [Kansal and Torg0atg.

O presente trabalho tem como objetivo propor duas versdégdristica GRASP
para 0 PAGMG. Um GRASP tradicional e um GRASP incorporanchezeito de memoria
adaptativa, cuja funcao &€ armazenar informactesaates das iteracdes ja efetuadas pelo
algoritmo, com o intuito de tentar melhorar o trabalho dechusas iteracdes seguintes.
O modulo proposto para minerar informacoes relevaateaseado na no¢ao denjunto
elite e na técnica d&econe&o de Caminhas



O trabalho esta organizado como segue: a se¢ao 2 trazesoagho do problema
e uma revisao dos trabalhos da literatura; na secao 3edaritas as versoes GRASP
propostas; na secao 4 encontram-se os resultados cangnais e, por fim, na secao 5
sao apresentadas as conclusoes e algumas sugesttasatieos futuros.

2. O Problema daArvore Geradora M inima Generalizado

O PAGMG pode ser definido sobre um grafo nao-direcior@dd, £) ondeV representa
0 conjunto de vértices E o conjunto de arestas. Cada arespmssui um custo, € R™".
Neste problema, o conjunto de vértidé€ particionado enm grupos disjunto%;, ..., V,,

e 0 objetivo & determinar uma arvore de custo minimo qibeacexatamente um vértice
de cada grupo.

Diferentemente do Problema davore Geradora Minima, 0 PAGMG é classifi-
cado comaN P-dificil [Myung et al. 1995] e de nosso conhecimento exegienas um
namero reduzido de trabalhos relacionados até o pressigento.

A Figura 1 ilustra o exemplo de uma solucao para o PAGMG engtafo cujo
conjunto de vértices esta particionado em quatro gruplisexemplo, as arestas (3,5),
(3,7) e (7,11) compoem a solucao.
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Figura 1. Uma solu¢ &o para o PAGMG

Aplicacbes do problema podem ser encontradas, por exemma area de
telecomunicacdes, onde as redes regionais precisamtesrdnectadas por uma arvore
gue contenha uma conexao para cada sub-rede. Para essan@x@o, um vértice
de cada sub-rede deve ser selecionado cgateway[Myung et al. 1995]. O PAGMG
também se aplica a varios problemas relacionados aizacab de instalacdes que pre-
cisam estar conectadas por meio de rodoviadirds de comunicacao. Um exemplo
acontece quando uma empresa quer estabelecer centrosaisgie distribuicao para
suas lojas e precisa selecionar um ponto em cada regiao @foargstruir uma rede de
comunicacao interconectando esses centros [Shyu eé2@3].20utra aplicacao € descrita
por [Dror et al. 2000] na area de irrigacao agricola.

2.1. Trabalhos Relacionados

O PAGMG foi primeiramente abordado por [Myung et al. 1995]e glemonstrou que
o problema é fortementd/P-dificil. Myung também propds quatro formulagdes de
programacao inteira mista e um algoritrhcanch-and-boundjue resolveu para a oti-
malidade, instancias com até 100 vértices.



Dentre os principais trabalhos, pode-se citar [Feremaak 2000], que na sua
tese de doutorado fez uma investigacao da estruturadrad do PAGMG. A tese
também propds um algoritmaranch-and-cue quatro familias de desigualdades validas:
desigualdades de Hammock, de ciclos impares, de casadeaitlos impares e de “bu-
racos” impares. @ranch-and-cutonseguiu resolver todas as instancias euclideanas com
até 160 vértices e todas as instancias com custos asatom até 200 vértices. Também
resolveul 50 das169 instancias adaptadas do TSPLIB, considerando um temjite lite
duas horas. Comparando com o algoritmo de [Myung et al. 1@0&lgoritmo de Fere-
mans apresentou limites melhores e conseguiu resolvaniciss bem maiores.

[Golden et al. 2005] apresentam uma comparacao minudmabkguns algoritmos
construtivos e duas heuristicas. Os construtivos cordparsao adaptacoes dos classicos
algoritmos de Kruskal, Prim e Sollin para o Problemaiaieore Geradora Minima. As
adaptacOes de Kruskal e Sollin apresentaram resultadi®res que Prim, e dentre os
dois, ha uma ligeira vantagem para o algoritmo baseado erskiglr. As heuristicas pro-
postas consistem de: uma busca local bastante simplesnpdiciente, e um algoritmo
genético.

Os autores compararam 0s algoritmos nas instancias aldapt® TSPLIB, das
quais 150 possuem o valor 6timo conhecido. As soluc¢des do procedionde busca
local e do algoritmo genético ficaram, em médid), 87% e 0,01% da otimidalidade,
respectivamente. O algoritmo genético também apresamtodesempenho ligeiramente
melhor nos testes com instancias cujo 6timo nao é cadbeccom instancias aleatbrias
propostas pelos autores. Vale colocar que tal algoritme@ne aproximadamente o
dobro do tempo da busca local.

3. GRASP

GRASP Greed Randomized Adaptive Search Procedarema meta-heuristioaulti-
start, proposta por [Feo et al. 1994], em que cada iteracao @osta de uma fase de
construcao e de uma fase aprimoramento (busca local)arigiio processo, a solucao
incubente & armazenada e atualizada sempre que a fasénderaprento resulta em uma
solucao melhor. Ao final de um nimero estabelecido dagfers, o algoritmo retorna a
melhor solucao encontrada.

A fase de construcao gera uma solugao viavel para dgmabatravés de um pro-
cedimento parcialmente guloso e parcialmente aleat@icada estapa da construcao,
a selecao dos elementos que vao compor a solucaocaéaledtoriamente em um sub-
conjunto do melhores elementos candidatos, chamado Les@addidatos Restrita. A
fase de aprimoramento &€ uma busca local. O Algoritmo 1 aptaso pseudo-codigo
de uma versao tradicional do GRASP para um problema de nzag&o. A funcao
cust o( s) retorna o custo da solucaae s* & a solugao incubente.

No GRASP, a fase de construcao € iterativa, adaptativai-gulosa e randdmica.
Contudo as iteracdoes GRASP sao totalmente indepergj@dte havendo nenhum tipo de
memoria nem aprendizagem no decorrer da execucao. Digasvezes ele ser chamado
de multistart Consequentemente, nenhuma informacgao relevantdaohds iteracdes
anteriores sao incorporadas no processo de busca dgdeenemanescentes.

Muitos pesquisadores vém entao utilizando técnicas@uiis, no intuito de apro-
veitar de alguma forma resultados obtidos para tentar érezanelhores solucdes, como
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acontece com 0 GRASP reativo [Prais and Ribeiro 2000] e comsoade reconexao de
caminhos [Resende and Ribeiro 2003], [Silva et al. ], [Gtuesaet al. 2005]por exem-

plo.

Neste trabalho, sao propostos duas versdoes GRASP par@dBAum GRASP
puro (GRASP), que segue o modelo tradicional explicadorimmente; e um GRASP
com memoria adaptativa, que € a versao incluindo o nebdelreconexao de caminhos
(RC) (GRASP+MA).

Nesta secao serao apresentados os algoritmos que comgmeluas versoes
GRASP propostas: a heuristica de construcao, o proegdorde busca local e 0 me-
canismo de reconexao de caminhos.

3.1. Heuristica de Constru@o

Foram implementadas diferentes heuristicas constgytilentre elas adaptacdes dos algo-
ritmos de Kruskal, Prim e uma heuristica aqui proposta,d@eseao calculo das distancias
médias (HDM) para o PAGMG. Resultados preliminares demnargsn que a HDM apre-
senta o melhor desempenho médio. Essa heuristica HDdvegplicada a seguir.

O objetivo da HDM & selecionar um vértieg¢i| em cada grupd; levando em
consideracao os grupos a quepodera estar conectado na solugao. A selecag|de
é feita com base em sua distancia média a um conjinto {V' \ V;}, dado queS; &
composto por vértices que se encontram a uma distanciermad,,,,, do grupoV;.

Ao inicio da construcao, define-se aleatoriamente urdarorpara percorrer 0s
grupos. Em seguida, a cada grupgopercorrido, constrbi-se o conjunt§). A seguir,
calcula-se a distancia de cada vértice V; aos elementos d§;. A distanciady, s,; de
um vérticev a S; € 0 custo médio das arestas entre os vértices presentes esf ou
2 ues; Cuw)

|53l

A selecao do vértice[i| é feita aleatoriamente dentre os elementos de Lista
de candidatos Restritqt CR), formada pelo subconjunto dos melhores candidatosco
feito tradicionalmente na fase de constru¢cao do GRASEteNm=so, a LCR é composta de
cada verticey cuja distancialy, s,; € menor ou igual &, + a(diar — dinin), ONAed, 5,

e d,n.. SA0 a menor e a maior distancia de todos os vértices do fupespectivamente.
O parametrax € [0, 1] indica 0 quao gulosa seré essa selecao. #aral, por exemplo,
0 comportamento do algoritmo & totalmente aleatorio @Rds and Ribeiro 2003]. Uma

seja,dy, s, =



observacao importante & que na constru¢ca®,deos grupos que ja possuem vértices
fixados na solucao, apenas estes integrérao

3.2. Busca Local

A busca local implementada foi utilizada no PAGMG primeieante por Golden et.

al. [Golden et al. 2005]. A fim de facilitar o calculo da vikenca, considera-se cada
solugao como um conjunto de vértices, um de cada grupo. A avaliagao das solucdes &
feita calculando-se a arvore de custo minimo que cubra&digs presentes na solucao.
Dada uma solucao inicial o procedimento pode ser descrito basicamente nas tigsseta
abaixo:

1. Aleatoriamente define-se uma ordem em que 0s grupos\&sitamlos

2. A cada visita a um grup®;, calcula-se todos os vizinhos dem relacao &;. A
solucao corrente passa a ser o melhor vizislhoaso este seja melhor gsle

3. Repete-se 0 passo 2 até gu@rupos sejam visitados sem que haja melhoras na
solucgao corrente.

Considerando que & composta pelos vérticgsy, ..., 7, }, sua vizinhanca em
relagao ao grupd; sao todas as solu¢des = {7, ...,7,,} em quey; # v; e, =
v;, Vi € {1,..,m} \ i. Ou seja, em relagao ao grupp s possui/V;| — 1 vizinhos.

3.3. Recone#o de Caminhos

O mecanismo de Reconexao de CaminliRadl{ Relinking, proposto originalmente para
a busca tabu secatter searctpor Glover [Glover et al. 2000], tem como objetivo encon-
trar solugdes intermediarias entre duas boas sotue@izemas. O algoritmo parte de
umasolu@o bases,, e passo-a-passo a transformagmchamadaolugo guia Nesse
trajeto, entende-se que pode ser encontrada uma solwegthomues, e s,.

No procedimento implementado neste trabalho, as sobug@@ representadas por
conjuntos den vértices e a sua avaliacao € feita pelo céalculo darargeradora minima
- a mesma representacao usada na busca local.

Ses, e s4 sao duas solucdes cahveértices diferentes entre si, um movimento de
so parasy € a substituicao de um vértice ef por um vértice des;. A reconexao de
caminhos prodece da seguinte forma: partindegleim movimento para, € gerado e
tem-se uma solucao intermediasig a seguir mais um movimento & geradosgd@ sy; e
assim por diante até que se chegue a uma sokjcapaposd — 1 movimentos realizados.

A Figura 2 ilustra um exemplo do funcionamento do mecanismeese cass, €
o grafo ilustrado na Figura 1. Comg = {3,6,8,12} e a solugao guia; = {3,5,7,11}
ha trés diferencas entre as duas solucdes,3. Ha, portanto, trés candidatos para gerar
s1: {3,6,8,11}, {3,5,8,12} e{3,6,7,12}. A melhor opcao & a troca do vértice 6 por 5.
Na proxima iteracao, os candidatos s&e= {3,5,8,11} es? = {3,5,7,12}. A primeira
opcao é selecionada para ser Para o movimento seguinte, a Gnica possibilidade é a
troca do vértice 8 por 7. Com essa mudanca, tem-se aaojgas; € o procedimento
termina.

Neste trabalho, 0 GRASP com reconexao de caminhos maméoomnjunto elite
C'E contendo as melhores distintas solugdes encontradas durante agg@eaté o mo-
mento. Esse conjunto & atualizado a cada iteracao, castuedo gerada pela busca
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Figura 2. llustrando o mecanismo de reconex &o de caminhos.

local seja melhor que a pior solugao ény. Sempre que o algoritmo atingax i t er
iterac0es sem atualizacao do conjunto elite, s&o vetae todas as suas solugdes (com
excecgao da melhor).

A reconexao de caminhos € ativada a partir da iterac@dado de entrada), e
ocorre sempre que a solucao da busca local & no madtmoor que a melhor solucao do
conjunto elite. Aplica-se o procedimento en¢re a solugao dé'E que maximizel (em
outras palavras, fazer a reconexao com a solucaaedite diferente de). A solucao base
por definicao sera sempre a melhor dentre as duas ssudremas. Como estratégia
de intensificacao, o valor deé proporcional ao nUmero de iteracdes sem atualzdea
C'E, ou seja, quanto mais dificil for encontrar uma solugdim @ qualidade das soluc¢des
elite, mais prévavel ocorrer reconexao de caminhos.



4. Resultados Computacionais

Nesta secao, estao apresentados os resultados corgsadtidos por meio de testes
empiricos realizados com o procedimento de busca localGadéden et al. 2005] e as
versoes GRASP aqui propostas. Os testes computaciomnais fealizados em um com-
putador Pentium IV, com 3.2GHz e 1GB de memoria principedando um sistema ope-
racional Linux versao 2.6.8-1.521. Os programas foramementados na linguagem de
programacao C++ e compilados com g++ versao 4.0.2 aitip as opcdes de compilacao
-03 e march=pentium4.

Os testes foram realizados sobre 169 instancias4bri |V| < 226, apresen-
tadas em [Feremans et al. 2000]. Essas instancias foraamagen partir de instancias
do repositorio do Problema do Caixeiro Viajante [Rein®®1]. O agrupamento
dos vertices foi realizado por [Fischetti et al. 1995] par®roblema do Caixeiro Via-
jante Generalizado, através de duas técni€enter Clusteringe Grid Clusterization
[Feremans et al. 2000] apresentou ainda cinco instane@grgficas.

Dentre as instancias utilizadas, 150 possuem valor 6tiomhecido. Para essas
instancias, cada algoritmo foi executado 10 vezes pawioathncia. O critério de parada
estipulado foi encontrar a solugao 6tima ou um tempotérde 300s de execucao. To-
dos os algoritmos conseguiram encontrar as solu¢coemétio tempo médio necessario
para a busca local de Golden foi de 1,06s, para 0 GRASP toadicfoi 2,81 e para o
GRASP+MA foi de 0,28s.

Nos testes com instancias cujo valor 6timo nao & couleed critério de parada
foi atingir um custo igual ou menor ao da melhor solugaohemma, ou um tempo de
execucao de 300s. Os resultados estao descritos naTab®primeira coluna apresenta
0 home da instancia; nas trés colunas seguintes tem-seera’de vértices, grupos e
arestas, respectivamente; a coluna cinco traz o tempo da sl de Golden; as duas
Gltimas colunas apresentam os tempo médio do GRASP iwadice do GRASP com
Memoria Adaptativa (GRASP+MA), respectivamente.

Nas instancias consideradas faceis, em gque os algordoms®guem encontrar o
alvo em menos de 1s, percebe-se que nao ha grandes difermtce os trés algoritmos.
Isso acontece porque os algoritmos encontram as solagfieantes mesmo que o meca-
nismo de reconexao de caminhos seja ativado no GRASP+MAlif&encas aparecem
nas instancias mais dificeis. Somente o GRASP+MA coreseguontrar todos os alvos
no tempo estipulado.

Adicionalmente foi realizada uma bateria de testes paraadisanda funcao
de distribuicao cumulativa da probabilidade dos algoo$ atingirem uma determinada
solucao alvo em relagao ao tempo. O objetivo € verificeempo necessario para que 0s
algoritmos encontrem solucdes de boa qualidade.

Em cada experimento, foram computados os tempos de 100g¢g&e=cindepen-
dentes para cada algoritmo. Nos graficos da Figura 3, egt@sentados os resultados
obtidos com a instancia 40krob200. Em cada curva, o i-@simanor tempo de execucao
rt; foi associado a probabilidade = (i — 0,5)/100, gerando pontosr(;, p;) para
i=1,...,100.

A analise dos graficos pode ser feita considerando o afiehto das curvas: a



Busca Local GRASP GRASP+MA
Alvo | Custo | T(s) | Custo | T(s) | Custo | T(s)
40d198 | 198 | 18841 | 40 | 7044 7044 1,27 7044 0,77 7044 0,26
419gr202 | 202 | 19532 | 41| 242 242 7,53 242 10,08 242 0,45
45ts225 | 225 | 24650| 45 | 62269| 62268 | 39,92 | 62268,2| 8,97 | 62268,8| 1,21
46pr226 | 226 | 24626 | 46 | 55515| 55515 | 0,014 | 55515 0,01 55515 | 0,013
67d198 | 198 | 19101 | 67 | 8283 8283 | 39,48| 8284,6 | 279,93| 8283 6,75
68gr202 | 202 | 19826 | 68 | 293 293 1,19 293 0,51 293 0,67
75ts225 | 225| 24900| 75| 79019| 79019 | 88,89| 79019 | 24,78 | 79019 | 0,32
84pr226 | 226 | 25118 | 84 | 62527 | 62527 | 0,08 | 62527 0,20 62527 | 0,15
40d198 | 198 | 18772 | 40 | 7098 7098 0,12 7098 1,65 7098 0,29
41gr202 | 202 | 19303 | 41| 232 232 19,82| 232,2 140,3 232 2,07
45ts225 | 225 | 24726 | 45 | 60588 | 60641,6| 300 | 60636,6| 271,2 | 60588 | 61,02
50pr226 | 226 | 24711 | 50 | 56721| 56721 | 0,033| 56721 0,01 56721 | 0,01
32d198 | 198 | 18372 | 32 | 6501 6501 | 0,028| 6501 0,04 6501 0,04
31gr202 | 202 | 18872| 31| 203 203 0,33 203 0,23 203 0,17
35ts225 | 225 | 24544 | 35| 50813| 50813 | 1,52 | 50813 2,00 50813 | 0,56
33pr226 | 226 | 24355 | 33 | 48249 | 48249 | 0,01 | 48249 0,01 48249 | 0,03
25d198 | 198 | 18149| 25| 6185 6185 0,05 | 48249 0,01 6185 0,09
21gr202 | 202 | 17904 | 21 | 177 177 0,22 177 0,50 177 0,52
25ts225 | 225 | 24300| 25 | 40339| 40339 | 0,28 | 40339 0,18 40339 | 0,23

Instancia| |V| | |E| | m

Tabela 1. Resultados comparativos para inst  ancias cujo valor 6timo n &o é co-
nhecido.

curva mais a esquerda indica o algoritmo que converge rapida para o valor alvo.

Pode-se perceber que a busca local de [Golden et al. 2008 g&stempo maior para
encontrar as solucdes alvo, seguida da versao do GRABIRibnal. As curvas comecam
a divergir em torno de 0,4s, tempo médio em que a reconex@aminhos é ativada. Na
média, verificando os graficos das figuras 3 e 4, percebets® gqnelhor desempenho
(curva mais a esquerda) foi do GRASP+MA.

A influéncia do mecanismo de memoria adaptativa atragéscbnexao de cami-
nhos se torna mais evidente nos graficos da Figura 4, qusempeeos resultados para a
instancia 45ts225. Nesse caso, os algoritmos tém macsildifide para encontrar boas
solugdes. Na Figura 4(b), foram desconsideradas as gxesem que os algoritmos nao
conseguiram encontrar os alvos.

Mesmo considerando um alvo facil, ha uma diferenca canével nos tempos
gastos pelos algoritmos. A versao do GRASP+MA converge tinais rapido, ha 100%
de probabilidade do algoritmo encontrar a solugcao alvar@nos de 27s, enquanto para
0s outros dois algoritmos essa probabilidade nao pass@%e Para um alvo dificil
(figura 4b), os algoritmos sem reconexao de caminhos n@segoiem encontrar 0s alvos
no tempo estipulado.

5. Concluses e Trabalhos Futuros

Este trabalho abordou a utilizacao da heuristica GRASRsolucdo do PAGMG. Diante
do fato de que o funcionamento do GRASP tradicional nao seid@m aprendizagem
sobre a sua execuc¢ao, o objetivo foi analisar a influédaiatilizacdo de memoria para
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armazenar informacdes das melhores solucdes obtid@sraomento (conjunto elite) so-
bre o desempenho do GRASP. Neste contexto, foram propastaydrsdes da heuristica:
uma tradicional, composta por um algoritmo construtivgoesio neste trabalho e um al-
goritmo de busca local da literatura (GRASP); e uma versi@odifere da primeira por
utilizar o mecanismo de reconexao de caminhos (GRASP+M#ge mecanismo é apli-
cado sobre um conjunto das melhores solu¢cdes encontnadiecorrer do algoritmo.

Os resultados comparativos com o algoritmo da literatudecam que a aplicacao
de memoria adaptativa, com a reconexao de caminhos, fazjoe o GRASP convirga
mais rapido para boas solu¢des, especialmente no casiuddes alvo dificeis.

Como trabalhos futuros, propde-se a implementacao dé RSP com memaoria
adaptativa, que inicialmente treine varias heuristicasstrutivas e buscas locais e
apos o treinamento utilize somente as combinacdes qaeage solugcdes melhores nas
iteracO0es remanescentes. Dessa forma, procura-setearqmara cada instancia, a melhor
combinacao de métodos construtivo + busca local.

Propde-se também a analise da utilizacao de memariawdros elementos do
GRASP, como o parametrg e parametros especificos dos algoritmos construtivos.
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