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Abstract. The Generalized Minimum Spanning Tree Problem consists of given
a graphG whose vertices are divided into clusters, finding a tree spanning all
clusters ofG, in such a way that minimizes the total cost of the edges. Applica-
tions of this problem can be found in telecommunications networks, power dis-
tribution networks and in agricultural irrigation systems. This paper presents a
GRASP metaheuristic with adaptive memory to solve this problem. Experimen-
tal results illustrate the effectiveness of the proposed method.

Resumo. O Problema dáArvore de Cobertura Ḿınima Generalizado (PAGMG)
consiste em, dado um grafoG cujos v́ertices est̃ao divididos em grupos, encon-
trar umaárvore que cubra todos os grupos deG, de forma que a soma do custo
das arestas deT seja ḿınima. Aplicaç̃oes deste problema são encontradas em
redes de telecomunicações, redes de distribuição de energia elétrica, e em siste-
mas de irrigaç̃ao agŕıcola. Este trabalho apresenta uma metaheuristica GRASP
com meḿoria adaptativa para a soluç̃ao do PAGMG. Resultados experimentais
mostram a eficîencia do ḿetodo proposto.

1. Introdução

Este trabalho aborda uma generalização do clássico Problema daÁrvore Geradora
Mı́nima, em que o conjunto de vértices está dividido em grupos e o objetivo é determinar
uma árvore de custo mı́nimo que cubra exatamente um vértice de cada grupo. Este pro-
blema é denominado Problema daÁrvore Geradora Mı́nima Generalizado (Generalized
Minimum Spanning Tree Problem- PAGMG) e foi introduzido por [Myung et al. 1995].

Aplicações para o PAGMG podem ser encontradas nas áreas de designde redes
de telecomunicações, onde redes locais precisam ser interconectadas para formar redes
maiores [Feremans et al. 2000], na localização de instalações e mesmo na descrição de
processos fı́sicos que compõem redes [Kansal and Torquato2001].

O presente trabalho tem como objetivo propor duas versões da heurı́stica GRASP
para o PAGMG. Um GRASP tradicional e um GRASP incorporando conceito de memória
adaptativa, cuja função é armazenar informações relevantes das iterações já efetuadas pelo
algoritmo, com o intuito de tentar melhorar o trabalho de busca nas iterações seguintes.
O módulo proposto para minerar informações relevantes ´e baseado na noção deconjunto
elitee na técnica deReconex̃ao de Caminhos.



O trabalho está organizado como segue: a seção 2 traz uma descrição do problema
e uma revisão dos trabalhos da literatura; na seção 3 sãodescritas as versões GRASP
propostas; na seção 4 encontram-se os resultados computacionais e, por fim, na seção 5
são apresentadas as conclusões e algumas sugestões de trabalhos futuros.

2. O Problema daÁrvore Geradora M ı́nima Generalizado

O PAGMG pode ser definido sobre um grafo não-direcionadoG(V, E) ondeV representa
o conjunto de vértices eE o conjunto de arestas. Cada arestae possui um custoce ∈ R+.
Neste problema, o conjunto de vérticesV é particionado emm grupos disjuntosV1, ..., Vm

e o objetivo é determinar uma árvore de custo mı́nimo que cubra exatamente um vértice
de cada grupo.

Diferentemente do Problema daÁrvore Geradora Mı́nima, o PAGMG é classifi-
cado comoNP-difı́cil [Myung et al. 1995] e de nosso conhecimento existeapenas um
número reduzido de trabalhos relacionados até o presentemomento.

A Figura 1 ilustra o exemplo de uma solução para o PAGMG em umgrafo cujo
conjunto de vértices está particionado em quatro grupos.No exemplo, as arestas (3,5),
(3,7) e (7,11) compoem a solução.

Figura 1. Uma soluç ão para o PAGMG

Aplicações do problema podem ser encontradas, por exemplo, na área de
telecomunicações, onde as redes regionais precisam ser interconectadas por uma árvore
que contenha uma conexão para cada sub-rede. Para essa interconexão, um vértice
de cada sub-rede deve ser selecionado comogateway[Myung et al. 1995]. O PAGMG
também se aplica a vários problemas relacionados à localização de instalações que pre-
cisam estar conectadas por meio de rodovias oulinks de comunicação. Um exemplo
acontece quando uma empresa quer estabelecer centros regionais de distribuição para
suas lojas e precisa selecionar um ponto em cada região a fim de construir uma rede de
comunicação interconectando esses centros [Shyu et al. 2003]. Outra aplicação é descrita
por [Dror et al. 2000] na área de irrigação agrı́cola.

2.1. Trabalhos Relacionados

O PAGMG foi primeiramente abordado por [Myung et al. 1995], que demonstrou que
o problema é fortementeNP-difı́cil. Myung também propôs quatro formulações de
programação inteira mista e um algoritmobranch-and-boundque resolveu para a oti-
malidade, instâncias com até 100 vértices.



Dentre os principais trabalhos, pode-se citar [Feremans etal. 2000], que na sua
tese de doutorado fez uma investigação da estrutura poli´edrica do PAGMG. A tese
também propôs um algoritmobranch-and-cute quatro famı́lias de desigualdades válidas:
desigualdades de Hammock, de ciclos ı́mpares, de casamentode ciclos ı́mpares e de “bu-
racos” ı́mpares. Obranch-and-cutconseguiu resolver todas as instâncias euclideanas com
até 160 vértices e todas as instâncias com custos aleatórios com até 200 vértices. Também
resolveu150 das169 instâncias adaptadas do TSPLIB, considerando um tempo limite de
duas horas. Comparando com o algoritmo de [Myung et al. 1995], o algoritmo de Fere-
mans apresentou limites melhores e conseguiu resolver instâncias bem maiores.

[Golden et al. 2005] apresentam uma comparação minuciosade alguns algoritmos
construtivos e duas heurı́sticas. Os construtivos comparados são adaptações dos clássicos
algoritmos de Kruskal, Prim e Sollin para o Problema daÁrvore Geradora Mı́nima. As
adaptações de Kruskal e Sollin apresentaram resultados melhores que Prim, e dentre os
dois, há uma ligeira vantagem para o algoritmo baseado em Kruskal. As heurı́sticas pro-
postas consistem de: uma busca local bastante simples, por´em eficiente, e um algoritmo
genético.

Os autores compararam os algoritmos nas instâncias adaptadas do TSPLIB, das
quais150 possuem o valor ótimo conhecido. As soluções do procedimento de busca
local e do algoritmo genético ficaram, em média, a0, 07% e 0, 01% da otimidalidade,
respectivamente. O algoritmo genético também apresentou um desempenho ligeiramente
melhor nos testes com instâncias cujo ótimo não é conhecido e com instâncias aleatórias
propostas pelos autores. Vale colocar que tal algoritmo consome aproximadamente o
dobro do tempo da busca local.

3. GRASP
GRASP (Greed Randomized Adaptive Search Procedure) é uma meta-heurı́sticamulti-
start, proposta por [Feo et al. 1994], em que cada iteração é composta de uma fase de
construção e de uma fase aprimoramento (busca local). Durante o processo, a solução
incubente é armazenada e atualizada sempre que a fase de aprimoramento resulta em uma
solução melhor. Ao final de um número estabelecido de iterações, o algoritmo retorna a
melhor solução encontrada.

A fase de construção gera uma solução viável para o problema através de um pro-
cedimento parcialmente guloso e parcialmente aleatório.A cada estapa da construção,
a seleção dos elementos que vão compor a solução é feita aleatoriamente em um sub-
conjunto do melhores elementos candidatos, chamado Lista de Candidatos Restrita. A
fase de aprimoramento é uma busca local. O Algoritmo 1 apresenta o pseudo-código
de uma versão tradicional do GRASP para um problema de minimização. A função
custo(s) retorna o custo da soluçãos es∗ é a solução incubente.

No GRASP, a fase de construção é iterativa, adaptativa, semi-gulosa e randômica.
Contudo as iterações GRASP são totalmente independentes, não havendo nenhum tipo de
memória nem aprendizagem no decorrer da execução. Daı́ muitas vezes ele ser chamado
de multistart. Conseqüentemente, nenhuma informação relevante obtida nas iterações
anteriores são incorporadas no processo de busca das iterações remanescentes.

Muitos pesquisadores vêm então utilizando técnicas adicionais, no intuito de apro-
veitar de alguma forma resultados obtidos para tentar encontrar melhores soluções, como



Algoritmo 1 GRASP
s∗ ← ∅;
para todo i ∈ {1, ..., max iter} faça

s0 ← constroi solucao(α);
s← busca local(s0);
secusto(s)≤ custo(s∗) então

s∗ ← s;
fim se

fim para
retornar s∗;

acontece com o GRASP reativo [Prais and Ribeiro 2000] e com o uso de reconexão de
caminhos [Resende and Ribeiro 2003], [Silva et al. ], [Goncalves et al. 2005]por exem-
plo.

Neste trabalho, são propostos duas versões GRASP para o PAGMG: um GRASP
puro (GRASP), que segue o modelo tradicional explicado anteriomente; e um GRASP
com memória adaptativa, que é a versão incluindo o módulo de reconexão de caminhos
(RC) (GRASP+MA).

Nesta seção serão apresentados os algoritmos que compoem as duas versões
GRASP propostas: a heurı́stica de construção, o procedimento de busca local e o me-
canismo de reconexão de caminhos.

3.1. Heuŕıstica de Construç̃ao

Foram implementadas diferentes heurı́sticas construtivas, dentre elas adaptações dos algo-
ritmos de Kruskal, Prim e uma heuristica aqui proposta, baseada no cálculo das distâncias
médias (HDM) para o PAGMG. Resultados preliminares demonstraram que a HDM apre-
senta o melhor desempenho médio. Essa heurı́stica HDM ser´a explicada a seguir.

O objetivo da HDM é selecionar um vérticeγ[i] em cada grupoVi levando em
consideração os grupos a queVi poderá estar conectado na solução. A seleção deγ[i]
é feita com base em sua distância média a um conjuntoSi ⊆ {V \ Vi}, dado queSi é
composto por vértices que se encontram a uma distância máximaDmax do grupoVi.

Ao inı́cio da construção, define-se aleatoriamente uma ordem para percorrer os
grupos. Em seguida, a cada grupoVi percorrido, constrói-se o conjuntoSi. A seguir,
calcula-se a distância de cada vérticev ∈ Vi aos elementos deSi. A distânciad{v,Si} de
um vérticev a Si é o custo médio das arestas entrev e os vértices presentes emSi, ou

seja,d{v,Si} =

∑
u∈Si

c(u,v)

|Si|
.

A seleção do vérticeγ[i] é feita aleatoriamente dentre os elementos de umaLista
de candidatos Restritos(LCR), formada pelo subconjunto dos melhores candidatos como
feito tradicionalmente na fase de construção do GRASP. Neste caso, a LCR é composta de
cada vérticev cuja distânciad{v,Si} é menor ou igual admin +α(dmax− dmin), ondedmin

edmax são a menor e a maior distância de todos os vértices do grupo Vi, respectivamente.
O parâmetroα ∈ [0, 1] indica o quão gulosa será essa seleção. Paraα = 1, por exemplo,
o comportamento do algoritmo é totalmente aleatório [Resende and Ribeiro 2003]. Uma



observação importante é que na construção deSi, nos grupos que já possuem vértices
fixados na solução, apenas estes integrarãoSi.

3.2. Busca Local

A busca local implementada foi utilizada no PAGMG primeiramente por Golden et.
al. [Golden et al. 2005]. A fim de facilitar o cálculo da vizinhança, considera-se cada
solução como um conjunto dem vértices, um de cada grupo. A avaliação das soluções é
feita calculando-se a árvore de custo mı́nimo que cubra os vértices presentes na solução.
Dada uma solução inicials, o procedimento pode ser descrito basicamente nas três etapas
abaixo:

1. Aleatoriamente define-se uma ordem em que os grupos serãovisitados
2. A cada visita a um grupoVi, calcula-se todos os vizinhos des em relação aVi. A

solução corrente passa a ser o melhor vizinhos′, caso este seja melhor ques.
3. Repete-se o passo 2 até quem grupos sejam visitados sem que haja melhoras na

solução corrente.

Considerando ques é composta pelos vértices{γ1, ..., γm}, sua vizinhança em
relação ao grupoVi são todas as soluçõess′ = {γ′

1, ..., γ
′
m} em queγ′

i 6= γi e γ′
j =

γj, ∀j ∈ {1, .., m} \ i. Ou seja, em relação ao grupoVi, s possui|Vi| − 1 vizinhos.

3.3. Reconex̃ao de Caminhos

O mecanismo de Reconexão de Caminhos (Path Relinking), proposto originalmente para
a busca tabu escatter searchpor Glover [Glover et al. 2000], tem como objetivo encon-
trar soluções intermediárias entre duas boas soluções extremas. O algoritmo parte de
umasoluç̃ao bases0, e passo-a-passo a transforma emsd, chamadasoluç̃ao guia. Nesse
trajeto, entende-se que pode ser encontrada uma solução melhor ques0 esd.

No procedimento implementado neste trabalho, as soluções são representadas por
conjuntos dem vértices e a sua avaliação é feita pelo cálculo da árvore geradora mı́nima
- a mesma representação usada na busca local.

Ses0 e sd são duas soluções comd vértices diferentes entre si, um movimento de
s0 parasd é a substituição de um vértice ems0 por um vértice desd. A reconexão de
caminhos prodece da seguinte forma: partindo des0, um movimento parasd é gerado e
tem-se uma solução intermediárias1; a seguir mais um movimento é gerado, des1 asd; e
assim por diante até que se chegue a uma soluçãosd−1, apósd−1 movimentos realizados.

A Figura 2 ilustra um exemplo do funcionamento do mecanismo,nesse casosd é
o grafo ilustrado na Figura 1. Comos0 = {3, 6, 8, 12} e a solução guiasd = {3, 5, 7, 11}
há três diferenças entre as duas soluções,d = 3. Há, portanto, três candidatos para gerar
s1: {3, 6, 8, 11}, {3, 5, 8, 12} e{3, 6, 7, 12}. A melhor opção é a troca do vértice 6 por 5.
Na próxima iteração, os candidatos sãos1

1 = {3, 5, 8, 11} es2
1 = {3, 5, 7, 12}. A primeira

opção é selecionada para sers2. Para o movimento seguinte, a única possibilidade é a
troca do vértice 8 por 7. Com essa mudança, tem-se a soluç˜ao guias3 e o procedimento
termina.

Neste trabalho, o GRASP com reconexão de caminhos mantém um conjunto elite
CE contendo ast melhores distintas soluções encontradas durante a execução até o mo-
mento. Esse conjunto é atualizado a cada iteração, caso asolução gerada pela busca



Figura 2. Ilustrando o mecanismo de reconex ão de caminhos.

local seja melhor que a pior solução emCE. Sempre que o algoritmo atingemax iter
iterações sem atualização do conjunto elite, são removidas todas as suas soluções (com
exceção da melhor).

A reconexão de caminhos é ativada a partir da iteraçãoµ (dado de entrada), e
ocorre sempre que a solução da busca local é no máximop% pior que a melhor solução do
conjunto elite. Aplica-se o procedimento entres e a solução deCE que maximized (em
outras palavras, fazer a reconexão com a solução elitemais diferente des). A solução base
por definição será sempre a melhor dentre as duas soluções extremas. Como estratégia
de intensificação, o valor dep é proporcional ao número de iterações sem atualização de
CE, ou seja, quanto mais difı́cil for encontrar uma solução com a qualidade das soluções
elite, mais próvavel ocorrer reconexão de caminhos.



4. Resultados Computacionais

Nesta seção, estão apresentados os resultados comparativos obtidos por meio de testes
empı́ricos realizados com o procedimento de busca local de [Golden et al. 2005] e as
versões GRASP aqui propostas. Os testes computacionais foram realizados em um com-
putador Pentium IV, com 3.2GHz e 1GB de memória principal, rodando um sistema ope-
racional Linux versão 2.6.8-1.521. Os programas foram implementados na linguagem de
programação C++ e compilados com g++ versão 4.0.2 utilizando as opções de compilação
-o3 e march=pentium4.

Os testes foram realizados sobre 169 instâncias com48 ≤ |V | ≤ 226, apresen-
tadas em [Feremans et al. 2000]. Essas instâncias foram geradas a partir de instâncias
do repositório do Problema do Caixeiro Viajante [Reinelt 1991]. O agrupamento
dos vértices foi realizado por [Fischetti et al. 1995] parao Problema do Caixeiro Via-
jante Generalizado, através de duas técnicas:Center Clusteringe Grid Clusterization.
[Feremans et al. 2000] apresentou ainda cinco instâncias geográficas.

Dentre as instâncias utilizadas, 150 possuem valor ótimoconhecido. Para essas
instâncias, cada algoritmo foi executado 10 vezes para cada instância. O critério de parada
estipulado foi encontrar a solução ótima ou um tempo limite de 300s de execução. To-
dos os algoritmos conseguiram encontrar as soluções ótimas. O tempo médio necessário
para a busca local de Golden foi de 1,06s, para o GRASP tradicional foi 2,81 e para o
GRASP+MA foi de 0,28s.

Nos testes com instâncias cujo valor ótimo não é conhecido, o critério de parada
foi atingir um custo igual ou menor ao da melhor solução conhecida, ou um tempo de
execução de 300s. Os resultados estão descritos na Tabela 1. A primeira coluna apresenta
o nome da instância; nas três colunas seguintes tem-se o n´umero de vértices, grupos e
arestas, respectivamente; a coluna cinco traz o tempo da busca local de Golden; as duas
últimas colunas apresentam os tempo médio do GRASP tradicional e do GRASP com
Memória Adaptativa (GRASP+MA), respectivamente.

Nas instâncias consideradas fáceis, em que os algoritmosconseguem encontrar o
alvo em menos de 1s, percebe-se que não há grandes diferenc¸as entre os três algoritmos.
Isso acontece porque os algoritmos encontram as soluçõesalvo antes mesmo que o meca-
nismo de reconexão de caminhos seja ativado no GRASP+MA. Asdiferenças aparecem
nas instâncias mais difı́ceis. Somente o GRASP+MA consegue encontrar todos os alvos
no tempo estipulado.

Adicionalmente foi realizada uma bateria de testes para a análise da função
de distribuição cumulativa da probabilidade dos algoritmos atingirem uma determinada
solução alvo em relação ao tempo. O objetivo é verificaro tempo necessário para que os
algoritmos encontrem soluções de boa qualidade.

Em cada experimento, foram computados os tempos de 100 execuções indepen-
dentes para cada algoritmo. Nos gráficos da Figura 3, estãoapresentados os resultados
obtidos com a instância 40krob200. Em cada curva, o i-ésimo menor tempo de execução
rti foi associado à probabilidadepi = (i − 0, 5)/100, gerando pontos (rti, pi) para
i = 1, ..., 100.

A análise dos gráficos pode ser feita considerando o alinhamento das curvas: a



Busca Local GRASP GRASP+MA
Instância |V | |E| m

Alvo Custo T (s) Custo T (s) Custo T (s)

40d198 198 18841 40 7044 7044 1,27 7044 0,77 7044 0,26
41gr202 202 19532 41 242 242 7,53 242 10,08 242 0,45
45ts225 225 24650 45 62269 62268 39,92 62268,2 8,97 62268,8 1,21
46pr226 226 24626 46 55515 55515 0,014 55515 0,01 55515 0,013
67d198 198 19101 67 8283 8283 39,48 8284,6 279,93 8283 6,75
68gr202 202 19826 68 293 293 1,19 293 0,51 293 0,67
75ts225 225 24900 75 79019 79019 88,89 79019 24,78 79019 0,32
84pr226 226 25118 84 62527 62527 0,08 62527 0,20 62527 0,15
40d198 198 18772 40 7098 7098 0,12 7098 1,65 7098 0,29
41gr202 202 19303 41 232 232 19,82 232,2 140,3 232 2,07
45ts225 225 24726 45 60588 60641,6 300 60636,6 271,2 60588 61,02
50pr226 226 24711 50 56721 56721 0,033 56721 0,01 56721 0,01
32d198 198 18372 32 6501 6501 0,028 6501 0,04 6501 0,04
31gr202 202 18872 31 203 203 0,33 203 0,23 203 0,17
35ts225 225 24544 35 50813 50813 1,52 50813 2,00 50813 0,56
33pr226 226 24355 33 48249 48249 0,01 48249 0,01 48249 0,03
25d198 198 18149 25 6185 6185 0,05 48249 0,01 6185 0,09
21gr202 202 17904 21 177 177 0,22 177 0,50 177 0,52
25ts225 225 24300 25 40339 40339 0,28 40339 0,18 40339 0,23

Tabela 1. Resultados comparativos para inst âncias cujo valor ótimo n ão é co-
nhecido.

curva mais à esquerda indica o algoritmo que converge mais rápido para o valor alvo.
Pode-se perceber que a busca local de [Golden et al. 2005] gasta um tempo maior para
encontrar as soluções alvo, seguida da versão do GRASP tradicional. As curvas começam
a divergir em torno de 0,4s, tempo médio em que a reconexão de caminhos é ativada. Na
média, verificando os gráficos das figuras 3 e 4, percebe-se que o melhor desempenho
(curva mais a esquerda) foi do GRASP+MA.

A influência do mecanismo de memória adaptativa através da reconexão de cami-
nhos se torna mais evidente nos gráficos da Figura 4, que apresenta os resultados para a
instância 45ts225. Nesse caso, os algoritmos têm mais dificuldade para encontrar boas
soluções. Na Figura 4(b), foram desconsideradas as execuções em que os algoritmos não
conseguiram encontrar os alvos.

Mesmo considerando um alvo fácil, há uma diferença considerável nos tempos
gastos pelos algoritmos. A versão do GRASP+MA converge bemmais rápido, há 100%
de probabilidade do algoritmo encontrar a solução alvo emmenos de 27s, enquanto para
os outros dois algoritmos essa probabilidade não passa de 17%. Para um alvo difı́cil
(figura 4b), os algoritmos sem reconexão de caminhos não conseguem encontrar os alvos
no tempo estipulado.

5. Conclus̃oes e Trabalhos Futuros

Este trabalho abordou a utilização da heurı́stica GRASP na resolução do PAGMG. Diante
do fato de que o funcionamento do GRASP tradicional não se baseia em aprendizagem
sobre a sua execução, o objetivo foi analisar a influênciada utilização de memória para
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Figura 3. An álise empı́rico-Probabilı́stica dos algoritmos com a inst ância
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Figura 4. An álise empı́rico-Probabilı́stica dos algoritmos com a inst ância 45ts225

armazenar informações das melhores soluções obtidas até o momento (conjunto elite) so-
bre o desempenho do GRASP. Neste contexto, foram propostas duas versões da heurı́stica:
uma tradicional, composta por um algoritmo construtivo proposto neste trabalho e um al-
goritmo de busca local da literatura (GRASP); e uma versão que difere da primeira por
utilizar o mecanismo de reconexão de caminhos (GRASP+MA).Esse mecanismo é apli-
cado sobre um conjunto das melhores soluções encontradasno decorrer do algoritmo.

Os resultados comparativos com o algoritmo da literatura indicam que a aplicação
de memória adaptativa, com a reconexão de caminhos, faz com que o GRASP convirga
mais rápido para boas soluções, especialmente no caso desoluções alvo difı́ceis.

Como trabalhos futuros, propõe-se a implementação de umGRASP com memória
adaptativa, que inicialmente treine várias heurı́sticasconstrutivas e buscas locais e
após o treinamento utilize somente as combinações que geraram soluções melhores nas
iterações remanescentes. Dessa forma, procura-se encontrar para cada instância, a melhor
combinação de métodos construtivo + busca local.

Propõe-se também a análise da utilização de memória em outros elementos do
GRASP, como o parâmetroα, e parâmetros especı́ficos dos algoritmos construtivos.



Referências

Dror, M., Haouari, M., and Chaouachi, J. S. (2000). Generalized spanning trees.Euro-
pean Journal of Operational Research, 120:583–592.

Feo, T., Resende, M., and Smith, S. (1994). A greedy randomized adaptive search proce-
dure for maximum independent set.Operations Research, 42:860–878.
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Université Libre de Bruxelles, Bruxelas, Bélgica. Available athttp://smg.ulb.
ac.be.

Fischetti, M., Salazar, J. J., and Toth, P. (1995). The symmetric generalized traveling
salesman polytope.Networks, 26:113–123.

Glover, F., Laguna, M., and Martı́, R. (2000). Fundamentalsof scatter-search and path
relinking. Control ans Cybernetics, 36:653–684.
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