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Aula passada: Noc¢des estudadas

@ gestdo de projetos: PERT
Hoje:

@ simulacdo
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Caraterizacdo de um caminho

@ Durac3o esperada das atividades de um caminho
= Z(i,j)eoaminho E[Tij]
@ Variancia da duracio das atividades no caminho
= Z(i,j)ecaminho Var( TU)
e DT — duragio total das atividades no caminho critico

o (determinado pelo CPM)
o DT — variavel aleatéria

o Admite-se que o niimero de atividades é suficientemente grande para
se poder aplicar o teorema do limite central:

DT = > T;

(7,j)Ecaminho critico

tem distribuicdo normal
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Limitacdes da técnica PERT

muitas vezes as duracdes das atividades n3o sdo independentes;
as duracdes podem n3o ter distribuicdo beta;
pode haver varios caminhos criticos;

a hipétese de que o caminho critico é o calculado com as duracdes
médias pode n3o ser valida;

@ uma alternativa a este método € a utilizacdo de simulacdo de Monte
Carlo.
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Simulacdo
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Simulacdo: motivacdo

@ Nos modelos que temos vindo a estudar, encontramos uma formulacio
analitica do problema, que depois otimizamos.

@ Em muitas situacdes isso ndo é possivel, devido a sua complexidade, a
relacdes estocasticas entre componentes do problema, etc.

@ Neste casos, para se conseguir modelos analiticos é necessario fazer
tantas simplificacdes que a solucdes ficam inadequadas a realidade.

@ Uma alternativa é utilizar simulacdo como ferramenta de modelagéo,
analise, e suporte 3 decis3o.
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Simulacdo

Simulagdo é uma técnica em que se imita o funcionamento de
operacdes reais, a medida que elas evoluem com o tempo.

Um modelo de simulacio consiste numa série de pressupostos acerca
da operacdo do sistema, expressa em termos de relacdes matematicas
ou ldgicas entre os objetos de interesse;

Esse modelo é executado ao longo do tempo, em geral com recurso a
computadores;

S30 assim geradas amostras representativas para as medidas de
desempenho;

@ O resultado da simulagdo &, portanto, uma série de observacées (uma
amostra).
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Vantagens e inconvenientes

@ Vantagens:

e a teoria € muito simples;

e modelos sdo mais faceis de aplicar do que os modelos analiticos;

e modelos mais ajustados a realidade (menos simplificacdes); maior
flexibilidade;

o & facil analisar diferentes politicas, parametros, e designs.

@ Inconvenientes:
e simulacdo ndo &€ uma técnica de otimizagio;
o & frequentemente utilizada para analise what-if, mas otimizacdo com
base em simulac3o é lenta, e computacionalmente muito dispendiosa.
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Terminologia essencial

e Um sistema é um conjunto de entidades que agem/interagem com
vista a realizacdo de um fim légico.

@ O estado de um sistema é uma instanciacdo do conjunto de variaveis
necessarias a sua completa descricdo, num determinado instante.

@ Num sistema discreto as variaveis mudam apenas num conjunto
contavel de instantes de tempo.
(Exemplo: a fila de espera de um guichet.)

Num sistema continuo as varidveis mudam de forma ininterrupta
com respeito ao tempo.

(Exemplo: concentracdo de reagente num processo quimico.)

Um modelo de simulacdo estatico é a representacdo de um sistema
num determinado instante — simulacdo de Monte Carlo.

Um modelo de simulacdo dindmico representa a evolucdo de um
sistema ao longo do tempo.
Num sistema deterministico n3o ha variaveis aleatérias.

@ Um sistema estocastico tem pelo menos uma variavel aleatéria
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Simulacdo de eventos discretos: exemplo

@ Sistema: uma fila de espera com um servidor (por exemplo, a fila na
cantina);
@ Clientes chegam ao sistema, e podem
o ser servidos imediatamente (se o servidor estiver disponivel)
e ir para uma fila de espera (caso contrario).
@ Para simularmos o sistema, temos primeiro que o descrever:
© assume-se que os clientes chegam de uma populacio infinita
@ o espaco de espera é ilimitado
© clientes sdo servidos pela ordem de chegada
© chegadas de um cliente de cada vez, com os seguintes intervalos
(minutos); todos os clientes sdo servidos, com os seguintes tempos

(minutos):
intervalo probabilidade tempo de probabilidade
chegada i
atendimento
1 .20
1 .35
2 .30
2 40
3 .35 3 o5
4 .15

@ depois de atendidos, os clientes regressam a populacio.
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Definicdo do estado do sistema

o Variaveis:

namero de clientes no sistema
estado do servidor (livre ou ocupado)
instante da préxima chegada
instante da préxima partida

0000
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Diagrama de fluxo

partida

chegada

servidor
ocupado?

cliente sai
colocar da fila,

estado livre iniciar

servico

cliente vai cliente é
para a fila servido
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Simulacdo do modelo

Um evento é uma situacdo que causa uma alterac3o instantdnea no
estado do sistema. Neste caso:

© chegada ao sistema
@ partida do sistema, depois do servico

Eventos sio sequenciados, ocorrendo a determinados instantes;

@ Toda a informac3o acerca dos eventos é mantida numa lista de
eventos: tipo de evento, instante a que ocorrem;

O tempo é mantido numa variavel, o relégio;

Comega-se a simulagdo com um sistema vazio, e assume-se que o
primeiro evento (um chegada) ocorre no instante 0.

Chegadas depois do instante 0 poderdo encontrar o sistema;

e livre — cliente é servido imediatamente
e ocupado — cliente entra na fila de espera.

Partidas: geracdo aleatéria da durac3o do servico, que & somada
tempo de inicio do servico.
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Avanc¢o do tempo (temporizacdo)

o Next-event time advance: o relégio é avancado para o instante a que
ocorrera o préximo evento relevante.

o Fixed-increment time advance: o relégio avanca sempre At unidades,
apropriadas ao problema (habitualmente uma unidade).

chegada

servico

partida
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Simula¢do: modelo para fila com um servidor

Variaveis

TM — relégio da simulacdo

AT — instante da proxima chegada escalonada
DT — instante da préxima partida escalonada
SS — estado do servidor (1—ocupado, 0—livre)
WL — tamanho da fila de espera

MX — tempo de simulacdo pretendido
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Simula¢do: modelo para fila com um servidor

Diagrama de fluxo

inicializar var-
iaveis de estado

'

WL = WL-1 ]

Y

[ Gerar ST]

Y

DT := TM + ST

Imprime
resultado,
STOP

Y
AT = TM +IT Continuar
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Output da simulacdo

Gomputer Representation of the Simulation

End of Type of Customer System Variables Event List
Event Event Number ™ S8 WL AT o7
0 Initialization — 0 0 0 0 9,999
1 Arrival 1 0 1 0 2 3
2 Arrival 2 2 1 1 4 3
3 Departure 1 3 1 0 4 6
4 Arrival 3 4 1 1 7 6
5 Departure 2 6 1 0 7 8
6 Arrival 4 7 1 1 11 8
7 Departure 3 8 1 0 11 9
8 Departure 4 9 0 0 11 9,999
9 Arrival 5 11 1 0 13 12
10 Departure 5 12 0 0 13 9,999
11 Arrival 6 13 1 0 14 15
12 Arrival 7 14 1 1 17 15
13 Departure 6 15 1 0 17 16
14 Departure 7 16 0 0 17 9,999
15 Arrival 8 17 1 0 20 19
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Geragdo de nameros (pseudo) aleatdrios

@ Esta na base da maior parte dos modelos de simulacio;

@ No exemplo anterior queriamos que o tempo de atendimento fosse:

tempo de  probabilidade
atendimento

pointer

1 .35
2 40
3 .25
@ Como obter amostras com essa frequéncia, e independentes? J
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Método da roleta

e Utiliza-se um gerador com distribui¢do uniforme (entre 0 e 1).

@ Determinar probabilidade acumulada:
tempo de  probabilidade probabilidade  limites para o

atendimento acumulada  namero aleatério
1 .35 .35 [0.00,0.35]
2 40 75 [0.35,0.75]
3 .25 1.00 [0.75,1.00]

@ Seja r um numero aleatério, com distribuicdo uniforme entre 0 e 1

Q se 0 <r<0.35 = tempo de atendimento=1
@ se 0.35 < r < 0.75 = tempo de atendimento=2
@ s 0.75 < r < 1. = tempo de atendimento=3

@ Vers3o incluida no médulo random:

1 import random
2 random.choices([1,2,3], [35,40,25])

Jo3o Pedro Pedroso Métodos de Apoio a Decisdo 2024/2025 19/31



Simulacdo e redes PERT

o Para a simulac3o, utiliza-se uma concretizacio do projeto:
© a cada atividade é atribuida uma duragdo aleatéria, com a distribui¢do
correspondente
@ com essas duracdes determina-se a data mais cedo para a conclusio do
projeto
© ainda com essas duracdes, determina-se quais as atividades criticas
@ repete-se este processo um niamero elevado de vezes, até se ter
confian¢a na amostra

@ com a amostra, determina-se estatisticas para os indicadores desejados
(datas de conclusdo, ...)
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Analise estatistica

@ Os dados obtidos pelo processo de simulacido tém variabilidade
aleatéria;

Para os analisar, & necessario recorrer a métodos estatisticos:

Seja o resultado pretendido um pardmetro 6:

e determinar, através da simulacdo, uma estimativa 6 de 6;
o determinar um intervalo de confianca para essa estimativa (para
determinado nivel de confianca).

Problema:

e os resultados da simulacdo sdo geralmente interdependentes (em
estatistica: os dados s3o autocorrelacionados)

e por vezes as condi¢des iniciais do sistema influenciam os resultados
(periodos transientes, e.g. em filas de espera).
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Analise estatistica: caso mais simples

@ Fazemos n simulacdes independentes, utilizando em todas elas um
determinado critério de paragem;
@ Se todas as simulacdes

e tiverem as mesmas condicdes iniciais

o forem executadas com sequéncias aleatérias diferentes (i.e., os
geradores aleatdrios tiverem diferentes seeds), cada simulacio pode ser
considerada uma observacdo independente.

@ Seja X; a estimativa da medida obtida na observagio i (cada uma é
uma variavel aleatéria, que se assume independente das outras);

@ Na experiéncia recolhe-se a amostra Xq, X5, ..., Xp;
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@ Suponhamos que se pretende um grau de confianca de C%; seja
f=C/100ea=1—f;
e O intervalo de confianca para § = E(X) é X + t(a/2,n-1)/ S%/n em
que
o X =31, Xi/n _
o §? =31 ,(Xi = X)?*/(n—-1)
® t(a,n—1) & 0 valor para o qual, na distribui¢do t de student com n —1
graus se liberdade, se verifica P(t,—1 > t(a,n-1)) = @
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Programa em Python

@ A analise pode ser feita através do programa em Python:

import scipy.stats
import math

def mean_confidence_interval(data, alpha):
n = len(data)
m = float(sum(data))/n # sample mean
var = sum([(x - m)**2 for x in datal) / float(n-1) # sample wariance
# calls the inverse CDF of the Student's t distribution
tfact = scipy.stats.t._ppf(il-alpha/2., n-1)
h = tfact * math.sqrt(var/n)
print(m, var)
print (tfact)
print(tfact * math.sqrt(var/n))
return m-h, m+h

if __name__ == "__main__":
confidence = .95 # 95/
alpha = 1 - confidence
data = [9.252, 9.273, 9.413, 9.198, 9.532,
9.355, 9.155, 9.558, 9.310, 9.269]

print (mean_confidence_interval(data, alpha))
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Utilizac3o de folhas de calculo

@ A analise pode ser feita em folhas de calculo, utilizando a funcdo
TINV(2*alpha,dof), em que dof & o nimero de graus de liberdade
(i.e., n—1).

@ Para os dados do exemplo anterior: t(g.0259) pode ser calculado
através de =TINV(0.05,9), que da o valor 2.26.
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Simulacdo de uma rede PERT

Considere a seguinte rede de actividades, em que se admite que a duracdo
de cada uma das actividades ndo é conhecida com precisio:
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Duracdo das atividades

As estimativas para a duragdo minima, maxima, e mais provavel para cada
uma das actividades dada na tabela seguinte (em dias).

Actividlade a b m Actividade a b m
(1,2) 4 8 6 (7,10) 5 28 18
(1,3) 2 8 4 (8,9) 6 11 9
(2,4) 1 7 3 (8,11) 7 18 10
(3.4) 6 12 9 (9100 2 2 2
(3,5) 5 15 10 (10,14) 10 40 25
(3.6) 7 18 12 (11,12) 5 20 10
(4,7) 5 12 9 (11,13) 4 18 12
(5.7) 1 3 2 (12,13) 1 3 2
(6,8) 2 6 3 (12,14) 8 12 10
(7,9) 10 20 15 (13,14) 7 22 10
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Recorrendo a simulagdo, resolva as seguintes questdes.
@ Determine a duracdo média do projecto, e compare-a com a solucio
da aproximacio analitica utilizada nesta disciplina.
@ Determine a probabilidade de o projecto ser concluido em menos de 50
dias.
© Determine a probabilidade de a tarefa (1,3) ser critica.

@ Determine as duracdes médias do projecto nas seguintes
circunstancias:

© Actividades (5,7) e (6,8) tém de comegar ao mesmo tempo;
© Actividades (5,7) s6 precisa de ser realizada se (3,5) terminar depois de

(3,4).
Compare-as com o valor anterior.
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CPM: codigo em Python

def cpm(V, A, P, S, D):
ES, LF = {}, {}
for i in V:
ES[i]l = 0
LF[i] = INF
for i in V:
for j in S[i]:
ES[j] = max(ES[j], ES[i]+D[i, j1)
tmin = ES[V[-1]]
LF[V[-1]] = tmin
for j in reversed(V):
for i in P[j]:
LF[i] = min(LF[il, LF[j1-D[i, j1)

critical = []
for (i, j) in A:
F = LF[j]1-ES[i]l-D[i, jl
if F < EPS:
critical.append((i, j))

return tmin, critical
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Simulador: cédigo em Python

def simulate(N, V, A, P, S, a, b, m):

t =

t:
for

0
{3
(1,j) in A:
pli,jl =0

k in range(N):
D = {} # activity durations
for (i,j) in A:
D[i,j] = betarnd(ali,jl,m[i,j],b[i,j1)
tmin, critical = cpm(V, A, P, S, D)

t += tmin
for (i,j) in critical:
pli,jl += 1
print (f"{tmin:12g}\t{criticall}")
float(t)/N
(1,j) in A:

pli,jl = float(pli,jl1)/N

return t, p

(cédigo completo em https://www.dcc.fc.up.pt/~jpp/mad/pert.py)
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Préximas aulas

@ Otimizacdo com variaveis inteiras

Jo3o Pedro Pedroso Métodos de Apoio a Decisdo 2024/2025 31/31



