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Aula passada: Noc¢des estudadas

@ simulacdo
@ noc¢des e principios gerais
@ aplicacdo a gestdo de projetos
e caraterizacdo do caminho e atividades criticas com simulacdo
Hoje:

@ otimizag¢do com variaveis inteiras
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Otimizacdo com variaveis inteiras

Em muitas situacdes praticas, problemas com restrices e objetivo lineares
tém algumas variaveis que podem apenas assumir valores inteiros.
e Otimizacdo (linear) inteira pura
e todas as varidveis s3o inteiras.
e Otimizacdo (linear) inteira mista
e algumas variaveis sio inteiras, outras sdo continuas.
o MIP — mixed integer programming
o Relaxacdo linear

e problema linear em que se omitem todas as restricdes de integralidade
das variaveis.
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Visualizacdo

maximizar z = 21x1 + 11xo
sujeito a : x1 +4x <13

x1, X2 > 0; x1, xo inteiros

T
~ ~ . . fz=42
@ Solugdo da relaxacdo linear: \\ o Pontos admissiveis
x1=13/7,% =0 3 A\ ,
« — Ponto optimo

@ Arredondando: 1\
e paracima: x3 =2,x =0 2 4 .

(ndo admissivel) |

e para baixo: x; =1,x% =0 .

1 4 o \\
~ g . \ Regido admissivel da relaxagéo linear
@ Solugdo 6ptima: | .
.\ Solugéo da relaxagao linear
X1 = 07 Xo = 3 N ¢ ¢
0 ¥ N T T T
1 2\ 3 =
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Problemas de Programacio Inteira

@ Problemas de Otimizagdo Inteira/Programagdo Inteira podem ser
Vistos como:
e a relaxacdo linear
e o conjunto de restricdes de integralidade
@ ou seja, a regido admissivel do problema inteiro esta completamente
contida na da relaxacdo linear.

@ Para um problema de maximizacdo: z;, > zp,

@ Apesar de a regido admissivel de um Pl ser um subconjunto da de um
PL, a sua resolucdo & muito mais dificil.
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Aplicacdes
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Uma companhia esta a considerar 4 oportunidades de investimento. Os
montantes a investir e o valor presente liquido (VPL) associados a cada um
dos projetos sdo os seguintes (em milhares de euros):

Proj. 1 Proj. 2 Proj.3 Proj. 4
Investimento | 5000 7000 4000 3000
VPL 16000 22000 12000 8000

Os valores disponiveis para investimento neste ano sdo de 14000 euros.
Admite-se que cada um dos projetos pode ser realizavel (a 100%) ou ndo
(0%). A empresa quer determinar o valor que devera investir em cada
projeto por forma a maximizar a soma dos VPLs.

Jo3o Pedro Pedroso Métodos de Apoio a Decisdo 2024/2025 7/16



Uma companhia esta a considerar 4 oportunidades de investimento. Os
montantes a investir e o valor presente liquido (VPL) associados a cada um
dos projetos sdo os seguintes (em milhares de euros):

Proj. 1 Proj. 2 Proj.3 Proj. 4
Investimento | 5000 7000 4000 3000
VPL 16000 22000 12000 8000

Os valores disponiveis para investimento neste ano sdo de 14000 euros.
Admite-se que cada um dos projetos pode ser realizavel (a 100%) ou ndo
(0%). A empresa quer determinar o valor que devera investir em cada
projeto por forma a maximizar a soma dos VPLs.

Formulacdo em programacido matematica:

maximizar z = 16x7 + 22x» + 12x3 + 8x4
sujeito a : 5x1 4+ 7xo + 4x3 + 3x4 <14
xj =0o0u x; =1, j=1223,4
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Adicionar as seguintes restricdes:
@ A companhia pode investir, no maximo, em dois projetos.
@ Se se efetuar o projeto 2, também tem de se efetuar o projeto 1.

© Se se investir no projeto 2, ndo se pode investir no projeto 4.

Jo3o Pedro Pedroso Métodos de Apoio a Decisdo 2024/2025 8/16



Adicionar as seguintes restricdes:

@ A companhia pode investir, no maximo, em dois projetos.

@ Se se efetuar o projeto 2, também tem de se efetuar o projeto 1.

© Se se investir no projeto 2, ndo se pode investir no projeto 4.
Solucdo:

Q x1+x0+x3+x4 <2

Q x1>x

Q x+x<1
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Problemas com custos fixos

Acabou de ser contratado por uma empresa téxtil que fabrica
camisas, calcBes e calcas. Para manufaturar cada tipo de roupa,
a empresa aluga as maquinas apropriadas, aos precos por semana
que se indicam abaixo. A manufatura de cada peca de roupa re-
quer também as quantidades de tecido (metros) e de mdo de obra
(horas) que se seguem.

Semanalmente, dispée-se de 150 horas de mio de obra e de 160
metros de tecido.

Os precos de venda e custos varidveis de cada peca indicam-se a
seguir. Formule o problema de maximizar o lucro da empresa.

camisas calcdes calcas

Aluguer de maquinas (euros) 200 150 100
M3o de obra (horas) 3 2 6
Tecido 4 3 4
Preco de venda (euros/pega) 12 8 15
Custo variavel (euros/peca) 6 4 8
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@ Variaveis: producio
e x1 nimero de camisas produzidas por semana
e Xx» ...calcBes
e x3 ...calcas
@ Variaveis: aluguer de equipamento
e y; = 1 se se produzir camisas, y; = 0 caso contrario
o y» =1 ...calcdes
o y3 =1 ... calgas
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Objetivo: maximizar lucro =

= (12x1 + 8x2 + 15x3) — receita
—(6x1 + 4x2 + 8x3) — custos variaveis
—(200y; + 150y, + 100y3) — custos fixos
@ maximizar z = 6x; + 4xo + 7x3 — 200y; — 150y, — 100y3
@ sujeito a;
o 3x1 +2x + 6x3 < 150 — mao de obra
e 4x1 4+ 3x2 + 4x3 < 160 — tecido disponivel
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e Objetivo: maximizar lucro =

= (12x1 + 8x2 + 15x3) — receita
—(6x1 + 4x2 + 8x3) — custos variaveis
—(200y; + 150y, + 100y3) — custos fixos
@ maximizar z = 6x; + 4xo + 7x3 — 200y; — 150y, — 100y3
@ sujeito a;
e 3x1 + 2x2 + 6x3 < 150 — méo de obra
e 4x1 +3x +4x3 < 160 — tecido disponivel
@ solucdo: x31 =30,x3=10,x2=y1 =y =y3=0 (porqué?)
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Problemas com custos fixos

@ Temos de adicionar restricGes que garantam que se se produz (x; > 0),
se incorre o correspondente custo fixo (y; = 1):

xi < My;

eseyy=0—y,=0

e se y; = 1 — restricdo n3o deve ser limitante

M; devera ser "suficientemente grande"

@ por razdes de eficiéncia: o valor mais baixo que n3o limita x; se y; = 1
@ devera ser o maior valor que x; pode atingir

@ no exemplo: My =40, M> =53, M3 = 25
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Solucdo de problemas com variaveis inteiras

var x1 >
var x2 >
var x3 >

]
O O O

var yl >= 0, <=1, integer;
var y2 binary;
var y3 binary;

maximize z: 6%x1 + 4*xx2 + 7*x3 - 200*yl - 150%y2 - 100%y3;

labor: 3*x1 + 2%x2 + 6%x3 <= 150;
cloth: 4*x1 + 3%x2 + 4*x3 <= 160;

M1: x1 <= 40%y1l;
M2: x2 <= 53%*y2;
M3: x3 <= 25%y3;
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Restricdes “ou” (ndo exclusivo)

@ Temos duas restricdes na forma
f(x1,...,xn) <0

g(x1,...,xn) <0

@ Queremos garantir que pelo menos uma delas é verificada.

Jo3o Pedro Pedroso Métodos de Apoio a Decisdo 2024/2025 14 /16



Restricdes “ou” (ndo exclusivo)

@ Temos duas restricdes na forma

f(x1,...,xn) <0

g(x1,...,xn) <0

@ Queremos garantir que pelo menos uma delas é verificada.
@ Solucio:

f(x1,...,xn) < My
g(x1, ..., xn) < M1 —y)
y €{0,1}

(em que M é um valor positivo suficientemente elevado para que, para
qualquer solugdo admissivel, se verifique f(xi,...,xp) < M e
g(xi,...,xp) < M)
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Restricdes “se ...entdo "

@ Queremos assegurar que se uma determinada restricdo
f(x1,...,%x7) >0
se verifica, entdo a restricdo
g(x1,...,xn) >0

devera ser satisfeita.

@ No caso de f(xi,...,x,) <0, entdo g(x1,...,x,) > 0 podera ser
satisfeita ou n3o.
e f>0implicag>0
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Restricdes “se ...entdo "

@ Queremos assegurar que se uma determinada restric3o
f(x1,...,%x7) >0
se verifica, entdo a restricdo

g(x1,...,xn) >0
devera ser satisfeita.
@ No caso de f(xi,...,x,) <0, entdo g(x1,...,x,) > 0 podera ser
satisfeita ou n3o.
e f>0implicag>0
@ Solucio:

(em que M é um valor positivo suficientemente elevado para que, para
qualquer solugdo admissivel, se verifique f(xi,...,xp) < M e
g(xi,...,xp) < M)
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Préxima aula

o AplicacBes e técnicas em programacg3o inteira

o Otimizagdo com variaveis inteiras: algoritmo de pesquisa em arvore.
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