Aula 5

Equivaléncias de Comportamento
e O CCS tanto serve para a implementagéo de processos (SYS) com para
a sua especificacdo (SPEC).

e Dizer que SY S e SPEC sao equivalentes é dizer que tém o mesmo com-
portamento.

e Em particular pretende-se que SYS se comporte como SPEC, pois as-
sim garante-se que a especificagao é verificada pela implementagao (veri-

ficagao)

Exemplo

Seja Spec := publ.Spec e

CM := coin?.cof feel.CM
CS := publ.coinl.cof fee?.CS
Uni = (CM|CS)\{coin,cof fee}

Spec significa alguém que publica artigos cientificos. CM méquina de café. CS
significa um cientista que se tomar café publica artigos cientificos. Serd Uni equi-
— (Uns

pub!
(CM|coinl.cof fee?.CS)\H
T

(cof feel.CM|cof fee?.CS)\H

T pubd!

valente a Spec? - @

O comportamento observével (pub!) é mesmo (ignorando os 7). Podemos dizer
que Uni verifica Spec. Mas como definir esta relagao?

Equivaléncia de Sistemas de Transicao



Qual a relacao entre estas expressoes? quais os seus LTS?

0+ a.(b.0+ c.0)
a.(b.0 + 7.¢.0)
a.(b.0 + ¢.7.0)

a.(b.0+4¢.(040))
a.b.0 + a.c.0
a.(b.0 + ¢.0)
a.(c.0 + b.0)

Comportamento observavel

Quais os aspectos do comportamento de um processo que sao observaveis?

e acoes de comunicagao Sim

e acoes internas Ndo, mas para jd sim... T é considerada uma acao

e sequéncia de estados por onde se passa Ndo

e sequéncia de agoes (Tragos) Sim

e nomes dos estados Nao

e Dois processos podem ser iguais se nao tiverem os mesmos tragos Nao

e Dois processos podem ser diferentes mesmo tendo os mesmos tragos Sim

Tracos
Dado um LTS T'S = (S, — , s0) 0 0 conjunto de tragos finitos de TS é

Traces(TS) = {aiae---a, € Act™ | n>0A

(e 73 .
381, .. 8n 1 Si—1 —> 8;, Vi)

isto é, um trago é uma sequéncia de acgdes que etiqueta um caminho em TS
(i.e uma palavra em autématos finitos).

e ¢ € Traces(TS) (palavra vazia)
o 5o 2 s’ se p=aiag---ay, é um traco de sy para s, = s’
e Um trago de um processo P é um trago de [P]r que comega em P.

e Traces(P) = Traces([P]r).



Relacao de equivaléncia

A igualdade de dois processos (expressoes) do CCS deve ser uma relagido de
equivaléncia, i.e

e refleriva P = P para todo o processo P
e simétrica se P = (@Q entao Q@ = P
e transitivase P=Q e Q = Rentao P=R

e e induz uma particao do CCS em classes de equivaléncia.
Algumas relagoes candidatas:

e P @ € CCS sao equivalentes sse sao idénticos sintaticamente

Id(CcCcS)={(P,P)| P e CCS}
e P @ € CCS sao equivalentes sse sao isomorfos
~iso= {(P,Q) € CCS | [P]r ~iso [Qlr}
e P, € CCS sao equivalentes sse tém os mesmos tragos

~ir={(P,Q) € CCS | Traces([P]r) = Traces([Q]r})

e Todos os processos sao iguais, Univ(CCS) = CCS x CCS

Relagoes de equivaléncia mais finas ou mais grosseiras
e [d(CCS) é a relacdo mais fina: cada classe de equivaléncia sé tem um
processo; ha tantas classes quanto os processos

o Univ(CCS) é a mais grosseira: todos os processos estao na mesma (tnica)
classe

e E ~;, € ~y. Sao incompardveis? Um é mais fino que o outro? Isto é,
cada classe dum estd contida numa classe do outro (mas podem 14 estar
mais)?

Isomorfismo e Tragos

Temos que
al.(b.0 + cl.0) ~¢, (al.b!.0 + al.cl.0)

mas

al.(b.0 4+ c1.0) ;s (al.bl.0 4 al.cl.0)



al.(b.0 + c1.0)

al (al.b.0 + al.c.0)

Traces(al.(b.0 +c.0)) = {e,al,ald!,alc!}
Traces(al.bl.0 + alcl.0) = {e,al,ald!, alc!}

Mas ~;s0Crgr

Por contradi¢ao, suponhamos que P ~;,, Q e existe um traco p € Traces([P]r)
tal que p ¢ Traces([Q]r). Seja k o comprimento de p = a1 -+ - ag.Como P ~;,
Q existe f bijegao entre os estados de [P]r e [Q]r, mas entao se

(03 (0% [0
P=5y 5% 51 =% s59-0 —5% s

entao
Q= f(s0) =5 fls1) == fls2)--- =5 f(sk)

Logo p € Traces([Q]r) o que contradiz a hipdtese. Logo ~y;soCrvir. E como
vimos a inclusao é estrita.

Sera que ~;,;, ou ~¢. sao boas nogoes de equivaléncia?

Seja
P = al.0+5.0
Q bl.0+al.0
Serd que
P ~Ntr Q

al.P ~y alQ
a.\P+allP ~y alQ+a@

€ 0 Mesmo para ~;g,?



Congruéncia

e Pretendemos que a relacao seja também uma congruéncia
e Se P=Q e C[] é um contexto entdo C[P] = C[Q).

e Um contexto C[-] é uma expressao com um buraco

o C[] =0+ alb?.0|[] entdao C[bl0] = 0+ a!b?.0]b.0

e ou C[] =0+ []!bl.0 entao C[a!b?.0] = 0+ a!b?.0[b!.0

e 10 caso do CCS a C]-] chamdmos um contexto CCS.

Relagao de congruéncia no CCS

Uma relagdo de equivaléncia ~ no CCS é uma relacdo de congruéncia, se para
todas as expressoes P, @ € CCS e para todos os contextos CCS C[], P ~ Q
implica que C[P] ~ C[Q)].

Propriedades da igualdades no CCS

e relagao de equivaléncia

e relacao de congruéncia

e ter o mesmo conjunto de tracos

o 1d(CCS), ~4 e Univ(CCS) sao congruéncias

® ~;s N0 é uma congruéncia: (5.0 4 cl0) ~,so (cl.0 + b!0) mas al.(b.0 +
cl0) + al.(b.0 + cl0) #iso al.(bL.0 + c10) + al.(c).0 + bl0)

e Verifica!

~¢- induz uma algebra

Temos as seguintes propriedades (comutatividade, associatividade e elemento
neutro)

P+Q ~tr Q+P
(P+Q)+R ~4 P+ (Q+R)
P+0 ~; P

Mas também «.(P + Q) ~¢ a.P + a.Q) e ndo queremos isso...



A equivaléncia por tragos tem um problema!
Seja

CTM := coin?.(cof fee.CTM + teal.CTM)
CTM' := coin?.cof fee!.CTM' + coin?.tea!.CTM’'

Temos que
CTM ~y,. CTM'

(Verifica!). Mas se s6 quisermos café o seu comportamento nao é o mesmo.

Seja C'A := coinl.cof fee?.C'A e considere-se

(CAICTM)\H
(CACTM')\H

com H = {coin, cof fee,tea}.

T T

(cof fee?.CAl(cof fee! . CTM + tea!.CTM))\H

(cof fee?.C Altea!.CTM")\H

(cof fee?.C Alcof fee.CTM' )\ H

Com CTM' o processo pode ficar bloqueado (deadlock) enquanto com CTM
nao fica.

e (Conclusdo: Duas expressoes sao equivalentes por tracos mas tém compor-
tamentos diferentes quando compostas em paralelo com outros processos,
podendo um entrar em deadlock

e FEuvitar a regra a.(P + Q) = a.P + a.Q.

Deadlock

e Para um observador um deadlock corresponde a se ter chegado a um estado
terminal s, i.e Post(s, Act) = (0 e representa-se por s —



e um trago terminal (ou completo) de um processo P é uma sequéncia de
agoes aq - - ay € Act* tal que

Ap—1

(o5} ag A
P=syg — sg — sg--+ — s, — S —»

e Se P ¢é terminal em [P]r entdo P é um processo em deadlock.

e Os tragos terminais de um processo P sao todos os tragos que acabam
num estado terminal

TTraces(P) = {p € Traces([P]r) | IP': P % P'AP —=»}

Exemplos

o Traces(al.bl.0 + al.0) = {e,al, alb!}
o Traces(al.bl.0) = {e,al,alb!}

o TTraces(al.bl.0+ al.0) = {a!, alb!}
o TTraces(al.bl.0) = {alb!}

Relacgoes sensiveis a Deadlock

Uma relacao = em CCS € sensivel a deadlocks se
VP,Q € CCS: P=Q = TTraces(P) = TTraces(Q).

Pretendemos entao uma relagao de igualdade em CCS que:

e relagao de equivaléncia
e relagao de congruéncia
e ter o mesmo conjunto de tragos

e seja sensivel a deadlocks

® ~;,, € sensivel a deadlocks mas nao de congruéncia

e ~;. nao é sensivel a deadlocks mas é de congruéncia.

Bisimulacao
e Interessa a interagao dos processo ao longo da execugao e nao apenas a
sequéncia de agoes

e Dois processos sao equivalentes (iguais...) se podem mutuamente simular
as agoes um do outro



e isto é, se dois estados sao equivalentes o seus sucessores também devem
ser.

Formalmente

P e @ sao equivalentes, P = (@ se e s6 se para toda a acgdo o € Act

e Se P %5 P’ entdo existe Q' tal que Q — Q' e P/ =Q’

e Se Q = Q' entdo existe P’ tal que P —— P’ e P' =Q'.

Mas esta formalizacao nao é uma definicao porque ha muitas relagoes que a

verificam (p.e Id(CCS) e Uni(CCS)).

Relacado de Bisimulac¢ao (Forte)

Seja TS = (S, — ,s0). Uma relacio R € S x S é uma bisimulacgdo se (s,t) € R
(ou s R t) implica para todo a € Act:

e se s — s entdo existe ¢’ tal que t > t' e (s/,t') € R

e Set - t' entdo existe s’ tal que s — s’ e (s',t') € R.

RER

® ® @ ® @

Bisimilaridade

Dois estados s e t sao bisimilares e escreve-se s ~ t, se existe uma bisimulagao
R tal que (s,t) € R.

Isto é

~— U R

R é bisimulagao
A relacao ~ chama-se Bisimilaridade

Teorema 5.1. A relacdo ~ € de equivaléncia.

Notar que se R é uma bisimulacio R~! também é.

Teorema 5.2. A relagao ~ € maior bisimulagado.

Mostrar que ~ é uma bisimulagao.



Teorema 5.3. s ~t se e s6 se para cada o € Act

e Ses - ' entio existe t' tal quet —— t' es ~t'

o Set = t' entio existe s' tal que s — s es ~t.

=: porque ~ ¢ bisimulagdo <: temos que ter uma bisimulagao R tal que (s,t) €
R. Entao podemos temos também que ter (s',t') € R o que podemos fazer se
adicionarmos a R todos os pares de ~. Tomando R = {s,t}U ~ temos o que
queremos

Exercicio 5.1. Termina cautelosamente todas as provas anteriores. ©

Exemplo 1

Seja T'S = (S, Act, — ) tal que S = {s, s1,t,t1}, Act = {a,b} e — definida
pelos seguintes diagramas:

ob GGt

Mostrar que s ~ t. Temos de encontrar R € S x S tal que
1. R (forte) bisimulacdo
2. (s,t) € R.

Se (s,t) € R entdo para s temos s —%5 s podemos selecionar t; com t — t;
e portanto também terd de ser (s1,t1) € R; s — s9 também podemos
selecionar t; com t — t¢; e portanto também terd de ser (s2,t1) € R; Se
(s,t) € R entdo para t temos t — t; podemos selecionar sy com s — so
e portanto também terd de ser (sg,t1) € R;e ndo hd mais transigoes. Se

(s1,t1) € R entdo para s; temos que $; SN s9 e podemos selecionar t; com
t1 LN t1 e (s1,t1) € R. Se (s1,t1) € R entao para t; temos que t1 LN 21
e podemos selecionar sy com s LN s2 e (s2,t1) € R. Se (s2,t1) € R
entao para sy temos que So i> So € podemos selecionar t; com ty i) t1 e
(s2,t1) € R.  Se (s2,t1) € R entdo para t; temos que t; LN t; e podemos
selecionar s, com s LN so e (s2,t1) € R.

Concluimos que é uma bisimulagdo a relagao

R={(s,t),(s1,t1), (52,t1)}

e portanto s ~ t. Mostra também que s; ~ sg porque Ry = {(s1, s2), (S2,52)}
é uma bisimulacao.



Exemplo 2

Seja T'S = (S, Act, — ) tal que S = {s; | i > 1} U {t}, Act = {a} e =
{(sissiv |12 13 U{(E, 1)}
Mostrar que s; ~ t provando que R = {(s;,t) | ¢ > 1} é uma bisimulagcao.

Como mostrar que dois processos nao sao bisimilares?

Mostrar que CT e CT’ nao sao bisimilares, onde

CT := coin?.(cof feel.CT + tea!.CT)
CT" = coin?.cof fee!.CT' 4 coin?.tea!.CT’

cof feel, tea! coin?

cof feel.CT + teal.CT Ceof feel.CT” > Ceal CT g,
R uma bisimulagao com (CT,CT’) € R.
coin? coin?

Como CT" — teal.CT’, tem de existir P’ tal que CT — P’ e (teal.CT',P’) €

R. S6 pode ser P’ = cof feel.CT +tea!.CT. Mas entao P’ IS OT ¢ teal.CT'
nao tem transigoes por cof fee!. Logo CT +« CT'.

Jogo da bisimulacao (forte)

al.(b1.0 4 ¢l.0)

a! .

(al.b!.0 + al.cl.0)

(6.0 + cl.0)

QL0 (.0
b! b g

© © Podemos mostrar
que al.(bl.0 + c1.0) # al.bl.0 4 al.cl.0 jogando um jogo de dois jogadores! O
atacante quer mostrar que dois estados (s,t) nao sdo bisimilares e o defesa quer
mostrar que sao.

c!

e O atacante escolhe um dos estados (s ou t) e uma agdo o duma transicao
do estado escolhido

e O defesa escolhe uma transigao pela mesma agao do outro estado

10



Se o defesa nao poder jogar entao os estados ndo sdo bisimilares

al

e A: al.(bl.0+cl.0) — (0.0 + cl.0)

D: al.bl.0 +al.cl.0) %5 bl

o A: 0.0+ cl0 -5 0

e D nao pode jogar, logo a!l.(b!.0 + ¢.0) ¢ al.b!.0 4+ al.cl.0 .

A Bisimilaridade é uma congruéncia

Teorema 5.4. Para todo P,Q € CCS e todos os contextos CCS C[-], P ~ Q
implica que C[P] ~ C[Q).

Dem: Por indugdo na estrutura dos possiveis C[].

Em particular se P~ Q e o € Act, Re€ CCS e H C Com,

aP ~ aQ
P+R ~ Q+R
R+P ~ R+Q

PIR ~ QIR
RIP ~ R|Q
P\H ~ Q\H

Se P ~ Q entdo (P|R) ~ (Q|R)
Seja
R = {(P'|R.Q|R)|P.Q R €CCSAP ~Q'}

E facil ver que (P|R,Q|R) € R.

e Temos que mostrar que R é uma bisimulagao.

e Usando a simetria basta ver que se (P'|R,Q'|R') € R e P'|R % S
entdo existe S’ tal que Q'|R' -*» S’ e (S,9') € R.

e A prova segue por andilise de casos as possiveis maneiras de obter a
transigio P'|R’ % S (i.e tltima regra aplicada).

A 1ltima regra aplicada pode ser:

e ParE: entio P'|R' -% S resulta de P/ - P"” e S = P"|R'. Neste
caso, sei que existe Q" tal que Q' - Q" e P" ~ Q". Pela regra ParE,
«

Q'|R — Q"|R’ e por definicao (P"|R',Q"|R') € R, logo basta tomar
S// — Q//|R/.
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e ParD: andlogo ao anterior (verifica!)

e Syn: entdo P'|R' =5 S resulta de P’ -% P” e ' - R”, sendo
S = P"|R". Como P ~ Q existe Q" com Q' - Q" tal que P" ~ Q".
Entdo também, Q'|R’ — Q"|R" e (P"|R",Q"|R") € R, logo basta
tomar S” = Q"|R".

A Bisimilaridade é sensivel a deadlocks

Sempre que P ~ @Q entdo TTraces(P) = TTraces(Q).

Dem: Temos que

TTraces(P) = {p € Traces([P]r) | IP': P % P'AP —»}

Seja P~ Q, 0 € TTraces(P) e o ¢ TTraces(Q).

Seja 0 = ayas - - - ag. Do estado inicial sp = P temos

[e5] a2 (7%
So — S1 —> S2... — S *

Como P ~ @ existe uma bisimula¢do R com (P, Q) € R.
e E entdo existem tg,...,t; com tg = Q e (s;,t;) E Re

to =% t1 2 ty... 25 gy

e mas entao t; - sendao R ndo era uma bisimulagdo dado que existia t’ e
a tal que t; — t' e ndo existia transicdo por a de sy.

Mais Propriedades de ~

P+@Q ~ Q+P
PlQ ~ QIP
P+0 ~ P
Pl0 ~ P
(P+Q+R ~ P+(Q+R)
(PIQIR ~ PI@QIR)

Mas a.(P 4+ Q) 7 a.P + a.Q.
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