Aula 8

Semanticas operacionais de linguagens funcionais

Embora o A-calculus seja um modelo de computagao das linguagens de pro-
gramacao funcionais actuais é conveniente estudar os constructores destas
linguagens usando modelos mais simples.

Vamos comecar por considerar a linguagem SFUN onde um programa é
apenas um conjunto de equagoes que define fungoes recursivas.

Para SFUN consideramos um sistema de tipos e um algoritmo de atri-
buigao de tipo.

Para programas tipificiveis daremos semanticas operacionais com cha-
mada por nome e por valor.

SFUN - linguagem funcional (simples) com defini¢des recursivas de
fungoes

Sintaxe

x € Var varidveis

n € 7

inteiros

b € {true, false} booleanos

f1, fo,... fr € Fvar conjunto de simbolos de fung¢oes de aridade a;, para 1 <

i <k.

A sintaxe abstracta das expressoes é dada pelos seguintes termos, t

t!:=$|n|b|t10pt2|t1b0pt2|—|t1|t1/\t2|
if {p then t, else 1o | fi(tla Ce 7tai)

opi=+ | — | x| +

bop =< |=|>

Notar que ao contrario das abstragoes do A-calculus as fungées em SFUN tem
uma aridade fixa e sé podem ser avaliadas quando sao dados todos os argumen-

tos.

Declaragao (recursiva) de fungoes

Um programa em SFUN é um conjunto de equagoes:

fl(ith...,l‘al) :tl

fk(xl,...,a:ak) =t



onde para cada 1 < i <k,

e t; sao termos
o Vars(t;) C{z1,...,2q,}
e os f; sao distintos

Exemplo 8.1.

s(z) = if = 0 then 0 else f(z,0 — z)
f(z,y) =if x =0 then 1 else (if y = 0 then — 1l else f(z — 1,y — 1))

Exemplo 8.2.

h=hH+1
fg(x)zl

fa(x) =z xx
Exemplo 8.3.
91(@) = g1(x) +1
Neste caso o valor de g1(3) seria o de g1(3) + 1, que seria o de (91(3) +1) + 1,

etc.

Comparacao com o Haskell/ lambda-calculus

e 0s padroes sao sé variaveis

e os argumentos sdo tuplos (pelo que nao se pode usar a fungoes com falta
de argumentos)

e 1nao podemos ter funcoes locais

Sistema de tipos para SFUN

A gramatica de SFUN permite construir termos como
5 A false

que nao tem significado. Impondo um sistema de tipos, expressoes como esta
nao serao consideradas.

Pretendemos uma linguagem fortemente tipificada, i.e. s6 termos com tipo serao
avaliados. Estes sistemas podem ser usados para verificacdo estédtica de termos
e programas.

Conjunto de Tipos: Basicos bt e Gerais T



bt ::=int | bool
1,0 n=bt | (bty,...,bt,) — bt

Nao ha variaveis de tipo e nos tipos funcionais os argumentos tém de ser tipos
bésicos (bt) e todos definidos.
Exemplo 8.4. Ezemplos de tipos sdo: int — int, (int,int) — int, (bool, bool) —

int, (bool,int, bool) — bool, etc.

Atribuigcao de Tipo

e Uma expressao da forma ¢ : 7 é um atribuicao de tipo que associa ao termo
t o tipo T.

e Um contexto ou ambiente de varidveis é um conjunto finito de atribuigoes
de tipo a varidveis (de termos) distintas:

IF'=x1:7m,...,2, : Ty

dom(T)=A{x|z:7€T}
Se x : 7 € I escrevemos que I'(x) = 7.

e Um ambiente de fungoes atribui a cada simbolo de fungao f;, com a; =
ar(f;), um tipo funcional:

e(fi) =(o1,...,0q;,) > 0©
e Um termo t é bem-tipificado se exitem I' e T tal que

| N
Regras do sistema de tipos para SFUN

I' . b: bool (b)

(n)

I' . n:int

INz)=o0
'k, z:0 (var)
I' ko ty:int I' ko to:int
I }_5 tl op t2 Tint

(op)



FFE tlzint FFE tg:int
I' . ty bop ts : bool

(bop)

I' . t1 : bool ' k. to: bool
I' b t1 A ta : bool

(and)

I' . t:bool
I' -, =t :bool

(not)

T . to: bool 'k t1:0 'k, to:o

if
T . if {o thent, else ty: 0 (if)
b ty:09 -+ T k. tq, :0q, e(fi)=(o1,...,04;,) > 0 ()
n
I Fs fi(tly---,tai):a
Exemplos
e xr:int . xz xux:int
(var) r:int F. x:int r:int Fo x:int Eza;)
z:int F. o X x:int P
e Se g(f1) =int temos F. fi+1:int
€(f1) =int
f
S . 1:int Eg))
. fit1:int P

e x:int F. x =0: bool

(n)
(bop)

- - var - -
m:lntl—sx:lnt( ) z:int k. 0:int

z:int F. . =0: bool

Se e(fact) = int — int entdo x : int k. fact(zx — 1) :int

(var)

T:int k. z:int z:int ko 1:int (n)
z:int b x—1:int e(fact) =int —
(fn)

(op)

int

x:int ke fact(zx —1) :int

e cx:int F. if x =0 then 1 else x x fact(x — 1) : int, pois

z:int ke x=0:bool z:int k. 1:int z:int k. = X fact(z —1) :int

z:int . if £ =0 then 1 else z X fact(x — 1) : int
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Tipificar Programas SFUN
Um programa P em SFUN

filz1,. . 2a,) =11

fk(:cl,...,xak) = tk

tem tipo (é tipificdvel) num ambiente de fungdes € se para cada equacao f;(z1,...,Tq,) =

t; se existir um tipo 7; e um contexto I'; contendo atribuigoes de tipo para
Z1,...,Tq, tal que

Fi "5 fi($1,...,$ai)ITi e Fl }_5 tiITi.

Usando as regras anteriores podemos inferir um tipo para um programa em
SFUN

Exemplos

Exemplo 8.5. Sendo (f1) = int e e(f2) = e(f3) = int — int, o programa
sequinte admite tipo:

hi=hH+1
fg(x)zl

fa(x) =z xzx
Temos que = f1 :int (prova) e usando as dedugdes anteriores temos

F. fi:int F. 1:int
"5 f1+1:int

(op)

Logo a primeira equagao € tipificdvel.
Para a segunda . 1:int (lado direito da equagao) e para o lado esquerdo:

T:int F. x:int
z:int o fo(x) :int

(fn)

E para a terceira, j& vimos que z :int F. z Xz :intez:int . f3(x) :int
(como o caso anterior). (Verifica!)

Exemplo 8.6. O programa
fact(xz) = if x =0 then 1 else z X fact(z — 1)
é tipificdvel se e(fact) = int — int dado que jd vimos que

z:int b fact(z):int

x:int F. if x =0then 1 else z X fact(zx — 1) : int.



Unicidade de tipos

Teorema 8.1. Para qualquer termo t de SFUN, contexto I' e ambiente de
simbolos funcionais e, sel' . t:7 el . t: 0o entaoT=0.

Demonstragao. Por inducao na estrutura dos termos ¢. O

Podemos concluir que este sistema de tipos nao é polimoérfico. Para tal teriamos
de associar varidaveis de tipo e ambientes para essas variaveis.

Semantica operacional de SFUN

e Consideramos programas e termos tipificdveis
e Nos sistemas de transicao as configuragoes

— sao termos fechados (sem varidveis livres ), ¢

— os valores (configuragdes finais) sdo constantes (inteiras ou Boolea-
nas), v

e Para avaliarmos um termo fechado ¢t temos de ter um programa P

e Consideramos duas semanticas (ambas big-step) correspondentes a es-
tratégias de avaliacao diferentes:

Chamada por valor (call-by-value) ordem de redugdo aplicativa, sis-
tema de transicao %

Chamada por nome (call-by-name) ordem de redugdo normal, sistema
de transicoes %

e Set % v (t B v) dizemos que ¢ avalia para v com a estratégia de
avaliagdo por valor (por nome) usando o programa P.
Substituicao de variaveis

Dado um programa P,

fl(il,‘l,...,l'al) =d1

fk(a:lv"'yxak> = dk

Sendo vy, ..., v,, termos denotamos por

di[x1 = V1, .. Ta, > Vg,]

o termo que se obtem substituindo (simultaneamente) em d; cada ocorréncia de
x; por vj;, para 1 < j < ay

Exemplo 8.7. Sed =2 x x entdo d[x — 5] =2 X 5.



Semantica operacional (avaliacdo) com passagem de argumentos por
valor

(n)

n Ip n

t1 Ip ta Ip n2
v (op)
tropta Ip niopng

t % on t % on
1 U v 2 Ip no (bop)
t1 bopta % ny bop no

ty 4% b to 4% b
1 Up 0 2 Up bo (and)
t1 N to lng b1 N by

t 4% b
=t 05 —p oY

t Y, true t %o
: 0 ~U'p 1 Up 1 (lfT)
if tg thent; elsety % v1

to U}}; false to U«}/; V2 .
- (ifF)
if tg thent; elsety % v

t1 % v1 ..t U% v, di[x1 V1, T, Vg VB v ()

fi(tl,...,tai) 11); v

Notar que em (op), (bop), (and) e (not) os valores do lado direito sao calculados
usando a definigao habitual de cada operagao.

Exemplo 8.8. Seja P o programa

fi=fi+1
f2(z) =1

falz) =z xx
Avalia na semantica %

1. f2(0)



2. fa(f1)
3 fo(24+1)

1. Para f2(0) temos

(n)
(fn)

0350 Y T in 1
f2(0) Up 1

2. Para f2(f1) néo hé avaliacdo, i.e ndo existe um valor v tal que fa(f1) 4%
v. Uma avalia¢do teria de usar a regra (fn) que requeria a avaliacao de
f1- Mas para isso usaria-se a regra (fn) que teria de requer a avaliagdo
de fy para calcular f; + 1, isto leva a um processo infinito de avaliagao.

3. Para f3(2+ 1) temos

(n)
(op)
(fn)

2 Tp 2 W 1%1(2)) 573 ™ 353
2+ 1% 3 p 2 X g3 I 9
f324+1) Up 9

onde x X z[z+— 3] =3%3.
Exercicio 8.1. Para o factorial definido como acima

fact(x) = if x =0 then 1 else z X fact(z — 1)

avalia fact(0) para a semdntica |% . <

Propriedades de SFUN

Teorema 8.2 (Preservagao do Tipo). Se P é um programa tipificdvel no ambi-
ente e et é um termo fechado entdo set tem tipo o, i.e. I' . t:o, et |p v
entdo v tem tipo o, i.e., I' k. v:o .

Demonstragao. Por indugao usando o lema seguinte. O
Casos base.

Caso n: Se t é um inteiro n entdo t. n:int e como n % n (axioma (n))
obviamente t. n :int.

Caso b: Se t ¢ um booleano b entdo F. b: bool e como b ||% b (axioma (b))
obviamente F. b: bool.

Passo de Indugdao Supor que é valido para as premissas provar para a conclusao
da regra.



e Se t tem um operador como raiz as regras que se podem aplicar sao
(op), (bop), (and) ou (not). Iremos apenas considerar o caso em que t
é t1 + to. Nesta caso t, t1 e to tém tipo int, i.e. I' . ¢t:int, ' . ¢; :int
para ¢ = 1,2. Pela hip6tese de indugao se ¢; {5 v;, entaoI' . v; :inte
pela regra (op), ' F. vy +vq :int .

e Se t é um condicional if tg then t; else ty com tipo o, entao ty tem tipo
booleano ( I' k. to : bool) e t; e 2 tém o mesmo tipo o, i.e. I' . t;: 0
. Pela inducao, se tg I vo, t1 I vi eta II% v os tipos dod v; sdo os
mesmos, i.e. I' k. vy :booleI' . v; : 0. Se vy é true podemos aplicar a
regra (ifT) e o valor de t é vy, logo tem o mesmo tipo de ¢. Sendo o valor
de vy é false a regra a aplica é (ifF), sendo o valor de ¢, v5 e concluimos
do mesmo modo.

e Se t é uma aplicacdo duma funcdo f;(ty,...,t,,), suponhamos que I' .
fi(t1,... ta,) : 0. Pela regra (fn) sabemos que I' . t; : 0; e e(f;) =
(01,...,04,) = 0. Como P é bem tipificado também temos que z; : o; .
fi(z1,...,2q,) 1 0, e xj 05 ko d;i 0. Por outro lado, fi(t1,...,tq) 4%

vsset; |5 v paral <j<a;edfr: — v,...2q, — v, b v. Pela
hipétese de inducao, I' . v, : 0; e pelo Lema da substitui¢ao, concluimos
que k. difzj —v;] : 0. Mais uma vez por inducdo concluimos que
I' . v: 0, como queriamos.

Lema 8.1 (Substitui¢do). Se x1:01,...,2p:0, Fe t: 7 €ty,...,t, sdo
termos fechados tal que ‘. t;:0; paral <i<mn, entdo o t[z;—t;]:T.
Determinismo e Tipificagao Forte

A um termo fechado apenas um valor pode ser associado e se o termo é bem-
tipificado a avaliacao por passagem de argumentos por valor nao pode produzir
erros (tipificagao forte)

Teorema 8.3. A avaliagdo de um termo t fechado e tipificdvel para um pro-
grama P ndo pode produzir erros. E set % v1 et |p va entdo vy = va.
Demonstragao

Por inducao no conjunto de regras de {% .

Casos base.

Caso n: Se t é um inteiro n entdo n | n (axioma (n)) e esta é a tnica regra
que se pode aplicar

Caso b: Se t é um booleano b entao b |} b (axioma (b)) e esta é a unica regra
que se pode aplicar



Nestes casos a avaliagao termina e sé pode haver uma solugao. Como t é fechado
nao pode ser uma variavel.  Passo de Indugcao Supor que é vélido para as
premissas provar para a conclusdo da regra.

e Se t tem um operador como raiz as regras que se podem aplicar sao
(op), (bop), (and) ou (not). Iremos apenas considerar o caso em que ¢
é t1 + to. Nesta caso t, t; e to tém tipo int. Pela hipdtese de inducao a
t; % v;, ndo pode trazer erros de tipos, v; tém tipo int e sdo unicos.
Assim s6 pode haver um valor v1 + v9 e tem tipo int.

e Set é um condicional if ¢y then t; else t5 entao ty tem tipo booleano e tq
e ty tém o mesmo tipo o. Pela indugao, a avaliagao de tg, t1 e t2 nao produz
erro de tipos e cada um tem apenas um valor vy, v1 e vy (respectivamente).
Como a avaliagao preserva o tipo de vy é uma constante Booleana. Se for
true podemos aplicar a regra (ifT") e o valor de ¢ é v1. Sendo o valor de
vg 6 false a regra a aplica é (ifF'), sendo o valor de t, vo. Em ambos os
casos o valor estd univocamente determinado.

e Set é uma aplicagdo duma fungéo f;(t1,...,t,,) entdo usando a regra (fn)

temos

fi(tla e >tai) ~U11)3 v

sset; % wvj paral < j < a; e di[x1 = v1,...2q, = vo,] % v. Pela
hipétese de inducao, existe no maximo um valor v; para cada t; e um tinico
valor v. Logo o valor de f;(t1,...,t,,) é inicamente determinado. Falta
ver que nao se produzem erros de tipo. A avaliagao dos ¢; nao produz erros
de tipos. Temos que mostrar que d;[z1 — v1,...Zq, — Vg,] admite tipo.
Como f;(t1,...,t.;) € tipificavel, os tipos de t; tém de ser compativeis com
os da declaragao e(f;) = (01,...,04,) — 0. Logo t; tem tipo o;, assim
como v; para 1 < j < a;. Como o programa P é bem-tipificado d; tem
tipo o, i.e.

T1:101,...Tq; 1 0q; e di: o

Pelo Lema da Substituigao 8.1 deduzimos que . d;[x1 — v1,...,Zq; 4 Vg,]
o. Pela hipétese de indugao, concluimos que temos um termo fechado que
admite tipo e a avaliagao nao pode produzir erro de tipos.

Semantica operacional (avaliacdo) com passagem de argumentos por
nome

Apenas temos de alterar a regra (fn) considerando que todas as outras regras
do sistema de transi¢do |5 coincidem com as do sistema ||} . Para (fny)
temos

di[l'l — tl,...xai — tai]
fi(tl,...7tai) ?3 v

Neste caso substituirmos as varidveis x; pelos termos t; em vez dos seus valores
apods avaliagao.

P ()
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Determinismo e Tipificagao Forte

A um termo fechado apenas um valor pode ser associado e se o termo é bem-
tipificado a avaliagdo por passagem de argumentos por nome nao pode produzir
erros (tipificacao forte)

Teorema 8.4. A avaliagao de um termo t fechado e admite tipo para um pro-
grama P ndo pode produzir erros. E set |5 vi et B vo entdo vi = vs.

A demonstragao é idéntica a da avaliagdo por passagem de argumentos por
valor.

Exemplo 8.9. Seja P o programa

fi=h+1
faz) =1
falx) =z xx

Avalia na semantica |'p

1. f2(0)
2. fa2(f1)
3 fa(241)

1. Para f2(0) temos

1z —0] 43 1
f2(0) U3 1

(fnn)

2. Para fa(f1), neste caso hé avaliagdo dado que o argumento de f nao é
avaliado. Esta é uma propriedade importante desta estratégia: se o termo
tiver um valor ele é descoberto com esta estratégia.

(n)
(fnn)

l[l’r—>f1] Ip 1
fa(f1) 4B 1

3. Para f3(2+ 1) temos

W(n) TEIT W T ® T 7 (n)
2+ 103 3 °p) 2+1iy;,3(0)(°p)

xx zfz—2+1] I3 9 () p
f324+1) 43 9
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Avaliacao lazy

No exemplo anterior vimos duas caracteristicas da avaliagdo por passagem de
argumentos por nome:

e Se houver avaliagdo de um termo ela é obtida por esta estratégia

e Comoz * xz[x—2+1]=(2+1) * (2+1), subtermos iguais poderao ter
de ser avaliados diversas vezes.

Para evitar isto pode-se tentar fazer partilha de subtermos iguais.

A esta estratégia da-se o nome de avaliagao lazy

Os termos sao representados por grafos onde uma mesma variavel sé ocorre
uma vez.
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