Calculo de Corregao parcial H

[skip, ]

lassp |

[comp, ]

[while, ]

[cons,, |

{¢} skip {¢}

{plE/al}x < E{p}

{¢} C1{n} {n} C2 {v}
{p} C1; Co {9}

c e ABGi{YY  {e A -BICa{y}
{¢} if BthenC else Cy {9}

{p1} C1{v} {2} Co {0}

{(B = ¢1) A (wB — ¢2)}if BthenC; else Cy {t}

{v A BYC {4}
{Y}while BdoC {3y A —B}

Fo'— o {ptC{y} Foy—9f
{e'yC{v'}

Integridade e Completude

Recordemos que [=pqr {¢}C{¥} significa que para todos os estados que satisfa-
zem @, o estado que resulta de executar C' satisfaz 1, desde que C' termine.

Para o sistema dedutivo de Hoare, vamos considerar duas propriedades usuais
em sistemas 16gicos:



e Integridade: Cada regra deve preservar validade. O que implica (por
inducdo nas derivagdes) que os teoremas obtidos correspondem a assergoes

vélidas de correccao parcial.

H{etC{Yr = {eIC{Y)

e Completude: Gostariamos que o sistema fosse suficientemente forte

para inferir todas as assercoes de correcao parcial validas.
Fp{etC{vr = Fp{e}C{y}

Vamos comegar por formalizar a no¢do de execugdo/avaliagao.

Estado de execugao

Para a avaliagao duma expressao é necessario saber o valor das varidveis.

estado s é uma funcgao que associa a cada variavel um valor.

Representamos o conjunto de estados por

State = Var — Z

e s € State tal que s: Var — Z.

Seja s 2 ou s(x) o valor da varidvel = no estado s. Se v € Z,

sfo/a](y) = { ) sey#e

v sey=ua

Semantica das expressoes

Aexp - Expressoes aritméticas

A : Aexp — (State — 2)

Aln]s = n
Alz]s = s(x)
.A[[El + EQHS = A[[El]]s + A[[Egl]s

.A[[El - EQHS = .A[[El]]s - .A[[EQ]]S

.A[[El X EQ]]S = A[[El]]S.A[[EQ]]S



Bexp - Expressoes booleanas
T = {true,false}
B : Bexp — (State — T)
B[true]s = true
Blfalse]s = false

B B true se A[E1]s = A[E>]s
B[Ey = Eq]s = { false se AﬂEi]]S # A[[Ezﬂs

_ true seA[Er]s < A[E2]s
BIEy < Bp]s = { false  se A[E1]s > A[E.]s
_ true se B[b]s = false
Blbs = { false  seB[b]s = true
B true se B[b1]s = true e B[ba]s = true
Blow A bo]s = { false seB[b1]s = false ou B[bs]s = false

Semantica operacional natural (big-step)

Descreve a execugao completa de cada comando.

Configuragoes: (C,s) ou s, onde C' é um comando e s um estado I' = (Com X
State) U State

Configuracgoes Finais: s € State
Transigées: (C,s) — s
Regras:

/
n

Ci,s51) — s, ...(Cph,s,) — s
1
(Cys) — &

Hipéteses: (C;,s;) — s
Conclusao: (C,s) — ¢
Se n = 0 diz-se um Axioma.

Semantica operacional para comandos do While

attsn (x+ E,s) — s[A[E]s/x]
(Ch,8) — s, (Ca,s")y — §"

comp,,, <Cl§ Cs, S> N
v (Ci,8) — &
f o B[B]s =t
* (if B then C; else Ca,s) —> s’ se B[ BJs = true
o f (Cay8) — &
£ sn B[B]s = fal
e (if B then C; else Ca,s) —> s’ se B[ BJs = false
’ h-l B d ’ 1"
while"s, (Cs) — o, (vhileBdoC,s) — s se B[B]s = true

(wvhile Bdo C,s) —> s”

while’,, (while Bdo C,s) — s se B[B]s = false



Exemplo

Sendo sy = [x = 5,y = 7] determinar o estado apds a execugao de:

(z+ Y)Yy« 2.
Para tal constréi-se uma Arvore de derivagao com esse comando como raiz:
(z¢—x,80) —> s1 {(T+Yy,s1) —> S2

(z¢—x;24Yy,50) —> S2

(z ¢ w2 y)y < 2,5) —> 53

(y < z,89) —> s3

onde,
s1 = solb/z]
s2 = s1[7/z]
s3 = 52[5/y]

Theorem 1 (Integridade). Para todas as asser¢ées de correcgao parcial {p}C{v},
Fp {@}C{Y} implica =, {9}C{y}

A demonstragdo é por indugdo na arvore de inferéncia de b, {¢}C{v}:

e Mostrar que a propriedade se verifica para as arvores simples i.e os axio-
mas do sistema de inferéncia.

e Mostrar que a propriedade se verifica para as arvores de inferéncia com-
postas: para cada regra, supor que a propriedade se verifica para as pre-
missas (e as condigoes se verificam) e mostrar que a propriedade também
se verifica para a conclusao da regra.

Caso assp. Suponhamos que ), {¢[E/z]}x + E{p}.
Seja
(r+ E,s) — &
e s = p[E/x] se e 86 se s|[A[F]s/x] E ¢. (Exercicio)
Temos que provar que s’ = ¢.

Por [asssy,| temos que s = s[A[E]s/x], e portanto

s | ¢ sse s|[A[E]s/x] = ¢



Caso comp,. Supomos que b, {¢}C1 {n} ek, {n} C2{¢}. Por hip. de inducao
Fp {e}Ciin} e =y {n}Ca{9}.

Queremos mostrar que

Fp {p}Cr; Co{7b}.

Sejam s e s” estados, tal que s = ¢ e (C1;Cy,8) — s”. Pela regra
[compsy] existe s’ tal que

(C1,8) — s e(Cys) — &

De (Cy,8) — &', sE= ¢ e, {9}Ci{n}, temos que s =n.
De (Cy,s") — s, ' Ene=p {n}Ca{v}, temos que s” = 1. Que é o

que queriamos.

Caso if,. Supomos que bk, {B A ¢} C1{¢} e, {-B A ¢} Csy{¢}. Por hip.
de indugao f=p {B A p}Ci{y} e p {=B A p}Cofp}.

Para provar que
=, {¢} if BthenC else Cy {9}
sejam s e s’ estados tais que s = p e
(if Bthen(C) else(Cy,s) — s'.
Se B[B]s = true entéo por [ifsy,], temos que (C1,s) — ¢

Entao dado que
Fp {B A @iCi{y}.

concluimos que s’ = 1.

Analogamente se conclui, caso B[B]s = false.
Caso while,. Supomos que -, {B A ¢} C{¢}. Por hip. de indugéo
Fp {B A }C{e}. (1)
Para provar que

=, {p}while BdoC' {=B A ¢},

sejam s e s estados tais que s = ¢ e

(while BdoC,s) — s”.

Temos que mostrar que s” = =B A ¢. Usamos inducdo na drvore de
derivagao da seméntica natural.



Caso while,. Ha dois casos a considerar, consoante [whilesy,].
Se B[B]s = false entao s” = se s” = (=B A o).

Sendo, B[b]s = true e existe s’ tal que (C,s) — s'e(whileBdoC,s’) —

s”.

Temos que s = (B A ¢) e pela hip6tese (1) temos que s' = .

Aplicando a hipétese de inducgao a
(while BdoC,s’) — §",

temos que
5" ': (_‘B A Qﬁ)a

como queriamos.
Caso consp. Por hip. de indugao
Fp {300}, Ee—¢ e EY =9 (2)

Para provar que

Fp {03C{Y Y},

sejam s e s’ tal que s = pe (C;s) — ¢

Como s =y e ¢ — ¢ entdo s |= ¢ e pela hipétese (2), s’ = '.

Mas como s" = ' — 1), temos que s’ = 1), como querfamos.



Completude da semantica axiomatica

Theorem 2 (Incompletude de Godel (1931)). Nao existe um sistema de de-
monstragao para PA (aritmética), de tal forma que os teoremas coincidam com
as assercoes vdlidas de PA.

Theorem 3 (Completude). Para todas as asser¢ées de correcgao parcial {o}C{4},
Fp {}C{} implica =, {p}C{y}

Note-se que |= 1, se e s6 se = {true}skip{¢}. O que significa que a completude
de |-, contraria o teorema de incompletude de Godel.

Theorem 4. Nao existe um sistema de demonstragao para asser¢oes de cor-
reccao parcial, de tal forma que os teoremas coincidam com as assercoes de
correc¢ao parcial vdlidas.

Prova: Note-se que

E {true}C{false}

se e 86 se o comando C' diverge em todos os estados (nio termina).

Um sistema de demonstracao para assergoes de correcgao parcial, poderia ser
usado para confirmar que o comando diverge em todos os estados. O que é
impossivel (Halting Problem).

Completude relativa

Theorem 5. O sistema de prova para correc¢do parcial é relativamente com-
pleto, i.e. para qualquer asser¢do de correcc¢ao parcial {p}C{1}:

Fp {e}C{Y} se F=p {p}C{Y}

O resultado de correccao parcial relativa foi estabelecido por Stephen Cook
(1978).

O facto de -, {¢}C{v} ser uma prova depende do facto de certas proposisoes
em PA serem vélidas (em especial as usadas na regra consy).

Para a demonstragao de completude relativa ver Capitulo 7 [Win93]

Outros comandos: Ciclos for

Suponhamos que a linguagem imperativa continha um comando for
for x < Fyuntil Fy do C'
cujo significado é:

e As expressoes F, e Fs sdo avaliadas no inicio, e sejam e; e ey 0s seus
valores;



e Se e; > ey nao se faz nada;

e Se e; <= ey 0 comando for é equivalente a:

r+e;Cix—er+1;C.. 50+ eq; C

O ciclo é executado (e2 — e1) + 1 vezes.

for

Bastaria entao uma regra para o for da forma:

{v} C{lr + 1/a]}
{Y[E1/x]} forx « Fyuntil E5do C {¢[Ey + 1/z]}

Mas isto nao chega porque:

e O comando C pode alterar o valor de x;

e O valor de F pode ser maior que o valor de Ejs.

Légica de Hoare

[forp-axioma | Para o caso de Eqy > Ej

{¢ N Ey < E1}forz < Ejuntil E5ydoC {¢}

[fory ]

{ N By <z AN < Ey}C{lz+1/z]}
{”L/}[El/af] N Fp < EQ}fOI‘IL’ < Fiuntil F» dOC{?,Z)[EQ + 1/:13]}

onde nem x, nem nenhuma varidavel que ocorra em F; ou Fs é modificada no
comando C.

Exemplo

Fp{z=0 A 1<m}for n+ 1luntil mdo z < z +n{zx =m x (m+ 1) div2}

Considera ¢ igual a z = (n — 1) x ndiv 2.



Arrays (aliases)

Se tivermos uma varidvel indexada u[] a regra da atribuicao ndo pode ser
directamente aplicada a um elemento:

{olEa/ulEr]}ulEr] < Ex{ep}
porque as modificagbes em a[F1] podem alterar outras referéncias a (aliases) u
que ocorram em @ ou em FEs.
Por exemplo, u[i] < 10 com a pré-condigdo {a[j] > 100} e i = j.

A solugao de T. Hoare foi considerar os arrays como monoliticos, e uma atri-
buicao
U <— U[El > EQ]

que significa que u passou a ser um array igual ao anterior mas em que a posigao
FEq passou a valer Fs.

Assim no caso anterior o valor de u[i] e de u[j] mudam os dois, porque muda o
préprio array.

Sintaxe da linguagem While*™®/

Para n € Num, = € Var, u € Array
ArrayExp A:= u|A[E>E]

AExp E:= n|z|-FE|E+E|E-F
|EXE|E+FE
| A[E]

BExp B:= true|false|-B|E=F
|B<E|B<B|BANB|BVB

Semantica das expressoes de While* ™Y

Apenas temos que definir a semantica de ArrayExp. Um array é uma funcao
7 — 7 entao
State = Var — Z U Array — (Z — 7Z)

Afulls = s(u)

AJA[E>E'|]s = A[A]s[A[E']s/A[E]s]
A[A[E]]s = A[A]s(A[E]s)



Partial Correctness for Arrays

larray,(assign) |

{[ulBy > Es)/ul} u[Er] < Ez {¢}

onde F7 é um inteiro.

E onde
U[El > EQ] [El] = E2
u[E1 > EQ][ES] = ’LL[E3] se F3 7é FEi.

Exemplo

Fplalz] =z A aly] =y}
r + alz];
alz] + aly];
aly] < r
{alz] =y A aly] =z}
O tableaux fica:

{alz] =2 A aly] =y}
{alz>aly]]ly>alz]]lz] =y A alz] = x}
r < alz];

{alz>alylllyer]lz]l =y A r=a}

a[z] + alyl;

{alyprifz] =y A r=2x}
{a[y>r]|lz] =y A aly>r] =2x}
aly] + r

{alz] =y A aly] = x}

Onde afz > afyl]ly > alz]][z] = aly].

Nota: Actualmente nas implementagoes néo se usa esta técnica porque é com-
putacionalmente muito ineficiente!

Calculo para a correcgao total

Na linguagem imperativa apresentada, o 1inico comando que pode levar a nao
terminagao é o comando while.
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O cdlculo 4o ird ser igual ao -, excepto na regra whiles.

Para demonstrar que um programa termina temos que lhe associar uma ex-
pressao estritamente decrescente, denominada variante.

No caso do while, podemos associar uma expressao inteira nao negativa e mos-
trar que em cada iteragao o valor dessa expressao diminui, mantendo-se nao
negativa: temos a certeza que while termina pois essa expressao s pode tomar
um numero finito de valores até chegar a zero.

No caso do factorial:

Yy« 1,z O;whilez # zdo(z+ 2+ 1L,y <y X z2)
podemos tomar o variante x — z.
Cdlculo para a correcgao total

Légica de Hoare (correccao total)

As regras assSior, COMPiot, i fior € CONSop coincidem com as do cdlculo para a
correcgao parcial.

[whilewt ]

MABANOLSEANE=¢e}C{n NO0<EANE<e}
{n AN 0< E}while BdoC{n A -B}

onde ey é uma variavel 1égica cujo valor é o da expressao E antes da execugao
do comando C.

Tableaux-while;

{¢}

{n AN O<E}
while Bdo
{n NBANOLZE A E=c¢}
C
{NM NO<E AN E<ep}
{n N =B} whilegor
{1} CONStot

11



Exemplo

Fiot {x >0}y <~ 1;2 < O;while z # z do (z + z+ L,y < y x 2){y = z!}
{z >0}
{1=00 A O<z—0}

y<+1

{y=0l AN 0<z—-0}

z<+ 0

{ly=2 ANO0<z—2z} asSiot

while z # z do

{

{ly=2' N z£2z AN0<z—2 ANz —2z=e€0} CONStot
{yxz4+1)=CF+1)AN0<z—(2+1) ANz—(2+1)<ep} aSStot
z+—z+1

{yxz=2zl AN0O<ax—2 AN z—2<ey} asSiot

Yy Xz

{ly=2l N0<z—2 ANz—2<ep}

}

{y=2! A z=2x}

{y=2al}

Como determinar um variante?

Os variantes sao mais dificeis de encontrar que os invariantes, porque nao é
possivel saber genericamente se um programa termina

Considera esta assercao
l_tot
Require: {z > 0}
Cc+ T
while ¢ # 1 do
if ¢%2 == 0 then
¢ c/2
else
c+—3xc+1
Ensure: {true}

Sera que este triplo é valido? Neste caso este triplo s6 estabelecia a terminagao
do programa. Mas nao se sabe se termina ou nao! (Collatz conjecture).
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Exerc. 2.1. Mostra que

Fiot {y > 0}
whiley < rdo

reTr—;
qg—q+1

{true}
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