Teoria das fungoes nao interpretadas, EUF

e termos funcionais a teoria da igualdade
o'l = AU | gt |t =t
t:=z|c|F(ty,...,t,)
e apenas se exige a congruéncia funcional

1= N ANxp=Yn = Flx1,...,20) = F(y1,---,yn)
e Fungoes de uma dada teoria podem ser substituidas por fungoes nao in-

terpretadas simplificando as provas (de validade) embora nao se preserve
a equivaléncia. Temos

Fol =

e mas se [~ ¢"f nada se pode concluir.

Exemplo: equivaléncia de programas

int power3(int in) {

out = in;
int power3mnew(int in) {
for(i=0; i<2; i++) out = (in*in)*in;
out = out * in; return out;
return out;
Static single assignment (SSA) form:
out] =in A
outy = outy *in A out] = (in xin) * in

outs = outsy * in

Prove that both functions return the same value:

outs = 0ut'1

Static single assignment

1. Remove the variable declarations and return statements.
2. Unroll the for loop.

3. Replace the left-hand side variable in each assignment with a new auxiliary
variables



4. Wherever a variable is read (referred to in an expression), replace it with
the auxiliary variable that replaced it in the last place where it was as-
signed.

5. Conjoin all program statements.

No exemplo, dados os dois programas obtemos duas férmulas ¢ e ¢} e pretende-
se que
01 A@] = outz = out}

Utilizacao de fungoes nao interpretadas

Static single assignment (SSA) form:
out; = in A
outy = outy * in A out] = (in xin) xin
outs = outs * in

With uninterpreted functions:
out; =inA
outy = F(outy,in) A out) = F(F(in,in),in)
outs = F(outs,in)

A vantagem é que é mais facil provar a validade de fungoes nao interpretadas.
No exemplo substituimos a multiplicagdo * por uma funcao nao interpretada F'

e obtemos "/ e i

Algoritmo de decisao para conjuncgoes de igualdades com fungoes nao
interpretadas

Vamos apenas considerar fungoes undrias (mas o algoritmo aplica-se a fungoes
de qualquer aridade)

Input: Uma conjuncio de literais p"f
Output: Satisfazivel ou Nao Satisfazivel

1. Construir classes de equivaléncia fechadas para a congruéncia funcional

a) Set; =ty € Lp“f colocar t; and t; na mesma classe de equivaléncia.
Colocar todos os outros termos em classes de equivaléncia singulares.

b) Se duas classes partilham um termo, unir as classes. Repetir até nao
haver mais classes para juntar.

¢) Calcular o fecho da congruéncia funcional: se t; and t5 estdo na mesma
classe and se F(t1) and F(t3) sdo termos de %/ entdo juntar as classes
de F(t1) and F(t2). Repetir até nao haver mais classes para juntar.



2. Se existe uma desigualdade t; # t3 em go“f tal que t; and ty pertencem
a mesma classe de equivaléncia entdo retornar Nao Satisfazivel, senao re-
tornar Satisfazivel.

Ex. 21.1. Seja o*f a conjuncdo
T1 =To ATy =23 ANTgy =5\ X5 F T1 /\F(.’L‘l) #F(aﬁg)
Inicialmente as classes de equivaléncia sao:

{z1, w2}, {wo, w3}, {24, w5}, {F(3)}, {F(21)}

Juntamos termos nas classe

{w1, w2, 23}, {wa, w5}, {F (23)}, {F(21)}

Pelo fecho da congruéncia temos:

{x17x27x3}’ {x4,x5}7 {F(xl)a F(:E3)}

Finalmente como F(x1) # F(x3) € 9", retornamos Nio Satisfazivel.

e Este algoritmo pode ser implementado eficientemente com union-find,
com complexidade O(nlog(n)).

e Para estender o algoritmo de decisao a férmulas sem quantificadores genéricas
(néo s6 conjungoes de literais) pode-se usar o algoritmo DPLL(T) ou vari-
antes (lazy); ou algoritmos que reduzem toda a férmula %/ a uma férmula
proposicional equisatisfazivel (como serd visto a seguir) (eager).

Reducgao de fungdes nao interpretadas a légica equacional (Acker-
mann)

Suppose we want to check
I 7& z2 V F(.’El) = F(.’L'Q) VF(ml) 75 F(mg)
for validity.

© First number the function instances:
z1 # z2V Fi(z1) = Fa(z2) V Fi(z1) # F3(z3)
@ Replace each function with a new variable:
T1#F 2V i=foVi#fs
© Add functional consistency constraints:

(zr=z2— fi=f2) A
(Tr=z3—>fi=fz) N |—
(2 =23 = fa = f3)

(x1 # z2) V (fr = f2) V (fr # f3))



Redugao de Ackermann

Input: Um férmula de EUF ¢ and m instancias de uma funcdo F' (undria)
Output: Uma férmula da légica equacional ¥ tal que ¢ é valida
se and s6 se p*f é vilida

1. Atribuir indices &s instancias da funcdo F', F;. Sejam arg(F;) o seus
argumentos.

2. Seja flat® = T(p"f), onde T é uma funcio que substitui cada instancia
F; por uma variavel nova f;. Se houver fungoes imbricadas, fica a variavel
da funcao mais externa.

3. Seja
m—1 m
FCF .= /\ /\ T(arg(Fy)) = T(arg(F;)) = fi=f;
i=1 j=i+1

4. Seja ¥ := FOF = flatF

Exemplo: programas equivalentes (cont)

With numbered uninterpreted functions:
outy = inA
outy = Fi(outy,in) A out] = Fy(F3(in,in),in)
outs = Fy(outs,in)

Ackermann’s reduction:
outy =in A
0E: outy = fLA oF . outh = fa
outs = f

The verification condition:
(out; = outy— f1 = fa)
(outy =in — f1 = f3)
(outy = f3 — fi = fa)
(outy =in — fo = f3)
(
(

ANpE NpE| — outz = out)

> > > > >

outy = f3 — fa = f3)
in=f3 — f3=f1)

Exemplo

Considera a férmula ¢ dada por
r =1y = F(F(G(21)))) = F(F(G(x2)))

Considera as seguintes variavies proposicionais g1, g, f1, f2, f3, € f4



g1 g2
F(G(z1))  F(G(x2))
~—— ~——

O fo ) FC fs )

T =Ty = fo = fa

entdo flatf oy =29 = fo=fre FOF ¢

T =T2 = g1 = 92
an=f = fi=f
ge=1fs = f3=/a
g=92 = fi=/[3
n=fi= fi=/f
i=g2 = fo=f3
hi=f= fo=fa
go=1f3 = fi=/fa

Entdo temos ¢ = FC¥ — flat®.

Exerc. 21.1. Na compilagao de programas € mecessdrio fazer transformac¢ao
de programas (do original até ao program executdvel). Por exemplo a instrugao:

z= (21 +y1) * (¥2 + y2)
Pode compilar para
UL = T1 +Y1;U2 = To + Y2, 2 = Uy * U
A condicao de verificacdo que garante a corre¢do €
U =T F YU =T+ Yoz =urk Uz = 2= (21 + Y1) * (22 + y2)

Obtem uma formula da légica da igualdade da condi¢do abstraindo a uma féormula
com fungdes nao interpretadas e aplicando a redug¢do de Ackermann. ¢

Algoritmo ”eager” para légica equacional

Vamos ver como construir uma férmula da légica proposicional equisatisfazivel a
uma férmula da logica equacional sem quantificadores. O resolutor SAT é assim
chamado apenas uma vez. O algoritmo apresentado nao serd muito eficiente
mas poderd ser optimizado de modo a executar em tempo polinomial e obter-se
uma férmula proposicional com um tamanho cibico no nimero de varidveis da
férmula equacional.



Conjuntos de literais de igualdades e de desigualdades

Supondo que temos uma férmula da légica equacional ¢ (sem constantes) com
operagoes Booleanas mas em NNF (forma normal negativa).

e Seja E_ o conjunto de literais positivos de ¢

e Seja £ o conjunto de literais negativos de oF

Sendo

(r1 #x2Vyr #y2V f1 = fo)A

(ur # fiVus # f2 Vg1 = g2)A

(w1 =fiVug = faVz=g1) Nz # g2
Temos

E- = {fi=fo01=92,u1 = fr,us = fo,2=g1}
Ey = A{z1 # 22,51 # y2, w1 # fr.ue # fo,2 # g2}

Grafo equacional (de igualdades)

Dada uma férmula equacional ¢ em NNF, o grafo das igualdades (ou equa-
cional) de ¥, GE(p¥) é um grafo (ndo dirigido) (V, E—, E) onde os vértices
V sdo as varidveis em of, as arestas de E_ correspondem aos predicados
no conjunto de igualdades e as arestas de F aos predicados no conjunto de
desigualdades.

Por exemplo, para E— = {z1 = z5,20 = 3,02 = 5,24 = 25} € Bz = {21 #
x4} temos

]
-
8
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Como no caso das conjungoes de literais, graficamente representamos com linha
tracejada as arestas que correspondem a igualdades e a cheio as das desigualdades.



O grafo equacional G¥(¢¥) é uma abstracio de o

Representa na realidade todas as férmulas que tém os mesmos literais que

(,OE

e Como nao considera as conectivas Booleanas pode representar tanto férmulas
satisfaziveis como nao satisfaziveis

e Por exemplo 11 = 2 Ax1 # x5 € 1 = 9 V T1 F# T2 sd0 representadas

pelo mesmo grafo.

Caminhos de igualdades e de desigualdades

e Um caminho de igualdades em GF é um caminho s6 com arestas de F_.
Se existe um caminho de igualdades entre x e y dizemos que = =* y, para
z,y V.

e Um caminho de desigualdades em G¥ é um caminho com arestas em E_
e uma aresta de F.. Se exite um caminho de desigualdades entre x e y
dizemos que x #* y z,y € V.

e Qualquer desses caminhos é simples se nao tiver ciclos.

e Se r =" y pode acontecer que = e y tenham que ter o mesmo valor mas
nao é necessdrio (porque nao temos a estrutura Booleana da férmula).

e Para x #* y pode ser que z e y tenham que ter valores diferentes

e No exemplo temos que x7; =* x4 e 1 #* x4 mas isso pode nao ser incon-
sistente

e Um ciclo contraditério é um ciclo em GF que tem exactamente uma aresta
de E#

e Para qualquer z,y € V num ciclo contraditério tem-se que x =* y e x £* y
(Verifical).

e A conjuncao dos literais correspondentes ao ciclo é nao satisfazivel.

e No exemplo x1, 22, x4 é um ciclo contraditorio

Vamos ver que podemos simplificar as férmulas se houver literais que nao par-
ticipam em ciclos contraditérios (simples).



Simplificagao de féormulas

Algorithm 11.4.1: SIMPLIFY-EQUALITY-FORMULA

Input: An equality formula ¢®
Output: An equality formula ¢® equisatisfiable with ®, with
size less than or equal to the length of "

1. Let @ := ©".

Construct the equality graph G®(¢™).

3. Replace each pure literal in ¢®" whose corresponding edge is not part
of a simple contradictory cycle with TRUE.

4. Simplify ¢® with respect to the Boolean constants TRUE and FALSE

(e.g., replace TRUE V ¢ with TRUE, and FALSE A ¢ with FALSE).

If any rewriting has occurred in the previous two steps, go to step .

6. Return ¢®'.

[\

ot

Exemplo

Para

OF =@ # Vi £V fi=f)A(ur # fiVus # fo Va1 = g2)A
(ur=fivus=foVz=g1) Nz # go

o grafo GP é

o——=O o—O
o e oy
Uy f fo Uz

Sendo que f1 = fo, 1 # 2 € Y1 # Y2 ndo fazem parte de ciclos contraditérios,
pelo que podem ser substituidos por true.

o'F :=(true V true V true) A (ug # f1 Vus # fa Vg1 = g2)A
(ur=fivug=foVz=g1) Nz # g

Simplificando vem

PP i=(ur £ fivus £ foVar =g) A ur = fiVus = foVz=g1) ANz # g2



E neste caso se calcularmos o grafo vemos que nao podemos simplificar mais.
Contudo se os ciclos contraditorios desaparecerem podemos concluir que a férmula
é satisfazivel (e s6 usando simplificagio).

Reducao para férmula proposicional (sparse method, Bryant et al)

Grafo equacional nao polar

Sendo ¥ uma férmula da légica equacional, um grafo equacional ndo polar de
©F GL 5 (pF) é um grafo (V, E) onde V corresponde as varidveis de o e as
arestas em E a At(pF), i.e., a todas as férmulas atémicas (igualdades) de ¢¥.

e Notar que x; # x2 é apenas uma abreviatura de —x; = x5, logo em Gﬁp
sé o predicado x1 = x5 estara representado en F.

e Assim em vez de literais apenas consideramos as igualdades (omitindo a
sua polaridade).

Transformagao l6gica equacional para légica proposicional

Dada ¢ o algoritmo gera duas proposicdes e(¢”) e Birans tal que

E

©F ¢ satisfazivel <= e(p")

A Birans € satisfazivel

e A férmula e(p?) é o esqueleto proposicional de ¥, em que cada predicado
x; = z; (podemos supor sempre que i < j) é substituido por uma varidvel
proposicional e; ;

e A férmula Biqns € uma conjuncgao de implicagoes, as restricoes transitivas.
Cada restrigao estd associada a um ciclo no grafo G% . Para um ciclo com
n arestas By.qns proibe uma valorizacao false a uma das arestas quando
todas as outras tém o valor true.

Corregao do algoritmo

e Se pf é satisfazivel entdo e(p¥) também é satisfazivel

o As restricdes Birans a0 suficientes para garantir que p? é satisfazivel se
e(oF) for.

Sendo pf :=x; = 29 A (((x9 = 23) A (z1 # 23)) V (21 # 12)) entdo

e(p”) :=e12 A (((e23 A (me1,3)) V (mer2))



7 . _ _ . E‘
As férmulas x; = x9, x2 = x3 e 1 = x3 formam um ciclo em Gy p logo neste
caso as restricoes transitivas sao apenas:

Birans :=((e1,2 Ae23) = e1,3)A
(6172 N 61,3) — 6273)/\
(62’3 N 61’3) — 61’2).

Complexidade e optimizagoes
e O algoritmo apresentado pode ter uma complexidade exponencial porque
pode ser exponencial o nimero de ciclos num grafo

e Uma corda num ciclo é qualquer aresta que liga dois vértices nao adjacentes
num ciclo

e Bryant et al provaram que

E suficiente adicionar restrigoes transitivas para ciclos simples
sem cordas

e Grafos cordais sdo grafos em que nenhum ciclo de tamanho 4 ou mais é
livre de cordas

e Qualquer grafo pode ser transformado num grafo cordal em tempo e espago
polinomial

e Dado que os unicos ciclos sem cordas sao os triangulos se aplicarmos o
algoritmo a esse grafos podemos fazé-lo em tempo polinomial e obter uma
férmula cujo tamanho é apenas ctibico em relagdo a original.
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Algorithm 11.5.1: EQUALITY-LOGIC-TO-PROPOSITIONAL-LOGIC

Input: An equality formula "
Output: A propositional formula equisatisfiable with

1. Construct a Boolean formula e(p™) by replacing each atom of the form
x; = x; in " with a Boolean variable e; ;.

Construct the nonpolar equality graph Gxp(¢").

Make GRp(¢") chordal.

Birans := TRUE.

For each triangle (e; j,e;k,eix) in Gap(¢"),

i LN

Bt'rans = Bt'rans N
(e,-,j Nejr — ei,k) A\
(ei,j Nejx — ej,k) A\
(e,-,k Nejr — em’) .

(11.42)

6. Return e(p®) A Birans-

Teoria de arrays

Ja vimos a seguinte axiomatica para os arrays, em que o fragmento sem quan-
tificadores é decidivel:
Te
Ya,i,j.i = j — read(a,i) = read(a, j)
Va,i,j,v.i = j — read(write(a,i,v),j) = v
Ya,i, j,v.-(i = j) — read(write(a,i,v),j) = read( ,7)
Ya,b.(Vi.read(a,i) = read(b,i)) - a=>b
Vamos representar um array ¢ como uma fun¢do de um conjunto de indices
duma teoria (tipo) 77 num conjunto de elementos duma (tipo) teoria Tg.

O tipo do array a é
Ta=Tr —>Tg

Operagoes de leitura and escrita

Sendo a € T4 as operagoes bésicas sao:

Leitura a[i] representa read(a, ), isto é, um elemento de T que corresponde
ao elemento de indice i € T de a

Escrita ali < e] representa write(a, i, e), isto é, e € Ty denota o valor escrito
no elemento de indice ¢ de a.

11



Loégica de arrays

Supomos que T7 é uma teoria em que o fragmento com quantificadores é decidivel
(p-e aritmética de Presburger).

Sendo t; and tg os termos de 1Ty and Tg and id, € Vargqy identificadores
para os arrays, os termos de T4 sao:

ta=idy | taltr + tg]
Estende-se os termos de tg para incluir elementos de arrays:
tg :=taltermy]|---
Nas férmulas, acrescenta-se a igualdade de termos de T4, i.e.
sOI:tAZtA|"'

Considera-se a; = az uma abreviatura de Vi.a1[i] = az[i]. Os axiomas acima
podem reescrever-se como:

Va1 € TyNas € TaNi € T .Vj € T].(al =ag N1l = j) = al[i] = ag[j], (1)

Va € TaVe € TpVi € Tr.Yj € Tr.afi  €][j] = {6 = (2)

alj] caso contrério
Ya, € TA.Vag S TA(V’L S T].al[i] = ag[i]) — a1 = as. (3)

Nota: nesta teoria os arrays tém dimensao nao limitada. Na prética a dimensao
dum array pode ser introduzida com férmulas sobre inteiros.

Exemplo

Considera o seguinte triplo de Hoare
{True} for i < 0to 99 do afi] < 0 {V0 < k < 100, a[k] = 0}
Seja o invariante 1 : V0 < k < 4, a[k] = 0 and o seguinte tableauz:
{true}
{0 <99}
fori <+ 0to99do

{
{(VO < k < i,alk] =0) A0 <iAi<99}

{V0 <k <i+1,ali < 0][k] =0} CONStot
ali] + 0

{M0 <k <i+1,alk] =0} aSStot

}

{n[100/1]}

{V0 < k < 100, a[k] = 0}

12



Eliminagao de termos com arrays usando fungoes nao interpretadas

Temos em particular a seguinte condicao de verificacao a ser provada:

(VO <k <ialk] =0) = YO<k<i+1,afi < 0)[k]=0

Considerando a uma fungao vamos substituir as suas instancias por fungoes nao
interpretadas. Em particular o axioma (1) é um caso particular da consisténcia
funcional.

Ex. 21.2. Por exemplo se Tg corresponde ao conjunto dos caracteres
(i=jNa[j]="2") = ai] ="2"
pode ser substituido por
(1= AF()="2") = Fu(j)="2"
que pode ser validada pelos algoritmos jd dados.

Para substituir termos a[i < €] introduz-se uma nova varidvel a’ € Varg,ray
and substitui-se por duas férmulas (Regra de Escrita):

e dfi|=¢e
o Vj #i.d'[j] = alj]
Ex. 21.8. A férmula ali + €][i] > e € transformada em
dji]=e = dli| >e
. A formula al0] = 10 = a[l < 20][0] = 10 seria transformada em:
(a0] =10 Ad'[1] =20 A (V§ # 1.d'[j] = a[j])) = d’[0] = 10.
Introduzindo F, and F,

(Fa(0) =10 A Fur (1) = 20 A (V) # L.Fw (§) = Fa(j))) = Far(0) = 10.

Propriedades de array

Contudo, por exemplo, se adicionarmos a aritmética de Presburger fungoes nao
interpretadas obtemos uma teoria nao decidivel.

Por isso é necessério restringir a classe de férmulas a considerar.

Vamos considerar férmulas que sdo combinagoes Booleanas de propriedades de
array.

Definicao 21.1 (Propriedade de array). E uma formula da forma

V’LlVZk ET[.(,D[(il,...,’L'k) — va(il,...,ik)

13



1. @5 € a guarda dos indices and segue a sequinte gramdtica

eri=@rNer|lerVer|ti<t|ti=t
tilzill"~|ik|t
t:=neN|nid; |t+1

Os termos t sdo expressoes sobre inteiros and id; € uma varidvel da teoria
dos indices T diferente dos ;.

2. Os indices 11,...,1, s6 podem ocorrer em expressoes da forma ali;] em
Pv-

e A extensionalidade
Vi.al[i] = a M

é uma propriedade de array onde a guarda é true.
e A férmula a’ = afi + 0] é substituida por duas férmulas:

— d'[i] = 0 que é uma propriedade de array and

— Vj #i.d'[j] = alj].
Neste caso temos de substituir por

Vi((j<i—1Vvi+1<j) = d[j] = alj])

que é uma propriedade de array.

Algoritmo de reducgao de arrays

Input: Uma propriedade de array ¢4 em NNF
Output: Uma férmula ¢*/ das teorias T; and T},
and com fungoes nao interpretadas.

1. Aplicar a regra de escrita para eliminar termos de escrita afi < e].

2. Substituir todos os quantificadores existénciais 37 € T;.P(i) por P(j),
onde j é uma variavel nova.

3. Substituir todos os quantificadores universais Vi € T7.P(i) por A\, P(i).
4. Substituir os termos de leitura (a[é]) por fungdes ndo interpretadas, obtendo-

se ptf

Z(p)

O conjunto Z(p), onde ¢ é a férmula corrente, contém:

1. Todas as expressoes usadas como indices de arrays em ¢ excepto varidveis
quantificadas

14



2. Todas as expressoes usadas nas guardas de indice de ¢ excepto varidveis
quantificadas

3. Se ¢ nao contém nenhuma expressao acima entao Z(¢) = {0}

Exemplo

Consideremos entao para k,i € Ny, a validade de
(Vkk<i = alk] =0) = (Vk.k<i = ali + 0][k] =0)
Para tal vamos considerar que nao é satisfazivel a sua negacao.
(Vk.k<i = alk] =0) A (Fk.k <iAali+ 0][k] #£0)
Aplicando a regra da escrita

(Vk.k <i = alk] =0) Ad'[i] = 0A (V] #i.d[j] = alj])
A (Fk.k <ind[k] #0)

Instanciamos k com ki para eliminar 3k

(Vk.k <i = alk] =0) Ad'[i] = 0A (V) #i.d[j] = alj])
/\]{11 Si/\a’[kl] 750

Temos Z = {i,k; }. Entao eliminamos os quantificadores universais:

(i<i = ali]=0)A (k1 <i = alk1]=0)Ad[i] =0
A(i#1 = d[i] = ali])
A\ (k‘l #*i = a’[kl] = a[kzl]) ANki1 <iA a’[k:l] #* 0)

Simplificando vem

(k1 <i = alki]=0)Ad[i] =0
A (k‘l #*i = a’[kl] = a[k;l]) Nk <1 /\a/[kﬂ #0

Substituindo a and a’ por fungoes nao interpretadas vem
(k] <1 = Fa(kl) = 0) A Fa/(i) =0
A (kl ;é T = F;(kl) = Fa(kl)) ANk <iA F{;(kl) §£ 0

Considerando os trés casos k1 < i, k1 = i and k; > i podemos concluir que nao
é satisfazivel.

15



Arrays em SMT-LIB/Z3

e para definir um array usase o tipo (sort) Array

A = Array(’A’, IntSort(), IntSort())
x, y = Consts(’x y’,IntSort())
solve(A[x] == x, Store(4, x, y) == A)

e Alx] é definido por Select(A,x) (ou sé Alx] )
e Store(A,x,v), corresponde a Az < v].

e K(Sort,v) corresponde a um array de tipo Sort em que todas as posicoes
tém o valor v (array constante, que é usado para exibir uma solugao).

e Para o exemplo de verificagdo dado antes temos

solve (Implies(ForAll([x], (Implies(x< y, A[x]==0))),
ForAl1([x], (Implies(x<= y, Store(A, y, 0)[x]==0)))))

Os arrays correspondem a funcoes que se podem representar por A-termos : se
f:Ax B — C entao Lambda [x,y]. £f(x, y) tem tipo Array(A,B,C).

alil # select array ’a’ at index ’i’
# Select(a, i)
Store(a, i, v) # update array ’a’ with ’v’ at index ’i’
# = Lambda(j, If(i == j, v, alj1))
K(D, wv) # constant Array(D, R), where R is sort of ’v’.
# = Lambda(j, v)
Map(f, a) # map function ’f’ on values of ’a’
# = Lambda(j, f(aljl))
Ext(a, b) # Extensionality
# Implies(al[Ext(a, b)] == b[Ext(a, b)], a == b)
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