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Demonstradores Interactivos baseado em CoC

Permitem
@ a especificacdo e a obtencdo de programas que satisfacam essa
especificacdo.

@ desenvolvimento de demonstracées matematicas numa ldgica de
ordem superior

@ ambiente de desenvolvimento de légicas diversas: temporais, modais,
de descricdo, etc.

@ uma linguagem (funcional) de especificagdo

@ baseado num A-calculus tipificado polimérfico com tipos dependentes
e no¢do primitiva de tipos indutivos: o Calculo de Construgoes
Indutivas (CoC, pCiC).
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Sistemas de dedutivos para légica proposicional

Dado um conjunto de varidveis Vpp, sejam as férmulas

a:=true|false | p,q,... € Vprop | 7 |aVa|aNha|a—

Um sistema dedutivo é um conjunto de regras a partir das quais é possivel
obter (deduzir) uma férmula (supondo ou ndo um conjunto inicial I'): F «
oul Fa

Se o, o diz-se um teorema

Pretendem-se sistemas integros e completos:

Faseesdse =a

ou mais geralmente:

Nl-aseesésel = a
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N3o tem axiomas. SO regras de inferéncia. Para cada conectiva légica
existem dois tipos de regras: de introducdo e de eliminacao.

As férmulas iniciais podem ser hipdteses (premissas) introduzidas para a
aplicagdo duma regra: iniciam um sub-deduc¢do que quando termina
cancela as respectivas hipdteses

(DCC-FC) Verificacdo de Programas Aula 22 4/40



Deducao natural, NKj

Introducao Eliminacao
aANfB aAfB
A ang 1 > A Eq 3 A Ep
[] 8]
v =2, B | aVvp Y E
aVp vh aVp Vi ~ Vv
[]
B «a a—f
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Dedug¢do natural, NKj (cont.)

Introducao Eliminacao
[a]
F a ale’
l — =l B -E
o mre?
1| ——=l -—E
- a
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NKy em sequents

Supondo que I (contexto) é um

conjunto de férmulas:

FaFat
Introducao Eliminacao
reka res rFaAB r-oaA
A TFanrpg /! TFa B rrg "B
_Ita _resg FrFavp Maty rBEy
VilfravaVh Fravg vk TF o VE
Natp lr-a Ika—p
- Fl—a—>ﬁﬁl TF B —E
- r,aFFI l'Fa TF-a E
T —o rFp -
- TrFa | e —a E
re —a ' reco
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Deducbes com sequents |

Agora os nés das arvores de dedugdo sdo sequentse =T F a é o mesmo
que I F «

Fa—(—a)

a,f - a

aF g=ah

Fa—(8—a)
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Métodos de demonstracao

A semantica da légica cldssica é baseada na nog¢do de verdade. E em
particular cada proposicdo é absolutamente verdadeira ou falsa. Isso
traduz-se pelo principio do terceiro excluido: p V —p.

Mas isto n3o nos dd muita informac3o.

Mostrar que existem irracionais b e c tal que b® é racional

~ . V2 . .
Dem. Demonstracdo por casos: Seja v/2"°. Este niimero é
racional ou irracional.

e Se v?2 2 é racional ent3o basta tomar b= ¢ = /2
@ Se \/iﬁ é irracional, entdo seja b = \@ﬁ ec=+2.

Vem b€ = \@ﬁﬁ = \/52 = 2, que é racional -

Mas afinal quais s3o esses valores? A demonstracdo n3o é constructiva.
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Intuicionismo |

Uma proposicdo sé é verdadeira ou falsa, se nds soubermos porqué que
isso acontece... ou seja se podermos ter uma demonstragdo construtiva
dela...(BHK)

A semantica duma proposicdo deve basear-se na no¢do de demonstrac3o:
uma férmula é verdadeira se tivermos uma construcdo para uma
demonstracdo dela e esta nocao estende-se para as conectivas:

@ Uma construcdo de @ A [ consiste numa construcdo de v e numa
construcdo de 8

@ Uma construcdo de a@ V 3 consiste numa constru¢do de o ou numa
construcdo de 8

@ Uma construcdo de @ — 8 é um método de transformar qualquer
construcdo de o numa construcdo de 3
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Intuicionismo I

@ Uma construcdo de -« é um método de transformar qualquer

constru¢do de o num objecto ndo que existe (ou seja o =« — F)
(RA)

Mostrar que p — =—p (ou p — ((p — F) — F) é uma tautologia
intuicionista:
Dada uma demonstragdo de p, podemos obter uma demons-
tracdo para ((p — F) — F): Seja uma demonstragdo para
(p — F), isto é, um método de transformar demonstracbes de
p em demonstragdo de F. Como temos uma demonstracdo para
p podemos ter uma demonstracdo para F

Mas ——p — p ndo é uma tautologia intuicionista: o facto de n3o termos
uma demonstragdo para —p ndo nos permite concluir que tenhamos uma
demonstragao para p...

E, do mesmo modo p V —p ndo é uma taulogogia!... em geral n3o é
garantido que se tenha uma demonstra¢do para p ou uma para —p.
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Intuicionismo IlI

A légica intuicionista NJy obtém-se da légica classica, p.e, retirando a
regra =—E do sistema NKp...
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NJy com sequents para IPC(—)

IPC(—): Idgica proposicional intuicionista sé com implica¢do

I" conjunto de férmulas I = © sequent
ot a
N a—p N+«
E
rr g (= E)

Mot g
Fraop Tl
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M-calculus |

x € V, V conjunto de varidveis

A-termos: varidveis, aplicagdes, abstragdes
A= x| (AN) | (Ax.A)

o xyxx (aplicagdes associam a esquerda)
o (yz)(Ax.x)(yz)
o (Ax.xy)(\z.2)
o (Axy.xy)
o (Ax.xAx.xy)(yy)
(

o (Ax.xx)(Ax.xx)
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Reducdes

e Varidveis livres FV(A) :
FV(x) = {x} FV(MN) = FV(M)UFV(N) FV(Ax.M) = FV(M)\{x}
@ Substituicdo de N por x em M, M[N/x]
e Redugdo a: Ax.M — A\y.M[y/x], se y ¢ FV(M)
@ Redugdo 3 (um passo): (Ax.M)P —g P[M/x]
p-Redex: (Ax.M)P
o Fecho transitivo-reflexivo: —7

e Conversdo (simetria) : =g
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Forma normal 3

@ Um A-termo estd em forma normal S se n3o tiver nenhum redex.
@ Se um A-termo tiver forma normal ela é dnica.

@ Existem A\ — termos que n3o tém forma normal:
(Ax.xx)(Ax.xx), (Ax.xxx)(Ax.xxx)
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Sistemas de tipos (simples) para o A-calculus (A —)

Sendo ¢« € U, U conjunto de varidveis de tipo, um tipo simples (TA})
é dado por
Ti=u|T—>T

7 — (0 — 7) (associam a direita)
Atribuicdes de tipo: M : 7

(]

Exemplos
X:T AX.X:10 =0
AXAYX 0 —=>T—0

I" conjunto de atribui¢bes x : 7 consistente
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Sistema de tipos simples TA)

Sendo I conjunto de atribuicdes x : T consistente, para inferir se
= M : 7T temos o seguinte sistema de inferéncia de tipos (que
corresponde a um sistema dedutivo):

xX:TkF x:T

MM EFEM:0—>r7 M N:o
Muls (MN)ZT

(APP) 1 U I consistente

r=M:r
M{x:0} F (OxM):(c —71)

(ABS) " é consistente com x : &
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Se omitirmos os A-termos temos sé dedu¢do de férmulas em IPC(—):

M Fo—T [ F o

APP 1 U Iy consistente
nur F 7 (APP) — nor

re=r
MN{oc} F (c—=1)

(ABS) [ é consistente com x : o
Isto é

(— E)=(APP) e (— 1)=(ABS)
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NJy com sequents para IPC(—)

IPC(—): Idgica proposicional intuicionista sé com implica¢do

I" conjunto de férmulas I = © sequent
ot a
N a—p N+«
E
rr g (= E)

Mot g
Fraop Tl

(DCC-FC) Verificacdo de Programas Aula 22

20 /40



Isomorfismo de Curry-Howard

Férmulas ~ Tipos
Demonstracdes ~ Termos (Programas)

Normalizacoes ~ Computacoes

(DCC-FC) Verificacdo de Programas Aula 22

21/40



Correspondéncia A — = IPC(—) |

A deducdo-TAy del W M: 7

A; deducao NJy definida por:

o M=xelAéx:7ThF x:7entdo A éT + T
o M=PQel =T1UTl, e o dltimo passo de A é

Al A2

MM+EM:c—71 M+ N:o
MUl - (MN):T

(— E)=(APP)

A obtém-se aplicando ( — E) a A1, e a Ay,
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Correspondéncia A — = IPC(—) Il

o M=XM.P, 7T=p— 0, =1 —xeo lltimo passo em A é
Ay

FeP.
M{x:0} F (Ax.P):(p— o)

(— I)=(ABS)

A obtém-se aplicando ( — /) a Ay, a p.
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Exemplos

F (Axyz.xzy)

F (Axyz.xzz) :

(a—ma—c)—ma—sa—c

x:a—a—c b x:ta—a—c z:atb z:a
x:a—a—c,z:a b (xz):a—c y:akFya
x:a—a—c,z:ay:ak (xzy):c
x:a—a—c,y:at (Az.xzy):a—c
x:a—a—c F (Ayz.xzy):a—a—c
F (Axyz.xzy):(a—a—c)—a—a—c

a—a—chk a—a—c aka
a—a—c,alk amc akFa
a—a—c,a,al ¢
a—a—c,ak a—c
a—a—c k- a—a—c
F (a—a—c)—a—a—c

(a—ma—c)—ma—a—c

Xx:a—ra—c - x:a—a—c z:al- z:a
x:a—a—c,z:a b (xz):a—c z:al z:a
x:a—a—c,z:a b (xzz):c
x:a—a—c - (A\z.xzz):a—c
x:a—a—rc F (A\yz.xzz):a—a—c
F (Axyz.xzz):(a—a—c)—a—a—c

a—a—ck a—a—c ata
a—a—c,ak a—c ak a
a—a—c,abkc
a—a—ck a—c
a—a—cF a—a—c
F (a—a—c)—a—a—c
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Aplicando a correspondéncia Curry-Howard temos em IPC( — ):
F (a— b) = (c—a) = (c—b)

a— a)

a—b—a)

a—b—c)—ob—sa—c

= (
= (
= (
F(a—a—b)—a—b
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Porque

o F Mxyzx(yz):(a— b)— (c —>a) = (c—b) (B)
o F Mx.x:(a— a) )]
o F Mxy.x:(a—b—a) (K)
e F Myzxzy:(a—b—c)—ob—a—c (©)
o F Myxyy:(a—a—b)—a—b (W)
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Correspondéncia IPC(—) =, A — |

A dedugdo NJp(—) del + 7
Ajdeducio-TAyde ' = M :7,onde " = {x: 7| 7 € ['}, e definida por:
@ se Aérl, 7 - 7 temos dois subcasos:

Q@ Tcl Entio Ay éT" F x: 7
Q@ 7¢I EntSo Ay él, x:7 F x:7

@ (ltimo passo de A é ( — E) aplicada a conclusdes de A; e Ap e Aq,
e Ay, sdo dedugdes de

MkEMo—=rT M EN:o
aplicar (APP) a A, apds substituir todas as varidveis por novas, e
entdo

Mury - MN:7
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Correspondéncia IPC(—) =, A — |l

@ dltimo passode A é (— /)
Ay
[LpkHo
N p—o
Consideramos dois sub-casos:

©Q peT. Entdo a conclusdode Ay, éT" - P:o,comv;:pel’e
v; € FV(P). Podemos modificar A;, para uma dedugdo de
I x:p k P*:0, com x varidvel nova e

P* =[x/va,...,x/v]P
Aplicando (ABS) : " - (M.P*):p— 0o

@Q p ¢T. Entdo a conclusdo de Ay, éT",x:p F P: o e aplicando
(ABS) deduz-se
IM"rE (Mx.P):p—o
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Correspondéncia IPC(—) =, A — I

a,al a
akFa—a
Fa—a—a

()x = dedugbes de tipos para Axy.x e Ayx.x:

x:a,y:al x:a x:a,y:al y:a
x:aF\y.x:a—a x:aF\y.y:a—a
F Axy.x:a—a—a F Axy.y:a—a—a

Se A é uma deducao NJy de o1,...,0, - 7, i < n, entdao Ay é uma
deducao-TA )cuja conclusao é

X1y 101,y Xy D01y Xng D Opseeoy Xy 2 Op FM:T
Xj; Ocorre uma s6 vez em M.

AAL =A mas ALA 75 A
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Em que A;, difere de A

© Se A é uma dedugdo-TAy del" - P: 7, entdo A;, é uma
deducdo-TA) de
M EM:7

tal que
P =, [vi/x1]...[va/xn|M

A=, [vi/x1]...[va/xa]AL,
xi € FV(M) e v; ndo necessariamente distintas

@ Se A é uma demonstragdo de = P: 7, A;, é uma demonstracdo de
F P: 7 amenos =,
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Teorema de Curry-Howard |

@ A férmulas que s3o teoremas da IPC s3o exactamente os tipos TA)
de A-termos fechados

Q o01,...,0, F T sseexiste Mtal que xy : 01,...,xp:0n F M: T
© Para todas as demonstracoes

ALA =« A

Ay, =A
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TA) IPC(—)
tipos férmulas
varidveis hipdteses
termos deducdo (construgdo)
habitabilidade derivabilidade
tipificabilidade deducdo para uma férmula
constructor conectiva
redex deducdo com redundancias
reducdo normalizacdo
forma normal derivacao em forma normal

Habitabilidade=(Existe um termo deste tipo?)
Tipificabilidade=(Existe um tipo para este termo?)

Assim como temos sistemas de (inferéncia) atribui¢do de tipos a termos,
podemos ter sistemas que atribuam termos a férmulas...os mesmos.
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Extensdo a A(—, A, V) I

Extens&o dos tipos simplesa o A 7 (ouo xT)eao V 7 (ouo+7)
Extens3o dos A-termo s tipificados a pares e somas disjuntas:

Se M:7eN:osdo A\termos, entdo < M, N >:7 A o € um A-termo
Se M:7 A o, entdo fst(M) : 7, snd(M) : 0 é um A-termo

Se M : 7 entdo in] V(M) :7 V o é um A-termo.

Se M : o entdo infVo(M):7 V o éum \termo

SeM:7 Vo, L:7—=7eK:0— 7' s3o \termo s, entdo
case(M,L,K) : 7/

As regras de inferéncia correspondem a A E, AIl, VI e V E, anotadas
com termos.

Regras de reducdo

A nog¢do de redex estende-se a estes construtores/destrutores
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Extensdo a A(—, A, V) I

fst(< t,u>) —t
snd(< t,u>) — u
case(in] ¥ °(N),L, K) — LN

case(in] ¥ 7 (N), L, K) — KN
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Variacoes e extensdes do isomorfismo C-H

@ sistemas axiomaticos estilo-Hilbert e sistemas de légica combinatdria
(IPC( — )corresponde a {B,C, K, W})

@ a ldgica proposicional classica (1990): interpretagdo para o terceiro
excluido
@ a légica de primeira ordem intuicionista corresponde a (fragmentos)

de sistemas de tipos dependentes

a légica proposicional de segunda ordem intuicionista corresponde a
sistemas de tipos polimérficos
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NJ calculus: regras para os quantificadores (primeira
ordem)

[ F Vo
o P

r = dxo Melt/x] B 4
FE 3E (a)

(a) onde v é uma varidvel nova que n3o estd em I, A

(b) onde x é livre para t em ¢
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Légica Primeira Ordem Intuicionista

A interpretacdo construtiva de (Brower-Heyting-Komolgorov) estende-se
para:

e Uma construgdo de Vxp(x) é um método de transformar qualquer
objecto a numa construgdo de ¢(a).

e Uma construcdo de Ixp(x) é um par que consiste num objecto a e
uma construgdo de ¢(a).

Quantificagdo universal V: conjuncdo generalizada...
Quantificacdo existéncial 3: disjuncdo generalizada...

Mas: A quantificacdo universal V também se assemelha a —. Em ambos a
construcdo sao métodos.
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Tipos dependentes

Generalizam os tipos @ — 3 que correspondem a fun¢des cujo argumento
tem tipo « e os objectos tém tipo .

Suponhamos o tipo string(n) das strings de tamanho n. Este tipo depende
de n: int e pode ser considerado um predicado sobre o tipo int. O
constructor string tem tipo int — Type.

Podemos generalizar a outros predicados n-drios (17 — -+ -7, — Type). E
quantificar universalmente

No caso anterior, teriamos:

Vx : int, string(x)

que pode ser o tipo de uma func¢do que para qualquer inteiro n retorna
uma string de tamanho n .
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Produto dependente e Isomorfismo Curry-Howard

Vx : 7,0 é o tipo de uma funcdo que é aplicada a objectos de tipo 7 e
retorna um objecto de tipo o[x/a] para todo a: 7.

Se x ndo ocorre em o, Vx : 7,0 corresponde a T — 0.

Exemplo (Exemplos de tipos dependentes (Coq))
Vn:int,n <n

Vn,m:nat,n<m-—-n<m+1

VP,Q@ :Prop, PV Q > Q V P

nat — nat — Prop

Vn, p : nat, binn — binp — bin(n+ p)

Vn : nat, list n

VA : Set, A — list A— list A

VA, B:Set,A— B — AxB

VA, B:Set, AxB — A
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Porqué “produto” ?BCK outra vez...

No C-H um tipo (férmula) « é interpretado como o conjunto de
demonstracdes de a, [«]. Temos, em termos de opera¢des entre conjuntos:

[ A 8]l = la] x[7]
[« v 5l = [oJuls]
[« =51 = [el—15]
[F] = 0

[Vxa(x)] = MNaa.la(a)]
[Bxa(x)] = Z,a.lo(a)]

onde
AxB = {(a,b) |a€ Ae be B}
AUB = {(0,a) |ac A} U{(1,b) | be B}
AsB = (f|Vae Af(a) € B}
MNaa.Pa = {f:A—UzaPa|Va: A, f(a) € Pa}
YoaPa = {(a,p)|a€ Aepec Pa}

e onde {Pa} .4 é uma familia indexada de conjuntos.
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