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1 Computacao efectiva

Pretende-se responder as seguintes questoes:

e Que linguagens podem ser reconhecidas por algum tipo de autémato?

e O que é ser computavel?

Que linguagens sao computaveis?

e Existem linguagens que nao sao computaveis? Isto é, existem problemas que nao se podem resolver
computacionalmente, que sao indecidiveis?

e Existem maquinas universais, isto é, que aceitam todas as linguagens computaveis?

Ou por outras palavras, o que é que um computador pode fazer?

1.1 Ser computavel

Existir um método algoritmico de resolver, isto é, uma sequéncia finita de instrugoes que possa ser efectuada
mecanicamente.

Em estudos dos fundamentos da Matematica, iniciados por David Hilbert no inicio do séc. XX, pretendia-
se reduzir a Matematica a manipulagao pura de simbolos, e encontrar um algoritmo que determinasse a
veracidade ou a falsidade de qualquer proposicao matemaética.

Foram propostos vérios formalismos que se demonstrou serem equivalentes (no sentido de aceitarem as
mesmas linguagens):

Maquinas de Turing (Alan Turing, 1936)

e Fungoes recursivas parciais (Kurt Godel, 1931)

A-Calculus (Alonso Church, 1933)

e Légica combinatéria (Haskell Curry, 1929)

Gramaéticas nao restritas ou Tipo 0 (Noam Chomsky,1956)

e podemos acrescentar: linguagens de programacao

e C

3

e Java,

e Haskell ...etc.
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1.2 Tese de Church-Turing 4
1.2 Tese de Church-Turing

Embora nao demonstrado, um problema efectivamente computdvel, i.e tem um método algoritmico para o
resolver se e s6 se existe uma méaquina de Turing que o resolve.

As razoes pelas quais a quase totalidade dos investigadores pensa que é verdadeira sdo de varios tipos.

1. As méaquinas de Turing sao tao gerais que parecem poder simular qualquer possivel computacao.
2. Nunca ninguém descobriu um modelo “algoritmico” mais geral que as maquinas de Turing.

3. Virios investigadores, ao estudar modelos de computagao suficientemente gerais, tém sempre chegado
a “algo” que nunca é mais gera que as maquinas de Turing e, muitas vezes, € equivalente as maquinas
de Turing.

Um modelo de computagao diz-se universal se toda o problema efectivamente computavel o for nesse modelo.

1.3 Existéncia de problemas nao computaveis (indecidiveis)

Um problema corresponde a uma linguagem num alfabeto 3. Resolvé-lo é determinar se um palavra pertence
a essa linguagem.

E o ndmero de linguagens num dado alfabeto nao é numeravel:
#P(Z*) = 2457 = 2#N(- #N)

Uma maquina (programa) que o resolva também pode ser visto como uma palavra num dado alfabeto. Mas
entao s6 ha um numeravel de maquinas...

Conclusao: Ha mais problemas que programas...

Donde:

e Tém de existir problemas indecidiveis

e Mas pode ser dificil demonstrar que um dado problema ¢é indecidivel

1.4 Indecidibilidade dos sistemas formais

Um sistema formal dedutivo da légica de predicados é constituido por um conjunto de axiomas e de regras
de inferéncia.

Uma proposi¢ao é demonstravel no sistema se existir para ela uma dedugao em que cada passo ou é um
axioma ou resulta da aplicagao das regras de inferéncia.

A axiomética de Peano (PA) é um sistema formal adequado para a teoria dos nimeros inteiros.

Godel mostrou que existiam proposigoes da teoria dos nimeros que nao podiam ser demonstradas ou con-
traditadas em PA (Teorema da incompletitude de Godel).

Este resultado terminou todas as tentativas de reduzir a matemaética a um sistema dedutivo formal.
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1.5 Maquinas Universais

Todos os formalismos referidos sao suficientemente poderosos para se aceitarem a si préprios! Isto é,

e tém programas que aceitam como dados codificacoes de programas.

e existem mdquinas de Turing que aceitam como dados palavras que sao a descricao de maquinas de
Turing.

e podemos escrever em C um programa que interprete programas em C

Nota que a nocao de Universalidade estd na base da nocao de programa guardado em memoria e portanto
na de software.

Relacionado com a Universalidade estd a nogao de Auto-referéncia. Esta capacidade vai permitir a construgao
de problemas indecidiveis.

Por exemplo, (e infelizmente) pode-se demonstrar que ndo ha algoritmos que dado um programa em C
determinem o seu resultado ou se ele para.

1.6 Um problema indecidivel

Dado um programa em C, determinar se os primeiros 9 caracteres que ele escreve sao Ola mundo.
Vamos ver que nao existe nenhum programa em C para resolver este problema.
e Por contradigao, suponhamos que H é um programa que aceita como dados um programa P e um

ficheiro I com os dados para P, e escreve sim se P resolver o problema, e escreve ndo, caso contrario:
H(I,P)=simou H(I,P) =nao

e Modificamos H para um programa H; que actua como H excepto que quando H escreve nao, H;
escreve Ola mundo.

e Modificamos Hy para Hy. Hs aceita apenas como dados o programa P, e actua como H; com P como
seu programa e dados dele, isto é, Ho(P) = H1(P, P).

sim :
P H e P ™ 1 /snm
I = nao |7 = Ola mundo

sim sim
— H2—| H2 |7

P —= H2
" Ola mundo T Ola mundc

e H5 nao pode existir. Se existisse o que escrevia Ho(Hz)?

— Se Hy(H>) escreve sim entdo Hz com dados Hy ndo escreve 0la mundo.
Mas Hy(Hsz) = Hi(Ho, Ha) e Hi(P,I) escreve sim se e s6 se P com dados I escreve 0la mundo.
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Mas neste caso P é Ho e I é Hy ! Entao Ho(Hs) escrever sim implica que Ho(Hsz) escreve 0la
mundo. Absurdo!

— Se Hy(Hs) escreve 0la mundo, entao Hq(Hs, Hy) também o escreve o que indica que Hy com
dados Hs nao escreve 0la mundo.

Entao Ho(Hs) escrever 0la mundo implica que Hy(H3) nao escreve 0la mundo. Absurdo!

2 Maquinas de Turing
Este modelo de computagao foi desenhado por Alan Turing [Tur36] para descrever o minimo indispensével
para se obter um método efectivo de computacao.

Comegamos por definir um tipo basico de maquina de Turing. Como veremos, existem muitos outros modelos,
todos equivalentes a este.

2.1 MaAquina de Turing basica

Uma méquina de Turing (MT) ¢ constituida por um controlo finito (conjunto finito de estados), uma fita
dividida em células, e uma cabega de leitura/escrita (RW) que actua sobre uma célula da fita de cada vez.

Supomos que a fita é infinita para a esquerda e para a direita. No inicio, supomos que os dados — sequéncia
finita de simbolos de um alfabeto — se encontram escritos na fita, um simbolo em cada célula, e as restantes
células da fita contém um caracter especial da fita, designado por caracter branco.

|o|a1||az||an|o|

/l\
controlo finito

Num passo de computacao (movimento), dependendo do simbolo lido na fita pela cabega e do estado do
controlo finito, a maquina

1. muda de estado

2. escreve um simbolo na célula que estd debaixo da cabeca

3. move a cabega para a esquerda ou para a direita

Formalmente, uma méquina de Turing (MT) é um tuplo
M = (S,%,T,6,50,b, F)

onde

S é um conjunto finito de estados
T" é o conjunto finito de simbolos da fita
Y. é um subconjunto de I' que nao inclui e, é o conjunto dos simbolos de entrada

0 é a fungao de transigdo, fungao parcial de S x I'em S x I x {—,«}
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2.1 Maquina de Turing basica 7

So € o estado inicial

e ¢ um simbolo de T, designado por branco

F C S é o conjunto de estados finais
Uma descrigio instantanea (ID) ou configuragdo representa o estado da fita, do controlo finito e da cabeca
em cada instante. Embora a fita seja infinita, ao fim dum numero finito de passos a cabeca s6 visitou um

nimero finito de células. As restantes tém apenas caracteres brancos. Assim, basta considerar a fita entre o
simbolo mais a esquerda nao-branco e o mais a direita nao branco.

Podemos representar uma configuracao ou descrigao instantanea (ID) por
X1 Xis18X; - Xy ou (8, X1 - Xi 1 Xy - Xo)

onde:

1. s é o estado da MT
2. a cabeca da fita esta a reconhecer o i-ésimo simbolo a partir da esquerda

3. X1...X, é a sequéncia de caracteres da fita desde ou o caracter nao-branco mais a esquerda ou o
simbolo que estd sobre a cabeca, conforme o que for mais a esquerda, e analogamente para o seu
extremo direito.

M

A relacao -, um movimento ou mudanca de configuracdo num passo, entre duas configuragdes é definida da

seguinte forma. Seja
X1 Xi18X; - X,

uma configuragdo. Seja 0(s, X;) = (s',Y, D). Sei =1e D =+ entao

M
SXl---Xn H S/OYXH_l---Xn
Sei=1,D =< e Y = e entao
M
sX1-- X, F X Xy

Sei>1e D =< entao,

M
X XX X B Xy Xy 08/ X VX - X,

Analogamente se D =— tem-se que

M
Xl N 'Xiflin < Xn - Xl N 'XZ',1YS/XZ'+1 c Xn

Excepto se:

M
1. Sei=nentao X;--- X,,_1sX,, F X;---X,,_1Ys e

M
2. Sei=1leY =eentaosX;--- X, FsXy - X,,_1

k *
M M
Diz-se que zsy = z's'y’ se 2's'y’ resulta de sy em k movimentos e zsy = x's’y’ se existe k > 0 tal que
MF
zsy B 2's'y.
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2.1 Maquina de Turing basica 8

2.1.1 Linguagem duma MT

7

Uma palavra x € X* é aceite por uma maquina de Turing M se com palavra z na fita e no estado inicial
S0, a maquina usando a fungao de transi¢ao ¢, M entra num estado final.

Note-se que mal a miquina atinja um estado final a computacao para, independentemente de ter lido ou
nao todos os simbolos de entrada. Por outro lado, se para um estado nao final e um simbolo lido pela cabeca,
a fungao de transigio ¢ nao estiver definida a maquina péra sem aceitar os dados (a palavra z). Pode ainda
acontecer que a maquina nunca pare ... caso em que também nao aceita a palavra z. Formalmente,

A linguagem aceite por M, é

M*
L(M)={z| x € X" e spx b x1s29 para algum s € F, e 21,29 € I'*}

Pode-se definir aceitagao por uma MT de outros modos, mas que sao equivalentes. Por exemplo, apenas que
a maquina pare (mesmo que nao esteja num estado final).

Exemplo 2.1 A mdquina de Turing definida por,

M = ({805 51,52, 83}3 {Oa 1}7 {Oa 17 o, X}7 e, S0, {54})

5(s0,0) = (s2, X, =) d(s0,1) = (51, X,—=) (50, X) = (80, X, —)
5(s0,0) = (s4,0,4) 5(52,0) (s2,0,—)  d(s2,1) = (s3,X,¢)
5(527X):(52,X,4)) 5(81,1): (81,1,4)) (51, ) (Sg,X,(*)
5(51,X) = (Sl,X, 4)) 5(83,0) (83,0, (*) (53, ) (53, 1,(*)
5(83,X) = (S3,X,<—) (83, ) (80,0,—>)

cujo diagrama estd na Figura 1, aceita a linguagem

L={xe€{0,1}* | « tem igual nimero de 1’s e de 0’s}

No estado sg se a cabeca da maquina 1€ 0 (1), a mdquina entra no estado sz (s1), substitui o 0 (1) por X —
indicando que o “apagou”— e procura um 1 (0), deslocando-se para a direita. No estado sy se encontra um
caracter “branco”, e, entra no estado final s4 e pdra (significa que aceitou os dados!). Se no estado sa (s1)
encontra um 1 (um 0) substitui-o por um simbolo de fita X -indicando que o “apagou”- e desloca-se para
a esquerda, entrando no estado s3 até encontrar um “branco”. Quando encontra wm “branco” passa para
o estado sg. E repete o ciclo enquanto houverem 0’s ou/e 1’s. Termina com sucesso no estado sy. Caso
contrario, termina num estado nao final. Esta mdquina pdra sempre!

Exemplo 2.2 A mdquina de Turing definida por
M = ({SO; 81,82, 53, 54}7 {Oa 1}7 {Oa 17 X7 K .}a 6) S0, @, {54})

onde,
5(80,0) = (Sl,X, 4)) 5(80,Y) (Sg,Y, 4))
5(81,0) = (51,0,%) 5(81, 1) (SQ,Y,(*)
5(81,Y) = (Sl,Y,%) 5(82,0) (82,0,%)
5(82,X) = (So,X,—>) (5(82,Y) (SQ,Y,<—)
5(s3,Y) = (s3,Y, =) O(s3,0) = (54,0, —)

aceita a linguagem
L={0"1"| n>1}

Verifica!

Departamento de Ciéncia de Computadores da FCUP



2.1 Maquina de Turing basica 9

X/X—
1/1—

1/ X— @

0/ X 4—

1/ X<4— @

X)X+
0/04—
1/14—

Figura 1: Mdquina de Turing para {z € {0,1}* | = tem igual ntimero de 1’s e de 0’s} }q

Exemplo 2.3 Sendo L = {ww" | w € {0,1}*} onde w” corresponde ao inverso de w , a mdquina de Turing
a sequir apresentada aceita L.

M = ({805 51,52, 54, S5, S6, 87}3 {Oa 1}7 {Oa 17X7 .}a 6) S0, @, {86})

5(80,0) = (Sl,X,—>) 6(80, 1) = (82,X7—>) 5(80,X) (So,X,—>)
5(s0,0) = (s6,®,—) 0(s1,0) = (81,0,—=)  d(s1,1) = (s1,1,—)
d(s1,0) = (s3,0,4) 0(s2,0) = (82,0,—)  d(s2,1) = (s2,1,—)
d(s2,0) = (s4,0,¢) 0(s3,0) = (s5,0,) d(s3,1) = (s7,1,—)
6(s3,X) = (s7,8,=)  0(54,0) = (s7,1, =)  0(s4,1) = (55,8,4)
5(84,X) = (S7,X,—)) 6(85,0) = (85,0,<—) 5(85, 1) = (85, 1,%)

5(85,X) = (So,X, —))

Se x € L a mdquina pdra no estado Sg.

Exercicio 2.4 Descreve uma mdquina de Turing que aceite a linguagem {0™10™ | n > 1}. ©

Exemplo 2.5 Descreve uma mdquina de Turing que aceite a linguagem {a"2 | n>1}.

Ideta: ir gerando no fim da fita os quadrados e ir verificando se o numero de as € igual.

2

1. Como gerar os n®>? Temos de ter n e n>...Porqué?. Vou ter sempre n e n> —n. Os simbolos ¢ sao n

e 0s b sio n?> — n: Por exemplo, para a'® e a testar para n = 3:

aaaaaaaaaaaaaaaacccbbbbbb

(a) Comegar por gerar 1 e 1 =12

(b) Para gerar (n + 1)%:
Hipoétese 1: Incrementar o n e copiar o valor n vezes...
Hipétese 2: Notar que (n+1)? = n? + 2n + 1. Entdo:

Departamento de Ciéncia de Computadores da FCUP



2.1 Maquina de Turing basica 10
i. tenho de copiar n duas vezes e acrescentar mais um simbolo. : n+n?—n+2n+1 = (n+1)>

aaaaaaaaaaaaaaaacccbbbbbbDDDEEED
ii. e depois mudar um b em ¢ (porque tenho agora n+1)
aaaaaaaaaaaaaaaaccccbbbbbbbbbbbb
Hipétese 3: Calcular a diferenca 2n + 1 sem copias

2. Como comparar? Usar a MT do 0™1™, ndo distinguindo os c de b

Exercicio 2.6 Implementar as mdquinas de Turing descrita no exemplo anterior. Simular a execugao da
mdquina e observar que seu o tempo de ezecucio (= nimero de passos). A terceira é pelo menos O(n?) mais
eficiente. ©

Exercicio 2.7 Descreve uma mdquina de Turing que determine se um x € {0.1}* é um palindromo, i.e lido
da direita para a esquerda e igual a lido da esquerda para a direita, p.e. 0110 ou 10101). ©

2.1.2 Linguagens recursivamente enumeraveis e recursivas

Se x € L(M) entdo M péra quando atinge um estado final. Caso contrario, M pode ndo parar ou parar num
estado nao final.

Uma linguagem diz-se recursivamente enumeravel (r.e) ou semi-decidivel se é aceite por uma maquina
de Turing. A classe de linguagens recursivamente enumeraveis designa-se por SD.

Note-se que sendo M uma méaquina de Turing, o problema x € L(M)? ndo é decidivel (i.e computdvel). Se
for verdade, sendo = a sequéncia de entrada (dados) de M, esta pdra num niimero finito de movimentos
(passos). Mas se x ¢ L(M), M pode nao parar e portanto nao se obtém resposta.

Designam-se por recursivas ou decidiveis as linguagens para as quais existe uma maquina de Turing que
a reconhece, isto é, que para para todos os dados e que para num estado final se a palavra dada pertence a
linguagem e para num estado nao final se a palavra dada néo pertence a linguagem. A classe de linguagens
recursivas designa-se por D.

Proposigao 2.8 D C SD.

Dem. Se L € D entao existe uma MT M que a reconhece. E portanto em particular aceita L. O

Contudo, existem linguagens que nao sao sequer semi-decidiveis . ..

Nota sobre problemas e linguagens Embora normalmente se use indiferentemente os termos recur-
siva/decidivel e recursivamente enumerdvel /semi-decidivel os primeiros devem aplicar-se a linguagens e os
segundos a propriedades dessas linguagens.

Seja P uma propriedade sobre palavras e L uma linguagem, entao:

Departamento de Ciéncia de Computadores da FCUP



2.1 Maquina de Turing basica 11
P ¢ decidivel <  {a] P(x)} é recursiva

L é recursiva & x € L é decidivel
P é semi-decidivel < {z| P(z)} ér.e.
Lére & 1 € L é semi-decidivel

2.1.3 MaAquinas reconhecedoras

Podemos, também, considerar maquinas de Turing reconhecedoras de linguagens, isto é, maquinas
M = (57 Ea F7 o, 67 S0, ®, Sa, S’r)

onde hé sé dois estados finais, um estado de aceitacao, s, e um estado de rejeicao, s,.. Neste caso, as maquinas
param para quaisquer dados. Como veremos, isto equivale & maquina de Turing calcular uma fungao total
de ¥* em {0,1}.

)

2.1.4 MaAquinas de Turing calculadoras de fungoes parciais

Uma maquina de Turing pode ser vista como uma calculadora de fungoes parciais dos inteiros nos inteiros:

f: N — N

Suponhamos que os inteiros estdo codificados em undrio. Entao, um inteiro i > 0 é representado por 1. Se
uma funcao tiver k argumentos i1, ...,7x, a sequéncia de entrada pode ser 1*10...01°*. Se a méquina de
Turing pdra com a sequéncia 1™ na fita, entao f(i1,...,i) = m.

Uma fungao parcial f diz-se recursiva se existir uma maquina de Turing que calcula a funcao para todos
os valores em que esta definida nao terminando a execucao caso contrario.

Uma funcao total f diz-se recursiva total se existir uma maquina de Turing que calcula a funcao para todos
os valores do argumento, isto é, a MT para para quaisquer argumentos.

Note-se que as fungoes recursivas totais correspondem a linguagens recursivas.

Exemplo 2.9 Seja
. m-—-n sem>n
m-—n = .
0 caso contrario

A mdquina de Turing M = ({so,51,---,56},{0,1},{0,1,0},8, s0,,0) onde

5(50, 1) = (81, .,%) 5(51, 1) (81, 1 %) 5(81,0) (82,0 %)
5(82,0) (82,0 %) 5(52, 1) (83,0 (*) 5(83, 1) (83, 1 (*)
0(s3,0) = (83,0,4) I(s3,8) = (s0,0,—) I(s2,0) = (s4,0,¢)
5(54,0) = (s4,0,<) (s4,1) = (84,1,<) I(s4,0) = (86,1,—)
5(s0,0) = (s5,0,—) 3(s5,0) = (s5,0,—) d(s5,1) = (85,0, —)
d(s5,0) = (s6,0,—)

calcula a funcdo m—n, isto é com dados 101" calcula 1™~™. A méquina vai sucessivamente apagando um 1
da representacao de m e substituindo um 1 por 0 na representacao de n, até que uma das seguintes condicoes
ocorre:
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2.1 Maquina de Turing basica 12
e quando procura um 1 na representagao de n, nao o encontra. Neste caso, m > n. Entao substitui n+ 1
0’s por um 1 e por n simbolos e, deixando m—n 1s na fita.

e quando comeca um ciclo nao encontra nenhum 1. Neste caso, m < n. Entao apaga toda a fita.

Exemplo 2.10 A seguinte mdquina de Turing permite calcular a fungdo f(n) =n+ 1, supondo os inteiros
codificados em “undrio”.

M = ({so,s1},{0,1},{0,1,e},0, s0,, {s2})

5(s0,1) = (s0,1,—) move-se para a direita

5(s0,0) = (s1,1,+) muda o primeiro branco por 1

d(s1,1) = (s1,1,4+) move-se para a esquerda

5(s1,0) = (s2,0,—) pdra no estado sy com a cabe¢a no pri-

meiro digito do resultado

Exercicio 2.11 Descreve maquinas de Turing que permitam calcular as sequintes fungoes, supondo os in-
teiros codificados em “undrio”:

(i) f(n) =n®
(ii) f(n,m)=n-+m

Dum modo geral uma méaquina de Turing M calcula uma funcao parcial f de ¥* em X* se dada como
sequéncia de entrada x € ¥* a configuragao final de M é f(x)se, para um estado final s.
Exemplo 2.12 Descrever uma mdquina de Turing que reconhece {a™ | n € primo}

Vamos ver como se pode implementar uma mdquina de Turing que com dados a™ pdra num estado final se
n € primo e num estado nao final caso contrario. Supomos n > 2.

Embora haja algoritmos mais eficientes, podemos determinar se um inteiro n € primo se nao for divisivel
por nenhum inteiro entre 2 e n-1.

Entao, basta

e gerar (em undrio) os inteiros k de 2 a n-1

e determinar se k divide n: para tal podemos usar subtrac¢oes sucessivas

Se n =13 entdo a fita no inicio tem:

aaaaaaaaaaaaa e e . . .

Para gerar k = 2..13 coloca-se um separador no fim dos dados e a sequir o primeiro valor de k. Fica:
aaaaaaaaaaaaabaa e e . ..

Nota que para obter esta (e as sequintes) configuragoes sao necessdrios muitos movimentos da MT!
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2.2 Comparagao com outros modelos de computagao 13

Para determinar se 13 € divisivel por 2 basta ir subtraindo (como no evemplo anterior) a* a a™, mas sem
eliminar a™:

Xaaaaaaaaaaaabaa e e . ..

XaaaaaaaaaaaabXaee . ..

X XaaaaaaaaaaabXaee. ..

X XaaaaaaaaaaabX X e e . ..

No fim da primeira subtraccdo tem de se restaurar a*

XX XaaaaaaaaaabX X e e . ..

XX XaaaaaaaaaabXaee ...

e continuar até ter a™ todo marcado. A7, se k divide n entdo n nao € primo.

Caso contrdrio incrementa-se de uma unidade k. Se k = n entdao termina e n € primo, sendao volta ao

processo anterior.

Exercicio 2.13 Implementa a mdquina de Turing descrita. Simula a erecucao da mdquina e observa que
seu o tempo de execugdo (nimero de passos). ©

Exercicio 2.14 FEscreve uma mdquina de Turing que utilize o crivo de Eratdstenes para reconhecer a mesma
linguagem. ©

Funcgao caracteristica duma linguagem Seja L C >* uma linguagem. A fungao caracteristica da
linguagem L é uma funcdo f: ¥* — {0,1} tal que f(z) =1sex € Le f(r)=0sex ¢ L.

Exercicio 2.15 Mostra que a funcao caracteristica de uma linguagem €

1. recursiva total sse a linguagem € recursiva.

2. recursiva sse a linguagem € recursivamente enumerduvel.

2.2 Comparacao com outros modelos de computacgao
2.2.1 MaAquinas de Turing e Autématos Finitos

Proposicao 2.16 Se L € regular (L € R) entao L € recursiva. (L € D).
Dem. Seja L =L(A) e A= (S5,%,9, so, F') um AFD entéo,

M= (SU{s;},2, 82U {e},n, 50,0 {57})
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2.2 Comparagao com outros modelos de computagao 14
e 0p(s,a) = (s',a,—) se d(s,a) =

o Or(s,®) = (sy,0,—),se s € F.

Entao M reconhece L. (Verifical) O

2.2.2 Maquinas de Turing e Autématos de Pilha

Proposicao 2.17 Se L ¢ independente de contexto (L € Ic) entdo L é recursiva. (L € D).

Dem. (Ideia da demonstragao) Dado um autémato de pilha P = (S, %, T, 0, Zy, F') que aceita L por estados
finais constréi-se uma MT M que dado x, simula P com dados x:

() X ® | 70 Z| @
Dados Pilha

Figura 2: Maquina de Turing que simula um autémato de pilha

e comeca por colocar no fim dos dados, o simbolo Zj, que representa o topo da pilha.

e volta para tras e processa os dados: estando no estado s, para cada simbolo lido a, tem de
verificar qual o simbolo do topo da pilha (fim direito dos caracteres nao brancos) (Z), e se
d(s,a,Z) = (s',7), escreve v ao contrario a partir da posigdo em que Z estava, passa para o
estado s’ e anda para tras para ler o proximo simbolo de entrada. Se v = €, apaga o tltimo
caracter (escreve um branco).

e quando terminar os dados e se estiver num estado final de P, muda para o estado (novo) final de

M.
Nota, que tem de se introduzir véarios estados extra para ”percorrer a fita” entre os dados e a pilha...e
tem de se ir marcando os simbolos dos dados ja lidos. U

Exercicio 2.18 Termina a demonstracao anterior... ©

2.2.3 Resumo

Os modelos de computacao podem ser caracterizados em termos do tipo de memodria que possuem e como
se tem acesso a ela. Em particular comparando as maquinas de Turing com os autématos finitos e de pilha,
temos o seguinte quadro:

Memoria Acesso Modelo de Computagao Gramaticas Linguagens

Finita Fixo Autématos Finitos Regulares R

AFD = AFND = AFN De
Ilimitada | Primeiro elemento Autématos de Pilha Ind. de Contexto Ic
da Pilha
Tlimitada Sequencial Maquinas de Turing Tipo 0 SD
(néo restrito) MTD = MTND
com
R CZc CSD
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Em resumo, todos os problemas que se podem resolver usando métodos computacionais (programas em
linguagens de programagao de uso geral) podem ser resolvidos por uma méquina de Turing ... é tudo uma
questao de paciéncia... como se exemplifica nos exercicios a seguir propostos!

Exercicio 2.19 Descreve uma mdquina de Turing que

(a)

(b)

(c)

dada wma palavra x nao vazia de {0,1}* calcule o dobro do nidmero bindrio por ela representado depois
de eliminar os seus zeros nao significativos.

Inicial : o|0|0|1|0|1|o|o|o

Final : o|1|0|1|0|o|o|o|o

dados dois numeros x ey em undrio, separados por um zero, calcule a sua soma em undrio. Por
exemplo se esses numeros fossem 3 e 2 as configuracoes da fita deveriam ser

Inicial : o|1|1|1|0|1|1|o|o

Final : e|1]1]1]1][1]e]e]e

Sugestao: Procurar o 0 e se a sequir nao estiver um “branco”, substituir o 0 por um 1. Se nao encontrar

0 0 os dados estao errados... A sequir localizar o dltimo 1 e substituir por um “branco”.

dados dois numeros x ey em undrio separados por um zero calcule o seu produto. Por exemplo se
esses numeros fossem 3 e 2 as configuracoes da fita deveriam ser

Inicial : e[e|1]1[1]0]1][1]e]e

Final : o|o|1|1|1|1|1|1|o|o

Uma solucao:

M = ({q07 ceey (J14}7 {15 0}7 {Oa 17 e, s, a}7 6) qo, @, {CI14})

6(q0a 1) (qla 1 E) 6(q1a .) = (QQ, S, _>) 6((127.) (Q37. <_) 6(q27s) = (q2757 _>)
6(q2a 1) - (qQa 17_>) 6(q2a0) (qQaO _>) 6((127@) (QQ,G _>) 6(Q37 1) = (q47.a <_)
6(q3,0) = (g9,0,¢)  6(qs,1) = (qa,1,4-)  6(qs,0) = (¢5,0,4=) (a5, 8) = (gs, 8, )
(g5, 1) = (gs, a, €) (g5, a) = (g5, a¢€) 5(qs,®) = (q7,1, =) (g6, 5) = (46, 5, €)
6(q6a 1) = (qﬁa 176) 6(Q7, 5) = (q ) Sy _>) 6((177 1) = (Q77 1, _>) 6(Q770) = (q570a€)
6(Q7’a’) = (Q7,a, _>) 6(q8a .) = (q?n .76) 6((187 1) = (q87 1, _>) 6(q870) = (q870a _>)
6(q8aa’) = (an 17_>) 6(q9a 5) (q107. _>) 6((197 1) = (qQ7 156) 6((]10,0) (qlla i _>)
6(q10,1) = (q10,,—) (q10,0) = (q10,®,—) d(q10,a) = (q10,9,—) 6(q11,9) = (q12,9,¢€)
6(qi2,0) = (q12,9,¢)  6(qu2,1) = (qu3,1,€)  6(qu3,1) = (@3, 1,€)  d(q13,®) = (qua, @, d)

Esta mdquina depois de efectuar o produto coloca a cabe¢a no primeiro digito desse valor em undrio
(estados q11 a q14).

(d) * calcule a soma em bindrio de dois nimeros em bindrio dados.

(e) x calcule o triplo em bindrio de um nidmero em bindrio dado.
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2.3 Técnicas para escrever Maquinas de Turing 16

(f) * calcule o produto em bindrio de dois nimeros em bindrio dados.

(9) * simule o “funcionamento”de um autémato finito deterministico de alfabeto {0,1}. Suponha que a
descri¢io do autémato € dada na parte inicial da fita. Cada estado € representado ou por [X] ou por
[X0] conforme é ou ndo final, sendo X um nimero em undrio.

Inicial : [e|[[1]OJJ]JOJ o[ ol [AJoJ g [aJr]oJoJoJ1]o[1]0]e]

Final: [e[[[1]0]TJ]o] o1 o o] Jafpo]<]i]>]:[1]1]e]

onde [11] corresponde a e analogamente para os outros estados.

Cada transi¢ao (Est,a, Est’) € representada por [X]a[X'] em que [X], e [X'] representam Est e Est’
respectivamente, com a € {0,1}. As transi¢ées de um mesmo estado estao em posi¢oes consecutivas.
Se o automato encravar a mdquina deve escrever na fita < 0 >. Sendo escreve < 0 >:X ou <1 >:X
conforme a sequéncia € ou nao aceite, sendo X o numero do estado do autdmato depois de ler a palavra.
A palavra encontra-se na fita imediatamente apds a descricao do autémato e deve ser também nessa
posicao que o resultado € escrito depois de apagar a palavra.

Notar que na figura cada caracter ocupa uma cela distinta na fita, tendo-se marcado apenas as duas
primeiras celas.

2.3 Técnicas para escrever Maquinas de Turing

Pode ser conveniente supor que o controlo finito e a fita tem alguma estrutura. Isto nao altera em nada o
modelo da maquina de Turing basica.

Multiplas pistas Os simbolos da fita tem pistas, isto é, sao tuplos de simbolos que a cabega reconhece
simultaneamente: [a,X]. Neste caso um dos simbolos pode servir de marca, sem se perder a informagao
de qual o simbolo que estava.

Ezemplo: Se cada célula com os dados for da forma [a,e], a € ¥ e os brancos [e,e], durante o
processamento podemos marcar as células com [a, X], X € ', sem apagar o a...

Controlo finito com memdria finita Os estados podem ser da forma [s, A], onde A representa um (ou
mais) simbolo de " que se pretende memorizado (por exemplo, para recordar o ultimo simbolo lido).
Isto reduz o nimero de estados necessarios e torna o seu significado mais explicito.

Embora os simuladores de MTs usuais normalmente nao implementam estas técnicas, sao uteis para a
demonstragao de resultados. E se quiserem podem fazer um simulador que as implemente...

2.4 Variagoes sobre as Maquinas de Turing

Viérias modificagoes (restrigoes/extensoes) da maquina de Turing bésica sdo possiveis sem que o modelo de
computagao obtido seja nem mais nem menos poderoso.

Entre elas considerem-se as seguintes restrigoes/extensoes:

1. Alfabeto.
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2.4 Variagoes sobre as Maquinas de Turing 17

(a) Codificacao de um alfabeto noutro com pelo menos dois simbolos. Dé exemplos e conclua que o
alfabeto nao reduz a poténcia. Em particular podemos considerar méaquinas de Turing em que o
alfabeto tem apenas dois simbolos, para além do branco.

2. Aridade das fungoes

(a) Codificacao de pares de inteiros em inteiros. Considere a funcao bijectiva p de N x N em N

(x+y)(z+y+1)
2

p(z,y) = +x

(b) Codificagoes bijectivas de N™ em N usando a funcao p definida atras.

Conclusdo: As fungdes de aridade maior que 1 podem ser codificadas em fungoes de aridade 1.
3. Movimentos da cabega
(a) Mdaquinas com movimentos {<, —} (esquerda/direita)
(b) Mdquinas com movimentos {+, —, —} (esquerda/nao mexe/direita)
4. Tamanho da fita
(a) Maquinas com uma fita duplamente infinita
(b) Méquinas com uma fita semi-infinita
5. Numero e tipo de fitas

(a) Maquinas com 1 fita RW

(b) Maquinas com k fitas RW

(¢) Méquinas com uma fita de escrita de saida (W) e uma fita RW de trabalho.
)

(d) Maquinas com uma fita de leitura (R), com os dados e k fitas RW de trabalho (eventualmente
uma fita (W) de saida) (MT off-line).

Vamos apenas analisar a equivaléncia dos seguintes modelos: 3a e 3b;4b eda; 5a e 5b.

2.4.1 MaAquinas com movimentos {+,—, —}

Exceptuando a terceira componente da definicao de § estas maquinas sao definidas como as MT bésicas.

Se M; é uma MT com movimentos {+, —} também é uma MT com movimentos {+—, —, —}. Inversamente,
suponhamos que My = (S2, X3, s, 02, $2, @, F5) é uma maquina com movimentos {+, —, —}. Vamos cons-
truir uma MT M, apenas com movimentos {<, —}, tal que se L é aceite por Ma entao, L é aceite por
M. Quando a cabecga de M, fica parada, M; deve entrar num estado especial e movimentar-se uma célula
para direita e outra para a esquerda, voltando a mesma célula de tal modo que simule o facto de My nao
se mexer. Para tal, os estados de M; vao ser da forma [s, X| ou [s,Y] para cada estado s € S, sendo os
estados [s, X| usados sempre que a cabega de My se movimente e os estados [s, Y] usados quando a cabeca
de M5 nao se mova.

Formalmente, tem-se My = (S1,%1,1,01, [$2, X], e, F1) onde

Sl :{[SaX]a[57Y]|S€SQ}a Fl:F? X{va}
Yy =3, I =Ty
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2.4 Variagoes sobre as Maquinas de Turing 18
01 define-se por, Va € I'1, s € Sy,

1. 01([s, X],a) = ([s', X],a’, =), se d2(s,a) = (s',a’, =)
2. 51([s, X],a) = ([, X],a', ) se d2(s,a) = (s',a’, <)
3. 01([s, X],a) = ([¢/,Y],d', =) se da(s,a) = (s',a’,—)
4. 51([s,Y],a) = ([s, X],a,+)

2.4.2 Maquinas com uma fita semi-infinita

Uma MT com uma fita semi-infinita é definida como a méaquina de Turing basica com a excepcao de que
existe uma célula mais a esquerda e portanto ¢ estd limitada nos seus movimentos para a esquerda. No inicio
supomos que as n células mais & esquerda contém a sequéncia de entrada (“dados”) e as restantes o caracter
de fita “branco”.

|a1|a2|...|ai|...|an|o |

/]\
controlo finito

Seja X1 -+ X;-18X; -+ X,, uma configuragao. Se §(s, X;) = (s',Y, D) e i = 1 entdo D =— obrigatoriamente.

M
A nogao de configuracao e da relacao + sdo definidas analogamente, supondo-se a nao existéncia de “brancos”
desnecessarios.

Exercicio 2.20

Formaliza as nogoes associadas a uma MT com uma fita semi-infinita. ©

Teorema 2.21 L € uma linguagem aceite por uma MT com uma fita duplamente infinita se e so se € aceite
por uma MT com uma fita semi-infinita.

Dem. (<) Uma MT M5 com uma fita duplamente infinita pode simular facilmente uma MT com uma fita
semi-infinita, M7. Basta que Ms marque a célula a esquerda da cabega no inicio e depois simule a MT
M;.

(=) Seja My = (Sg,%9,T'2,d2,582,8, F5) uma MT com fita duplamente infinita. Vamos construir M
com uma fita semi-infinita para a direita. Podemos imaginar que a fita de M; ¢é dividida ao meio
em duas pistas, de modo a que cada célula pode conter dois simbolos. Uma pista S correspondente
as células da fita de My a direita da célula onde inicialmente se encontra a cabeca e a outra pista [
correspondente as células a esquerda dessa célula. Por exemplo:

FitadeMg: ...|a,2|a,1|a0|a1|a2|...

agp | a1 az
> a—i1 a_z,

Fita de M;:

onde ag € a célula que inicialmente estd debaixo da cabeca de Ms. A primeira célula da fita de M;
contém o simbolo >, na “pista” inferior, para indicar que é a célula mais & esquerda. O controlo
finito de M; indicara se a cabeca de M estd debaixo duma célula correspondente a parte superior ou
inferior da fita de M;. Enquanto a cabeca de Ms estiver a direita da célula inicial, a cabeca de M
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2.4 Variagoes sobre as Maquinas de Turing 19
“trabalhara” na parte superior da sua fita e movimentar-se-a4 como a de Ms. Se a cabega de My estiver
a esquerda da célula inicial, a cabeca de M; actuard na parte infeior da fita e movimentar-se-4 em
sentido contréario ao da cabega de Ms. Note-se que a nogao de pistas é apenas conceptual, nao havendo
nenhuma alteracao na defini¢ao de MT basica.

Formalmente seja M7 = (S1,%1,1'1, 01, s1, [e, o], F1) onde,

S1={[s,S],[s,I] | s € Sa} U {s1}

¥ ={[a,e] | a € Xa}

I ={X,Y]| X eIy, Y e U{>}}
Fy={[s,5],[s,I]| s € Fa}

A fungao §; : S1 x I't — S1 x I't x {—, =} é definida por:
1. Para cada a € X1 U {e},
01(s1, [a,o]) = ([s, S], [ X, >], =) se da(s2,a) = (s, X, =)
2. Para cada a € X1 U {e},
01(s1, [a, o)) = ([s, I], [X, >], =) se d2(s2,a) = (s, X, )
3. Para cada [X,Y] €'y, com Y # > e m =— ou m =+,
1([s, S, [X,Y]) = ([s", SL,[Z2,Y],m)  se da(s, X) = (s, Z,m)
4. Para cada [X,Y] € T';, com Y # > e se m =— entdo m =< e se m =< entao m =—,

0 ([s, I],[X,Y)) = ([¢,1],[X, Z],m) se 02(s,Y) = (&', Z,m)

61([5’5]’[Xa>]):61([351]’[Xal>]) = ([S/aP]’[YaD]’_ﬂ
se 02(s, X) = (s, Y, m)

onde P=Ssem=—e P=1sem=«+

2.4.3 MaAquinas com k fitas RW

Uma méaquina de Turing com k fitas, k£ > 1, consiste num controlo finito com k cabegas, uma para cada uma
das k fitas. Vamos considerar que cada fita é duplamente infinita. Num movimento, dependendo do estado
do controlo finito e dos simbolos lidos em cada uma das k fitas pelas k cabegas, a maquina

1. muda de estado
2. escreve um simbolo em cada uma das células que estao debaixo de cada cabeca
3. move cada cabeca, independentemente, para a esquerda ou para a direita ou nao mexe

Inicialmente a sequéncia de entrada encontra-se na primeira fita e todas as outras estao em branco. Os
restantes conceitos sao andlogos aos duma MT com uma s6 fita.
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'/

| Ja3 | |/
y

|| Ibi]l |

Figura 3: Maquina de Turing com 2 fitas

M
Exercicio 2.22 Descreve formalmente uma MT com k fitas e as noc¢oes de configuracao, relagao - e de

linguagem aceite por uma MT de k fitas. ¢

Teorema 2.23 Se uma linguagem L € aceite por uma MT com k fitas, entao L € aceite por wma MT com
uma unica fita.

Dem. Suponhamos que L é aceite por uma MT com k fitas M;. Podemos construir uma MT, M5 com uma
s6 fita e com 2k pistas, duas pistas para cada fita. Uma pista contém o contetido da fita correspondente
de M, e a outra estd em branco excepto para a célula actualmente lida pela cabeca correspondente de
M. Esta célula contém um indicador, que supomos ser o simbolo X. Por exemplo se k = 2, a fita de
M, podia ser

cabega 1 o | X |...|l e |...| e
fita 1 ai |las | ... a;|...| am
cabega 2 o | o | .. | X|...| e
fita 2 b1 b2 . bi . bm

se em M; a cabeca da fita 1 estivesse no simbolo as e e a da fita 2 no simbolo b;.
Formalmente, ter-se-4 Yo C ({X, 0} x ¥q)F.

O controlo finito de My guardard para além do estado de M; o nimero de indicadores (simbolos
X) a direita da cabeca de My (n;). Cada movimento de M; é simulado percorrendo a fita de Ms
da esquerda para a direita, para saber quais os simbolos actualmente lidos pelas k cabegas de M
e depois da direita para a esquerda, para actualizar esses valores e movimentar convenientemente os
“indicadores”. Inicialmente supoe-se que a cabega de Ms estd na célula mais a esquerda que contém
um indicador. Entao, a cabega de My percorre a fita para a direita, e para cada célula com indicador
“memoriza” o simbolo lido e diminui n;. Esta memorizagao pode ser feita considerando que os estados
de M, guardam também estes simbolos, i.e cada estado de My corresponde a uma combinagao de um
estado de M7 k-simbolos de I'y e o nimero de indicadores. Quando n; = 0 entao My tem informacao
suficiente para determinar o movimento de M;. Entao, a cabega de Ms percorre a fita da esquerda
para a direita, e sempre que encontra um indicador modifica o simbolo lido e movimenta o indicador de
acordo com o movimento da cabega correspondente em M;. Quando j& actualizou todos os indicadores,
M> muda o estado correspondente a M;. Se o novo estado de M; é um estado final, o de M5 também
o é. O

Exercicio 2.24 Para k = 2 formaliza a mdquina My construida na demonstracdo anterior. <

Exercicio 2.25 Estima o numero de movimentos efectuados por My para cada movimento de My. Analisa
a eficiéncia do uso de MTs com k fitas, k > 1, em relagio a MTs s6 com uma fita. ©
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Exercicio 2.26 Descreve uma MT com 2 fitas que aceite a sequinte linguagem:
L ={wcw" |w € {0,1}*}

e compare-a com a descrita no exemplo 2.3. Sugestao: Copiar os dados para a segunda fita e comparar os
simbolos, em cada fita movimentando as cabecas em direc¢oes opostas. ©

2.4.4 MaAquinas de Turing nao deterministicas

Uma méquina de Turing é nao deterministica (MTND) se dado um estado e um simbolo lido, existirem
varias hipéteses para o movimento seguinte, isto é,

F§C(S%T)x (SxT x {+,—})

Uma MT nao deterministica aceita os dados se existe uma sequéncia de escolhas de movimentos que conduza
a um estado de aceitagao.

Figura 4: Passos de computagao nao-deterministica

Uma MTND nao aceita os dados se nenhuma sequéncia de escolhas conduz a um estado final ou se nao
para.

Analogamente, definem-se os conceitos de fungao calculada ou linguagem reconhecida).

Em contraste, as MT definidas anteriormente denominam-se deterministicas.

Contudo a adicao de nao determinismo nao torna estas MTs um modelo de computagao mais poderoso que
as MT deterministicas.

Teorema 2.27 Se uma linguagem L € aceite por uma mdquina de Turing ndao deterministica, My, entao L
€ aceite por alguma maquina de Turing deterministica, Ms.

Dem. Para cada estado e simbolo de fita de Mj, existe um numero finito de escolhas para o movimento
seguinte. Estas escolhas podem ser numeradas 1, 2, ... Seja r o nimero maximo de escolhas de um par
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estado-simbolo. Entao qualquer sequéncia finita de escolhas pode ser representada por uma sequéncia
de digitos de 1 a 7.

Vamos construir Ms com 3 fitas. A primeira contém a sequéncia de entrada. A segunda, gera sequéncias
de digitos de 1 a r dum modo sistematico. Por exemplo, por ordem crescente de comprimento e por
ordem lexicografica se de igual comprimento: 1, ..., r, 11,...1r, ..., 21, ..., 2r, ..., 111, ..., 1, ...

Para cada sequéncia gerada na segunda fita, M> copia a sequéncia de entrada para a terceira fita e
simula M7 na terceira fita, usando a sequéncia da segunda fita para decidir os movimentos de Mj.

Nota que cada sequéncia de escolhas corresponde a uma sequéncia de configuracoes de Mj.

Deste modo M» simula sucessivamente todas as sequéncias de k£ movimentos de My, k =1,2,...

1,2,11,12,21, 111,112,113,121,122,211,212,213,1111, ...

M> explora a arvore de configuragoes de Ms em largura. Se M atinge um estado de final, entao Mo
aceita. Se nenhuma sequéncia de escolhas conduz a M; aceitar, My também nao aceita. O

Notar que:

e ¢ essencial a ordem porque sao geradas a possiveis sequéncias de escolhas (em largura e ndo em pro-
fundidade) de modo a evitar a simula¢ao de um conjunto de escolhas infinito . ..

e A méquina deterministica executa num tempo exponencialmente maior do que a maquina nao-determistica.

e nao se sabe se existe uma simulacao polinomial de MTND em MTD..

Exercicio 2.28 Formaliza a geracao de sequéncias de digitos entre 1 e r, usada na demonstracao do teorema
anterior. Mostra como € que esta sequéncia pode codificar os movimentos de My. ¢

2.5 Autématos deterministicos de k-pilhas

(57251—‘755 Z7805F)
§€ (S x XN xTF) x (8, (k)

Departamento de Ciéncia de Computadores da FCUP



2.5 Autématos deterministicos de k-pilhas 23
dados de entrada

al| a2 | a3 an

controlo
finito

Figura 5: Autémato com 3 pilhas

Dados

e um estado do controlo finito, s
e um simbolo lido ou, alternativamente, ¢ (é deterministico!)

e 0s simbolos que se encontram no topo de cada uma das k pilhas
num movimento

e Muda para um novo estado, s’

e substitui o simbolo de topo de cada pilha, por uma sequéncia de simbolos de pilha
d(s,a,X1,..., X)) = (8,71, k)

O autémato de k-pilhas aceita se depois de consumir os dados entra num estado final.

2.5.1 Autématos de 2-pilhas e MTs

Proposigao 2.29 Se uma linguagem L € aceite por uma mdquina de Turing, entdo L € aceite por um
automato deterministico de 2-pilhas.

Dem. As 2 pilhas vao simular cada um dos pedacos da fita da MT, ja visitada, a esquerda e a direita do
simbolo onde estéd a cabeca.
Para simplificar supomos que os dados sao da forma z$ onde $ ¢ 3.
Seja M uma mdaquina de Turing tal que L = L(M).
Construimos um 2-APD, P tal que
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1. Cada pilha tem o simbolo inicial Zj, que nao aparece noutras posigoes
2. P copia os dados x para a primeira pilha. O marcador $ permite indicar o fim de dados. As
restantes transicoes sao por e.

3. P passa os dados para a segunda pilha (de modo a que o simbolo inicial dos dados fique no topo
da pilha)
4. P passa para o estado inicial de M
5. P simula o funcionamento de M
(a) dado o estado s de M, estando a cabega em X (topo da 2a pilha), P muda para o estado s’
de acordo com M
(b) se M substitui X por Y e move para a direita: P coloca Y da la pilha e retira X

(¢) se M substitui X por Y e move para a esquerda: P retira o topo da 1.a pilha, Z, e substitui
X por ZY na 2a pilha.

HEBENEIEEEE

!

L TP LD ez ]

move para adireita move para a esquerda
Figura 6: Méquina de Turing que simula um autémato de 2 pilhas

Excepcoes apropriadas ocorrem quando X, Y e Z sao brancos. .. quais?
6. P aceita se o novo estado de M for de aceitacao. Caso contréario simula outro movimento

2.6 Maquinas de Turing e Computadores

Como ja viram, um computador pode simular uma méquina de Turing.

Mas, uma maquina de Turing tem uma fita infinita... OK, podemos sempre comprar mais discos e usar o
swap ...

Para simular um computador numa méquina de Turing (mesmo informalmente) consideramos um modelo
abstracto de computador: RAM (random access machine):

e CPU: unidade légica e aritmética, unidade légica de controlo e registos

e Memoria: um conjunto infinito de posicoes de memdria com enderegos 0, 1, 2,...cujo contéudo pode
ser qualquer inteiro
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e Linguagem maquina: conjunto de instrugoes

e O programa a executar é guardado em posicoes de meméria

Operagao Cdédigo Operando Significado

LDA 0001 X Carrega para o AC o contetuido da posigao de meméria
de endereco X
LDI 0010 X Carrega para o AC o contetido da posigao de meméria

cujo o endereco é o conteudo da posicao de memoria
de endereco X

STA 0011 X Guarda o conteudo do AC na posicao de memoéria de
endereco X

STI 0100 X Guarda o contetido do AC na posi¢ao de memoria cujo
o endereco é o conteudo da posicao de memoria de
endereco X

ADD 0101 X Adiciona o conteudo da posi¢ao de meméria de en-
dereco X ao conteido do AC

SUB 0110 X Subtrai o conteido da posicao de meméria de en-

dereco X do contetido do AC

Salta para a instrugao cujo enderego é X

Salta para a instrucao cujo endereco é X, se conteudo
de ACé0

JMP 0111
JMZ 1000

ol

Exemplo de instrugoes duma RAM

Maquina de Turing que simule uma RAM Vamos sugerir como construir uma MT com varias fitas,
que representam:

1. A memoria. Os simbolos * e # indicam para cada célula o fim do endereco e do contéudo. O simbolo
$ indica o inicio dos dados.

2. O contador de sequéncia de programa.
3. O enderego/contetdo de posi¢do meméria da instrucdo a executar

4. Uma ou mais fitas de trabalho
Simulagao do ciclo duma instrugao:

1. Procura na fita 1 o enderego da instrucao que estd na 2 e obtém contéudo.

2. Descodificar a instrugdo: os primeiros bits sdo o cédigo (LDA, ADD, ...) e os restantes o enderego
do operando

3. se a instrucao contém o enderego do operando, esse é copiado para a fita 3. O contéudo dessa posigao
é procurado na fita 1 e copiado para a fita 3.

4. executa a instrucgao consoante a fungao: copiar, adicionar, modificar o PC,. ..

5. Senao for JMP ou JMZ, incrementar 1 ao valor da fita 2 e recomegar
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Controlo
finito

L

Memoria

Reg. sequencia
de programa

Endereco
deMemoria

Figura 7: Méaquina de Turing que simula um computador
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2.7 Complexidade temporal duma MAaquina de Turing

O tempo de execucao duma maquina de Turing M com dados w é o niimero de passos efectuados por M
até parar.

A complexidade temporal de M ¢é a funcao

T(n) =max {p | p é o ntumero de passos efectuados por M até parar com dados w e |w| =n}

Claro que podera ser T'(n) = oo, para alguns valores de n. Especialmente importantes sao:
e a classe de maquinas de Turing (deterministicas) para as quais 7'(n) é polinomial: os problemas
correspondentes podem ser eficientemente resolvidos por computador (classe P)

e classe de méaquinas de Turing nao-deterministicas para as quais T'(n) é polinomial: os problemas
correspondentes podem pelo menos ser resolvidos em tempo exponencial por computador (classe NP)

| Modelo de computagao | Simulagao de n passos numa MTD 1 fita |
MTD k-fitas O(n?)
MTND O(c™),e>1
RAM O(n?)

Nao se sabe se as MTNDs tém de ser exponencialmente mais lentas que as MTD, em particular se P # NP!
Mais pormenores na disciplina de Complexidade. . .

3 Indecidibilidade

3.1 Linguagens Indecidiveis (nao recursivas)

Linguagens para as quais nao existe nenhuma maquina de Turing que as reconhega.

Podem ser:

e recursivamente enumerdveis (r.e): existe uma MT que péra se os dados pertencerem & linguagem, mas
pode nao parar caso contrario. Equivalentemente, existe uma méquina (de enumeracdo) que enumera
todos os seus elementos.

® NA0 serem r.e
3.1.1 Maquinas Universais de Turing

O poder computacional das maquinas de Turing permite que existam MTs que simulem outras MTs cuja
descrigao faz parte dos dados.

Considere-se a linguagem constituida pelos pares (M, ) tal que:

1. M é (a codificagdo em bindrio de) uma méquina de Turing cujo alfabeto de entrada é {0, 1}
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2. z€{0,1}"
3. M aceita z

As maquinas U que aceitam esta linguagem denominam-se Médquinas de Universais de Turing, i.e,
Ly =LU) ={(M,z) | z € L(M)}

Iremos ver que w € L,? é um problema indecidivel.

3.1.2 Enumeracao das palavras de {0,1}"

Podemos considerar a seguinte bijec¢ao f entre {0,1}" e N:

0,1 L

00
01
10
11
000

o N S I S N N

1z é a representacao bindria de f(x). A i-ésima palavra designa-se por x;.

3.1.3 Codificagoes de MTs

Vamos codificar qualquer méquina de Turing de alfabeto {0, 1} numa palavra de {0,1}*. Como vimos que
a cada palavra estd associado um inteiro 7, poderemos falar na i-ésima MT, M;. Seja

M= ({517 52,y Sk}a {07 1}5 {Xla X27 s 7X’m}7 55 51, @, {52})

Associamos

e aos estados os inteiros correspondentes (em undrio)
e aos simbolos de fita, os inteiros correspondentes (em unério), supondo que X1 =0, Xo=1e Xz =

e A direccao < serd referida por Dy e a —, por Ds.

Entéo, uma transicdo 6(s;, X;) = (s, Xi, Di,) serd codificada pela palavra:

0°10710%10'10™

O cédigo da MT M é composto (apenas) pelos cédigos das transigoes C; separados por um par de 1’s:

C111Cs11...C, 1110,

Para codificar (M, x) podemos separar o cddigo de M do de x por 111.
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Exercicio 3.1 Codifica a maquina M = {{s1, s2,s3},{0,1},{0,1,0},5, 51,0, {s2}}

6(s1,1) = (s3,0,—)
0(s3,0) = (s1,1,—)
5(s3,1) = (s2,0,—)
5(s3,8) = (s3,1,¢)

3.1.4 Linguagem de diagonalizacao

Com a codificagao apresentada podemos dizer que a i-ésima maquina de Turing M; é a maquina de Turing
cuja codificacao é x;.

Claro que nem todos os ¢ correspondem a codificagoes de MT’s. Mas, podemos supor que esses ¢ correspondem
a miquinas de Turing M; tal que L(M;) = ().

Seja a linguagem L, (linguagem de diagonalizagao)

Lqg={z; €{0,1}" | w; ¢ L(M;)}

L, é constituida pelas palavras x tal que a MT M cujo cédigo é x nao aceita x como dados.

3.1.5 Como se obtém L,;?

Construa-se a tabela em N x N — {0, 1} tal que:
o par (7,7) tem o valor 1 se a MT M, aceita x; e 0, caso contrério.

Por exemplo, poderiamos ter:

~.
%ww»-l<
SO = O
— O~ =N
O = O W
— = O Ok

A linha i corresponde a L(M;): os 1’s indicam quais as suas palavras.
Os elementos da diagonal indicam se M; aceita x;.

Para construir Ly complementamos a diagonal: 1,0, 0, 0, ...

E L, serd formada pelos x; cujo valor é 1.

Mas, entao L4 nao pode corresponder a nenhuma linha da tabela pois é diferente nalguma coluna de todas
as linhas da tabela.
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3.1.6 L4 nao ér.e.

Teorema 3.2 Nao existe nenhuma madquina de Turing que aceite Lg. Logo Lg ndo € recursivamente enu-
merduvel.

Suponhamos que Lq = L(M) para alguma MT M de alfabeto {0,1}. Entao existe pelo menos um cédigo 4,
tal que M; = M.

Serd que x; € Lg?

e Se z; € Ly entdao M; aceita x;. Mas por definicao de Ly, x; ¢ Lg. ABSURDO!
e Se x; ¢ Ly, entdo M; nao aceita z;. Mas por definicao de Ly, x; € Ly. ABSURDO!

A contradicao resultou de supor que existia M tal que Lq = L(M).

3.2 Complementacao de linguagens recursivas e linguagens r.e

O estudo das linguagens complementares pode permitir distinguir se uma linguagem ¢ r.e mas néo recursival

Teorema 3.3 Se L € recursiva, L € recursiva

Dem. Suponhamos que L = L(M) para uma MT M que péra sempre. Basta construir uma MT M igual a
M excepto em que

e os estados finais de M passam a nao o ser em M
e tem um novo estado de final r, sem transigoes dele.

e para cada par (estado nado final de M simbolo da fita) sem transigoes em M, acrescenta-se uma
transi¢ao para o estado 7.

O

W v = Aceita | Aceita
> Rejeita—] Rejeita

Figura 8: Construcao de M

Teorema 3.4 Se L ¢ L sdo r.e., entdo L é recursiva (e portanto, também o éf)

Dem. Seja L = L(M;) e L = L(My). Construimos uma MT M que simula em paralelo M; e My, usando
duas fitas e estados cujas componentes sao os de My e Ms.

Se com dados w, M, aceitar, M aceita. Sendo w ¢ L, mas w € L. Entdao, M, tem de aceitar w. Nessa
altura M pdra e rejeita. Portanto, com todos os dados M péara e L(M) = L. Logo L é recursiva. [
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M1 = Aceita —+—» Aceita

M2 [ Aceita——»= Rejeita

Figura 9: Construgao de M a partir de M; e M,

3.2.1 Linguagens e Complementos
As linguagens podem dividir-se em:

D recursivas
SD r.e

nao-SD néo r.e

SD

N nao—-SD

Figura 10: Relagao entre linguagens D,SD e nao-SD

H4 apenas 4 maneiras de uma linguagem L e L se situarem no diagrama:

e Ambas L e L sao recursivas:estao em D
e Nem L nem L sao r.e: estao e, nao-SD
e [ ér.e mas nao recursiva e L ndo r.e: L em SD\D e L em nao-SD

e [ ér.e mas nao recursiva e L ndo r.e: L em SD\D e L em nao-SD
Exemplo 3.5 Como Ly € nao r.e, podemos concluir que Ly nao € recursiva, mas poderd ser r.e ou nao r.e.

Exercicio 3.6 Quais os casos que nao sao possiveis? Dd exemplos de linguagens em cada um dos restantes
casos. <
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3.2.2 MaAquina de Turing Universal, U

Podemos agora descrever uma maquina universal U tal que

Controlo
finito
Dados L X V/ \ \
- \ \
FitadeM 10010000100100%... \
\
Estado deM 000000..000 }
> =
Fitadetrabalho

Figura 11: Maquina universal de Turing

Ly = LU) = {(M,z) | x € L(M)}
Com dados (M, z), U simula M com dados x.

1. examina os dados da 12 fita e verifica se até 111 é um cédigo legitimo para uma MT. Senao péra sem
aceitar.

2. copia para a 22 fita os dados z codificando para simbolos da fita: 10 se for 0 (em z) e 100 se for 1.
Coloca a cabega dessa fita no inicio dos dados.

3. colocar 0 na 32 fita.

4. para simular um movimento de M, U procura uma transicao 0°10710¥10'10™, tal que 0° é o valor da
32 fita, 0/ o sfmbolo de fita que comeca na cabeca da 22 fita de U. U muda o valor da 32 fita para
0%, substitui 0/ por 0! na 22 fita e move a cabeca da 22 fita para o préximo 1 & esquerda (m = 1) ou
a direita (m = 2).

5. Se nao houver transicoes de um estado nao final , M péara e U também.
6. Se M péara num estado final, U aceita o par (M, z). Se M nao péra, U também nao péra.

3.2.3 L, é r.e mas nao é recursiva

A descrigao da maquina U garante que L,,3.2.2 é r.e.: U aceita (M, z) se x € L(M).
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Suponhamos que L, é recursiva. Entdo L, = {(M,z) | ¢ L(M)} também o é.

Mas entdo também teriamos uma MT que aceitava Lg! O que seria absurdo!

Seja L(M) = L,,. Podemos modificar M para uma MT M’ que aceita Ly = {(z,z) | = ¢ L(z)}

I » Aceital— Aceita

x——=| Copia~-x111x= M 1

= Rejeita—= Rejeita

Figura 12: Construcao de M’ que aceita Lg

e M' modifica os dados para x111z.
e M’ simula M nos novos dados.

e Se x é codificagao duma M;, M verifica se M; aceita z.

M aceita se e s6 se M; nao aceita x;, i.e, se x; € Lq. Isto é L(M') = Ly. Absurdo!

3.2.4 O problema da paragem é indecidivel

Supondo que uma méquina de Turing aceita por paragem (e nao por estado final) podemos ter uma MT M
tal que

H(M) = {x | M para com dados x}
Lp={(M,z) |z HM)}

denomina-se o problema da paragem (halting problem) de méquinas de Turing.

Teorema 3.7 L; € r.e mas nao recursiva.

Dem. Dada uma MT M e dados x, podemos construir uma MT N exactamente igual a M, excepto que N
nao para se M rejeita x. Isto é, N para com dados x sse M aceita x.

N
X —— M

I = Aceita |—» Aceita
— Rejeita {5 a0 pare

Figura 13: Construcao da maquina N

Entao, para todo o x, x € H(N) se e s6 se x € L(M). Como L, é r.e, entdo Ly, é r.e

Mas se Lj fosse recursiva L, também o era. Suponhamos que existe uma MT K que reconhecia Ly,
entdo vamos ver que existia uma MT K’ que reconhecia L,: dado (M,z), constréi N e determina,
usando K, se x € H(N) (i.e x € L(M))

Mas x € L(M) se e s6 se (M, x) € L,. Entao K’ reconhecia L,, (seria recursiva). Absurdo! Logo, Ly,
r.e mas nao ¢ recursiva. g
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K

K . Aceita

(M,X) N.x — Aceita

— Rejeita —p» Rejeita

Figura 14: Maquina K’ que reconhecia L,

3.3 Problemas sobre Maquinas de Turing
Dada uma méquina de Turing serd decidivel se

tem pelo menos 45 estados?
com a fita vazia executa mais de 45 passos?

quaisquer que sejam os dados executa mais de 45 passos?

aceita a linguagem vazia?

)
)
)

d) aceita a palavra vazia €
)
) aceita uma linguagem finita?
)

aceita uma linguagem regular ou independente de contexto ou recursiva?

Os problemas (a)-(c) sdo decidiveis e (d)-(g) indecidiveis. Os primeiros sdo sobre caracteristicas das MTs e
os segundos sobre propriedades das linguagens que aceitam!

(a) é decidivel

Dem. Dada uma codificagao da MT, contar o nimero de estados e verificar se é maior que 45. (|

(b) é decidivel

Dem. Simular a execucao da MT a partir do estado inicial, contando os passos, e: ou atinge um estado
final em menos de 45 passos; ou o algoritmo termina com a resposta sim. (I

(c) é decidivel

Dem. Em 45 passos a MT s6 visita um numero finito de células a volta da posicao inicial da cabega e o
nimero de palavras de comprimento < 45 ¢é finito. Basta simular os primeiros 45 passos da MT para
cada um dos dados com no maximo 45 simbolos. Se para algum, a méquina atingir um estado final, a
resposta é nao. Caso contrério, é sim. O
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3.3.1 Redugoes

Para mostrar um problema P (p.e (d)-(g)) é indecidivel, mostramos que se houvesse um algoritmo para
decidir P, esse algoritmo podia ser usado para decidir um outro problema que ji sabemos ser indecidivel,
p-e, o problema da paragem

Ly ={(M,z)| M para com dados x}.

Entao, como Ly é indecidivel, esse problema P também o tem de ser. Isto é, vamos reduzir L, a P.

Uma reducao de P; para P, é um algoritmo que converte instancias dum problema de decisao P; em
instancias dum problema de decisao P» tal que ambas as respostas sao sim ou ambas as respostas sao nao.

P1 P2

Figura 15: Redugao entre problemas que transforma instancias positivas em positivas e negativas em nega-
tivas

3.3.2 Determinar se uma MT aceita ¢ é indecidivel

Seja L = {M | ¢ € L(M)}. Vamos reduzir L, a L, isto é, encontrar um algoritmo o tal que w €
Ly, sse o(w) € L

Seja (M, ) e pretendemos saber se (M, z) € Lj,. Construimos uma nova MT M’ (com = e M built-in) que
com dados y:

. M
apaga
M dados
—
Y
escrevi
X

Figura 16: Redugao de Ly a L,
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1. apaga y

2. escreve x na fita
3. executa M com dados x

4. aceita se M parar

L(M) = { >* se M para com x

(0 se M nao péara com x
o é a fungdo computavel (M, z) — M’
Entao se L. fosse decidivel tinhamos um algoritmo para decidir o problema da paragem:

Dado M e z construimos M’ e M’ aceita € sse M péra com dados x. Absurdo !

Usando o mesmo processo mostra-se que (e)-(f) sao indecidiveis.

3.3.3 Reducao entre linguagens

Dadas L1 C ¥* e Ly C A*, uma redugao de Ly a Ly é uma fungdo total computavel (algoritmo) o : ¥* —
A* tal que para todo x € X*:

x €L & ox) € Ly

Para o existe uma médquina de Turing total (que para sempre) e que com dados x para com o(x) na fita.

Diz-se que Ly é redutivel a Lo,
Ly <, Lo

A relagao <,,, € transitiva. Verifical

Teorema 3.8
(a) Se Ly <., Ly e Ly € r.e entao Ly € r.e. Equivalentemente, se L1 <,, Lo e L1 ndo € r.e entio Lo
também nao.

(b) Se Ly <,, Lo e Lo € recursiva entdo Ly € recursiva. FEquivalentemente, se Ly <,, Ly e L1 nao é
recursiva entao Lo também nao.

Dem: (a) Se Ly <,,, Lo, seja o a fungao computével tal que x € Li<o(x) € Ly. Como Lo é r.e, seja M
uma MT tal que Ly = L(M). Construimos uma MT N que com dados z:

e calcula o(z)
e executa M com dados o(x)

e aceita, se M aceita

Departamento de Ciéncia de Computadores da FCUP



3.3 Problemas sobre Maquinas de Turing 37

= Aceita—» Aceita

S(x) M

X > S R

N aceita © < M aceita o(x)
& o(z) € Ly
S xrelq

Logo, Ly ér.e

Como tanto Ly como Lo sao r.e, por (a), tanto Ly e Ly sdo r.e. Logo Ly é recursiva.

(b) Sela Ly <,, Lo e Ly recursiva. Entdo Ly também é recursiva e L; <,, Lo (podemos usar o mesmo o).

3.3.4 Determinar se uma MT aceita L € RUZs UD é indecidivel

Seja Lyia = {M | L(M) € RUZc UD} e seja A uma linguagem r.e mas nao recursiva (p.e Ly, ou L,). Seja
U uma maquina que aceita A. Vamos reduzir o complementar do problema da paragem Ly a L;q.

Dado M e z construimos uma M” de 2-fitas que com dados y:

Para

X = M . .
}ic% | . Aceital—» Aceita

M

A se M para com z
"y __
L(M") = { (0 se M nao para com x

Guarda y numa fita
Escreve x noutra fita (com as informagoes do seu controlo finito)
Executa M com dados x (com as informagoes do seu controlo finito)

Se M péra com dados z, entao M" executa uma MT U que aceita A com dados y

AR .

M” aceita, se U aceita.

Como ) e RUZcUDe A¢ RUTIe UD entdo Ly, <, Lyig
sendo o a fun¢ao computéavel (M, z) — M"

Logo, se L4 fosse decidivel Ly, também seria. Absurdo!.
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3.4 Propriedades de SD

Vamos ver que quase todas as propriedades das linguagens r.e sdo indecidiveis!

Uma propriedade P das linguagens r.e é um subconjunto de SD, constituido pelas linguagens L que tém
essa propriedade. Por exemplo:

ser vazio ¢ a apenas o conjunto {0}

ser independentes de contexto é o conjunto Z¢ das linguagens que sao geradas por gramaticas indepen-
dentes de contexto.

Podemos associar a P uma funcao caracteristica Cp : SD — {0,1}

[0 seL¢P
CP(L)_{1 se L€ P

Uma propriedade é trivial se é vazia (§)) ou todas as linguagens r.e (SD). Se uma propriedade P é nao
trivial existem L e L’ distintos tal que L € P e L' ¢ P.

Para representar um conjunto de linguagens de modo finito consideramos as maquinas de Turing que as
aceitam.

Se P é uma propriedade de SD, Lp é conjunto de cédigos das MT M; tal que L(M;) € P. Dizer que uma

propriedade P é decidivel é dizer que Lp é decidivel.

Teorema 3.9 (Teorema de Rice) Todas as propriedades ndo triviais de linguagens de SD sao inde-
cidiveis.
Dem:

Seja P uma tal propriedade. Suponhamos que () ¢ P. Entao existe L # () tal que L € P. Seja My, uma MT
que aceita L. Vamos ver que L, <,, Lp. Dado (M, x) o algoritmo de reducao constréi uma M’ = o((M, z))

Acelta

Xx = M . .
\ | » Aceita;—— Aceita
InIclo ML

() se M nao aceita z
L(M") = { L se M aceita x

M’ com dados y:

e Guarda y numa fita.
e Escreve M e x noutra fita e simula M com dados z. Nota que M e x estao built-in em M’.

e Se M nao aceita x, M’ nao faz mais nada e L(M’) = ). Entao o cédigo de M’ nao pertence a Lp.
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e Se M aceita z, entdo M’ simula M}, com os seus dados y, e L(M') = L. Como L € P, o c6digo de M’
pertence a Lp.

Temos: (M,z) € L, sse M' = o((M,z)) € Lp
Como L, nao é recursivo, Lp também nao o é. Logo P é indecidivel.
Se () € P entdo consideramos P e pelo método anterior concluimos que P é indecidivel.

Mas Lp = L (porque todas MT aceitam uma linguagem r.e.) e entdo Lp também nio é recursivo (
Porqué?). Logo P é indecidivel.

Exercicio 3.10 Mostra que o conjunto dos codigos das MT que aceitam todos os dados que sdo palindromos
(e eventualmente outros dados) € indecidivel. o

3.5 Alguns problemas sobre L.I.C.

Problemas decidiveis para LICs:

e Dada uma gramdtica independente de contexto G, L(G) = (7
e Dada uma gramética independente de contexto G, L(G) é finita?

e Dada uma gramética independente de contexto G e x € ¥*, x € L(G)?
Problemas indecidiveis para LICs

e Dada uma linguagem independente de contexto L, L é LIC?

Dada uma gramética independente de contexto G, G é ambigua?

e Dada uma linguagem independente de contexto L, L é deterministica?

Dada uma gramdtica independente de contexto G, L(G) = X* ?
e Dadas duas li.c Ly e Lo, LN Ly =0 7 Ou Ly = Lo?

3.5.1 Determinar se uma G.I.C gera ¥* é indecidivel

Seja Ly ={G |G éic. e L(G) =¥*}

Por reducio ao problema complementar da paragem: Lj; <., Lx

Histdrias de computacao validas Seja M = (6,5, %,T,0, s9, F) uma MT (com fita semi-infinita) e os
dados z. Uma configuragao de M é uma palavra X --- X;_1sX;--- X,, onde s é o estado e X; o simbolo que
estd a ser lido.

Uma histéria de computagao valida de M com x é uma sequéncia de configuracoes «; separadas por um
caracter especial # ¢ T'U S tal que:

#HoaoFar ... Fan#
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e qy é configuragao inicial de M com dados z: sox

e ay é uma configuracao de paragem (de aceitagdo ou nao)

M
® ;1 segue num passo de «;, i.e., oy F a1, para0 <1 <N -1

Se M nao para em z nao existe histéria de computacao valida. Define-se
VALCOMPS(M,z) = {histérias de computagao vélidas de M em z}

Podemos codificar as configuragoes como palavras de A = {#}UT'US, e entdo VALCOMPS(M,z) C A* e
VALCOMPS(M,z) =0 < M nao para com dados x

e sendo

VALCOMPS(M,z) = A*\ VALCOM PS(M, z)

VALCOMPS(M,z) = A* < M nao para com dados x

Facto: VALCOMPS(M,z) é LI.C. ! E temos um algoritmo que constréi uma gramética G, a partir de
M e z, tal que:

M nao péra com dados @ < L(G) = A*

Temos entao:

Ly <, Ly

Como Lj nao é r.e, concluimos que Ly, nao é r.e.

VALCOMPS(M,z) é LIC. Sez€ VALCOMPS(M,z) entio

2 comega e acaba por # e é da forma #ag#a1# ... #ay#, com a; € (T US)"
cada «; é uma palavra em que exactamente um simbolo é de S

ap ¢ a configuracao inicial sz

= o=

O estado de ay é um estado final ou um do qual nao hd transigoes (podemos sempre supor que s6 ha
um desses estados de paragem)

M
5. ail—ai+1,para0§1§N—1

Seja, para 0 < i <5,
A; = {x € A* | x satisfaz i}

Entao, VALCOMPS(M, w) = ﬂ0§i§514i e VALCOMPS(M, .Z‘) = U0§i§5E

Vamos ver que E, 0<i<bsao LIC

As linguagens A, As, Az e Ay s@o regulares. Logo os seus complementares também.
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Aj: 6 alinguagem {#}A*{#}

Ag: é apenas necessario verificar que entre dois #’s existe apenas um simbolo de S. Pode-se construir um
autémato finito. . .

As: é a linguagem regular {#sox# }A*

Ay basta testar se em ay estd um estado de paragem (final ou nao). Podemos construir um autémato
finito ndo deterministico. ..

As é L.I.C. Suponhamos um z € A* que satisfaz 1 a 4, e considere-se uma subpalavra sua da forma

M
#a#P#. Se a F B, as duas configuragoes tem de concordar excepto para alguns simbolos perto da posicao
da cabeca e as diferencas tém de ser consistentes em relacao a ¢, p.e.:

#abasababb#abs abbabb#

se 0(s,a) = (s',b,«) em M

Para verificar a consisténcia de « e S em relacao a 4, basta verificar a consisténcia das subpalavras compri-
mento 4 de a e de 3, correspondentes, i.e. que distem o mesmo nimero de simbolos, do simbolo # esquerdo
mais préoximo (supondo a fita semi-infinita). Por exemplo:

asab sabb

distam 3 simbolos do simbolo # esquerdo mais préximo e sao consistentes. Se as sequéncias a mesma
distancia forem iguais sao sempre consistentes. P.e. d =7

babbd babbd

O conjunto dos pares (z1,23), com z; € A*, |z;] = 4,1 = 1,2 e z; consistente com z5 é finito e pode ser
listado.

M
E, para quaisquer configuracoes o e 8, a F [ sse todas as subpalavras correspondentes de « e 3, de
comprimento 4, forem consistentes.

M
Assim, para verificar que « - 8 é falso, basta encontrar uma subpalavra de o que néo seja consistente (em

relagdo a d) como a correspondente de /3.

Podemos entao descrever um autémato de pilha nao deterministico que aceita As, verificando se existe 7 tal
que a1 nao segue num passo de «;, segundo §. O autémato 1é z e

e escolhe um o

e cescolhe uma subpalavra u € a; com |u] = 4

— ao escolher, guarda na pilha os simbolos de a; até u
— memoriza u no controlo finito
— 1é z até ao primeiro #

— percorre ;41 tirando elementos que introduziu na pilha, para determinar uma subpalavra v €
;41 correspondente a u
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— verifica a consisténcia de u e v, usando os simbolos guardados no controlo finito. Se u e v nao

forem consistentes aceita z

Por exemplo, se d(s,a) = (s',b,—) e z contiver a subpalavra:

#abaabsabb#abaa ssbbbb#

eu=>bsab o autémato descrito descobre o erro. Verifica!

Temos entao demonstrado:

Teorema 3.11 Dada uma g.i.c G € indecidivel se L(G) = ¥*.

Usando o facto de VALCOMPS(M, ) ser L.I.C. também se demonstra:

Teorema 3.12 Sendo G1 e G4 duas gramdaticas i.c. e R uma linguagem reqular, os sequintes problemas sao

mndecidiveis:

(a) L(G1) = L(G2)
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