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Capitulo 1

Preliminares

1.1 Ordens de Grandeza

Nesta secgao sao revistas algumas nogoes sobre ordens de grandeza de fungoes (reais).

Definicao 1.1 Sendo f:N—-Reg:N—-R

1. f(n) é O(g(n) se
Je e RTIm¥n >m | f(n) < c| g(n) |

(diz-se que f € da ordem de g, isto €, f cresce como g ou mais lentamente)
2. f(n) €Q(g(n)) se g(n) € O(f(n))
3. f(n) €O(g(n)) se f(n) € O(g(n)) e g(n) € O(f(n))
f(n

4. f(n) €o(g(n)) selim, Sy = 0, isto €, g(n) cresce mais rapidamente do que f(n).

<
N

Se f(n) é O(p(n)) e p(n) é uma funcao polinomial entao diz-se que f(n) é de ordem polinomial.
Teorema 1.1 Se f(n) € o(g(n)) entdo f(n) € O(g(n)).
Exercicio 1.1.1 Mostra o teorema anterior.

Exercicio 1.1.2 Mostra as seguintes igualdades:



Exemplo 1.1
e 3n3 +2n2+5 € O(n?) (ou O(n*) mas nio O(n?).
o Se p(n) tem termo de ordem maior k entdo p(n) é O(n").

O(n?) + O(n) = O(n?)

e O(logn) nao depende da base b > 1.

3nlogn + 4nloglogn + 5 = O(nlogn).
e 2¢n — 90(n)

e 20(ogn) — O(nO(l))

Exemplo 1.2

e /n=o(n)

e n=o(nloglogn)

nloglogn = o(nlogn)

e nlogn = o(n?)

Exercicio 1.1.3 Mostra que:

a) amn™ 4+ ... +ap é O(n™), para a,, > 0. Sugestao: Para mostrar que é 2(n™) considere ¢ = %

e ng = mh com h = (2/ay,)max(|am-1l,...,|aol)
b) n® é o(n?),se 0 < a < B.

c) n®éo(B"),se B > 1. Concluir que para qualquer polinémio p(n) e 8 > 1, p(n) é O(8™).Sugestao:

Considera = (1 + €) e a expansao do binémio de Newton.

d) para qualquer polinémlio p(n) e constante ¢ existe um inteiro ng tal que, Vn > ng, 2 > p(n).

2 100 ¢ ¢ = L=, Conclua que p(n) ndo é Q(c"), ¢ > 1

Calcula esse ng para n“ e ¢ = 1 e para 100n
e) logn é O(n) e o(n%), a >0
f) Va, b > 1, log,(n) é ©(log,(n)). Sugestao: Recorda que para n > 0, log,(n) é y tal que a¥ = n.
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g) Va > 1, a™ é o(n!)
Exercicio 1.1.4 Mostra que © é uma relacao de equivaléncia.

Exercicio 1.1.5 Sendo f(n) e g(n) qualquer par de funcoes a seguir apresentadas, determina se

f(n) ¢ O(g(n)), f(n) ¢ Q(g(n)) ou f(n) é O(g(n))

n? n3 nlgn on pn 22" p2logn

1.2 Codificacoes Razoaveis

Uma codificagdo é uma sequéncia finita de simbolos (string) que ”representa concisamente um
problema”ou qualquer objecto finito. Podemos supor que os simbolos sdo elementos de {0,1} ou
qualquer outro conjunto finito (alfabeto). O comprimento de uma string * = x1---x, é 0 seu
nimero de elementos, |x| = n. Os nimeros inteiros devem ser representados em bindrio ou outra
base maior que 2.

Para representar pares de objectos podemos considerar as strings que representam os objectos,
x e y, e codificar o par por uma nova string (z,y). Uma maneira de fazer isso é a seguinte: se
T=T1 T €Y =Y Yms (T, Y) = 101 TpZn01Y1 - Y

Do mesmo modo se representam conjuntos finitos de objectos ou fungées. Por exemplo um
grafo serd representado pelos conjuntos de vértices e arestas.

Em geral temos que o comprimento da representacao de

e um inteiro n em bindrio é [logy n ]|
e um conjunto de n elementos é n

e um grafo com conjuntos de vértices de tamanho n e um conjunto de arestas de tamanho m,

én+m

Definicao 1.2 Duas codificagoes ¢1 e co, dizem-se polinomialmente relacionadas, se existem po-
lindmios p e p’ tal que, sendo x1 e w9 as representacoes dum mesmo objecto x, respectivamente em

c1 ecy, setem |z |<p(lxe]) e|xe |<P(|21])-

Exercicio 1.2.1 Considera o problema de codificar um inteiro nao-negativo m numa base b > 2.

Mostre que

(i) os comprimentos das codifica¢oes em bases diferentes estao polinomialmente (até linearmente,

O(n)) relacionadas entre si.

(ii) a codificacdo em undrio ndo estd polinomialmente relacionada com a codificagdo numa base
b>2.



Exercicio 1.2.2 Considera o problema de codificar um grafo nao dirigido G = (V, FE). Dois

processos sao:
e matriz de adjacéncias representada por |V |? bits

e lista de ramos: a cada vértice associar a lista dos pontos de chegada dos ramos que dele

partem

(i) Define mais rigorosamente as codificagbes mencionadas
(ii) D4 exemplo de um grafo codificado das duas formas

(iii) Mostra que os comprimentos das duas codificagoes estao polinomialmente (quadraticamente)

relacionados entre si

Exercicio 1.2.3 Supondo o alfabeto ¥ = {0,1,—,[,],(,),, } inventa uma codificagdo genérica para

representar
e um inteiro em bindrio
e a referéncia ao n-ésimo elemento dum conjunto, sequéncia, etc. ..
e uma sequéncia de elementos

Usando as codificagoes anteriores diz como representar: um conjunto (finito) de objectos, um grafo,

uma fungao finita e um nimero racional.
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Capitulo 2

Pe NP

2.1 Classes de complexidade de linguagens formais

O conjunto das linguagens decidiveis pode ser dividida em classes de complexidade, que caracte-
rizam os limites dos recursos computacionais usados para as decidir. Uma classe de complexidade
é especificada pelo modelo de computagao — vamos considerar maquinas de Turing com k-fitas —,
pelo modo de computagao — deterministico ou nao deterministico —, pelo um recurso — p.e., tempo
ou espago — e por um limite, isto é, uma funcao de N em N. Uma classe de complexidade é entao

um conjunto C'(f(n)) definido por:

C(f(n)) ={L|L é decidida por uma méquina de Turing M do modo
adequado, tal que para qualquer z, e |z| = n, M gasta

no maximo f(|z|) unidades do respectivo recurso}

Uma funcao f(n) para ser limite de complexidade tem de ser total e nao decrescente. No caso,
de funcoes de complexidade temporal deve ainda ser tal que exista uma MT M/ de k-fitas que, para
quaisquer dados z, pare em exactamente f(|x|) passos. Esta caracteristica permite a simulagao de
relégios em maquinas de Turing. Equivalentemente dizemos que f é tempo-construivel se f(n) > n
e existe uma MT que calcula a fun¢ao n +— | f(n) | no maximo em f(n) passos (onde n é considerado

em unario). Restrigoes semelhantes impdem se para fungoes de complexidade de espaco.

2.1.1 Classe P

Seja M uma maquina de Turing (deterministica) e x € £*. O tempo requerido por M em x, Ty (x),
é o nimero de passos da computacio de M para dados x.! Entdo, a complezidade temporal (ou

tempo de execugao) de M é dada por:

Trp(n) =max{t |z € ¥, x| =net=Ty(z)}

! Se a computacdo nio parar Tm(x) = oo.
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Se Tpr(n) é O(f(n)), diz-se que M opera em tempo limitado por f(n). Se f(n) é um polinémio
dizemos que M é polinomial.

Vamos considerar méaquinas de Turing com k-fitas, multi-fita sendo uma de leitura, uma de
escrita e as restantes de leitura/escrita. Recordar que, se uma méaquina de Turing M decidir uma
linguagem L, entdo podemos ter F' = {s,, s, } ou F' = {s,} (de paragem, para célculo de fungoes).

Formalmente temos
Definigao 2.1 Uma mdquina de Turing com k-fitas MT, k > 2 é um tuplo
M = (87 E, Fa S0, Dv [>7 65 {Sya Sny Sh})7

onde ' € o alfabeto das fitas, 2 C I alfabeto de entrada ,sqg € S € o estado inicial. O simbolod € T" é
stmbolo branco er> € T' € simbolo inicial. A funcdo de transicio § : SxT* — §xTk-1 X {4, —, —}k
descreve as regras de M. Sendo s € S, 0; €' e m; € {<,—,—} temos

§(s, (01,09,...,0%)) = (8, (ah,...,0%), (M1, ..., myg)).

Se algum dos o; € > entdo m nao pode ser < e o, = >. No inicio supomos que os dados x =
T1...xT, estdo na primeira fita a sequir a >, e a cabeca da primeira fita estd em x1. As restantes
fitas estdo em branco e sé com o simbolo > e as cabegas estGo em >. A mdquina aceita se entrar
em sy, rejeita se entrar em s,. Se entrar em sy pdra e o contetudo da fita k é o resultado. Esta

fita poderd ser sé de escrita.

Exercicio 2.1.1 Define formalmente as nocoes de configuragcao, um movimento (%) e aceitacao
de uma MT multi-fita M com dados x.

Exercicio 2.1.2 Mostra que uma mdquina de Turing com uma fita de leitura/escrita semi-infinita

simula em O(T?(n)) uma mdquina de Turing multi-fita com complezidade temporal T (n).

Para estimar a complexidade computacional de um problema nao serao consideradas constantes
aditivas ou multiplicativas e a notacao O serd usada. O teorema seguinte justifica a escolha de MT

multi-fitas para o estudo da complexidade temporal.

Teorema 2.1 Seja L uma linguagem aceite por uma MT M de k- fitas, com compleridade temporal

f(n). Para qualquer ¢ > 0, L € aceite por uma MT M’ que executa em cf(n) +n + 2.

Dem. Existe um inteiro m, dependente de ¢ e M, tal que se I' é o alfabeto de M, M’ usa um
alfabeto TV = T UT™ de tal modo que m células da fita de M correspondam (comprimidas)
a uma s6 célula em M’'. E deste modo m passos de M correspondem a um passo de M’. No
inicio M’ tem de ler os dados x de M e comprimi-los. Se M sé tinha uma fita M’ tem de ter

duas. Senao podera ter o mesmo nimero de fitas. Primeiro M’ 1é os dados = em blocos de m
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simbolos (o1, ...,0,) (usando os estados para recordar esses simbolos, i.e. em S x X' para

i=1,...,m—1) e escreve o simbolo resultante na segunda fita. Isto, demora n + 2 passos.

Depois M’ simula m passos de M (um estdgio) em no méximo 6 passos. No inicio do estédgio,
o estado de M’ é da forma (s, j1,...,jx) onde s é o estado de M no inicio do estdgio e cada
Jji < m é a posicao exacta de cada cabeca de M no bloco de m simbolos e k o nimero de fitas.
Se em M a cabega ¢ estiver no [-ésimo simbolo, entdo j; =1 mod m e a cabeca da fita ¢ + 1
de M’ est4 no simbolo [%W Nos quatro primeiros passos M’ move todas as cabecas para uma
posicao para a esquerda, duas para a direita e uma para esquerda. Neste processo regista
no estado qual os simbolos a esquerda e a direita do simbolo corrente (todos blocos de m
sfmbolos). Para tal, o conjunto de estados terd de incluir o conjunto S x {1,...,m}* x 37k,
Com a informagao recolhida M’ simula m passos de M em no méaximo dois passos (dois se
tiver de considerar um dos simbolos vizinhos, isto é cabeca tem de ir também para o vizinho).
M’ aceita se M aceita. O tempo total gasto por M’ com dados x é no méximo |x|+2+6 [%W
6

Logo, basta tomar m = [2]. O

Exercicio 2.1.3 Considera a linguagem PAL = {x € {0,1}* | z = rev(z)}, onde rev(x) denota a

palavra x escrita por ordem inversa.
1. Descreve uma MT deterministica que reconhece PAL e determina a sua compleridade.
2. Mostra que se a MT tiver duas fitas poderd ser mais eficiente.

3. Modifica a MT da alinea anterior, comprimindo-a de modo a que compleridade temporal seja

reduzida de %
Dada uma funcao f(n), define-se a classe de complexidade DTIME( f(n)) por:
DTIME(f(n)) = {L| L é decidivel por uma TM multi-fita M tal que Ths(n) é O(f(n))}

A classe P é definida como o conjunto de linguagens que sao decidiveis em tempo polinomial

por uma MT, isto é:

P = |JDTIME(n")
k>1
Do mesmo modo se pode definir:
EXP = |JDTIME(2™),
k>1

Mas a relagao entre estas classes ira ser s6 estudada no Capitulo 3.
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2.1.2 Classe NP

Seja N = (S8,%,T', 50, A, 0, >, F') uma méquina de Turing nao-deterministica (MTN) com 1-fita,
onde
AC(SxD)x (ST x{+,—})

Recorde que um passo de computacao entre duas configuracées é definido por uma relacao
TSy M, x's'y’ se e s6 se existe ((s,g),s’,a’,d) € A que torne a transicao possivel. Entao uma
computagao de N (em n passos, x, ) com dados x € ¥*, ¥ C T, pode ser vista como uma &rvore
de computacao. Cada caminho da arvore iniciado na raiz é um caminho de computacdo. Diz-se
que N aceita x € X%, se a arvore de computacao de N com dados x inclui pelo menos um caminho
de computacao que termina num estado de aceitacao. Isto é, N aceita x se existe uma sequéncia
de escolhas nao-deterministicas que leva a um estado de aceitagao. Note-se que x sé é rejeitado
se todas as sequéncias de escolhas (caminhos de computagao) conduzirem a um estado de rejeigao.
Note ainda a assimetria entre a aceitagdo e a rejeicdo por estas mdquinas, que nao existia nas
méquinas de Turing deterministicas. Seja L(N) = {z € ¥* | N aceita z}. Se L C ¥*, N decide L
se L = L(N).

De modo anéalogo funciona uma maquina de Turing nao deterministica N com k-fitas. Se N
aceita x, o tempo associado é definido pelo ntimero de passos do menor caminho de computacao

que leva a um estado de aceitacgao, isto é:
Tn(z) = min{t| N aceita x com um caminho de computacao em ¢ passos}
e, a complexidade temporal de N é a funcao:
Tn(n) = max{{1}U{m |3z € L(N), |[xf] =nem="Ty(x)}}

Note-se, que Ths(n) = 1 se ndo hd nenhum z, com comprimento n que seja aceite por N. Se T (n)
é O(f(n)), diz-se que N opera em tempo limitado por f(n) e se f(n) é um polinémio dizemos que
N é polinomial.

Seja,

NTIME(f(n)) = {L|L é decidivel por uma MTN N tal que Tx(n) é O(f(n))}

Teorema 2.2 Se L € NTIME(f(n)) entio existe ¢ > 1 tal que L € DTIME(c/ (™).

Dem. Seja N uma MTN que executa em tempo f(n) e seja d > 1 o maximo das escolhas possiveis
de A(s,o) para qualquer estado s e simbolo 0. Entao qualquer sequéncia finita de escolhas

pode ser representada por uma sequéncia de digitos de 1 a d.

Uma MT M com 3 fitas pode simular N. A primeira contém a sequéncia de entrada. A

segunda, gera sequéncias de digitos de 1 a d dum modo sisteméatico. Por exemplo, por ordem
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crescente de comprimento e por ordem lexicografica se de igual comprimento: 1, ..., d,
11,...1d, ..., 21, ...,2d, ..., 111, ..., ddd, ...

Para cada sequéncia gerada na segunda fita, M copia a sequéncia de entrada para a terceira
fita e simula N na terceira fita, usando a sequéncia da segunda fita para decidir os movimentos
de N. Nota que cada sequéncia de escolhas corresponde a uma sequéncia de configuracoes
de N. Deste modo M simula sucessivamente todas as sequéncias de k& movimentos de N,
k=1,2,...,1,211,12,21, 111,112,113,121,122,211,212,213,1111, ... M explora a arvore de
configuragbes de N em largura. Se N atinge um estado de aceitagdo, entdao M aceita. Se
nenhuma sequéncia de escolhas com um mesmo tamanho ¢ conduz a N aceitar e embora
todas terminem, M também nao aceita. O numero de sequéncias de escolhas é majorado
por Z{S) d* = O(d/™+1). O tempo de gerar e considerar cada escolha é O(2/(™). Assim o
tempo total requerido por M é O(d/™M+1)0(2/(™) = O(¢/™), para alguma constante ¢ > 1.
O

A classe NP é definida com o conjunto de linguagens que sdo decidiveis em tempo polinomial

por uma MTN, isto é:

NP = | NTIME(n")
k>1
Corolario 2.1 P C NP
Também se pode definir:
NEXP = [ JNTIME(2"™).
E>1

Mas a relagao entre estas classes ira ser s6 estudada no Capitulo 3.

2.2 Problemas, Linguagens e Complexidade

Para resolver um problema por meios computacionais é necessario codificd-lo numa dada linguagem
e escrever um algoritmo (um programa, nessa mesma linguagem), isto é, um método para resolver
o problema num ntmero finito de passos. Vamos considerar que cada problema pode ser descrito
por um conjunto de parametros e de relagoes entre eles, com as quais se expressam as condicoes
de solucao do problema. Uma instancia | dum problema [1, é obtida especificando valores para
cada um dos parametros. Chamaremos instancia genérica a descricao dum problema em termos
dos seus parametros, ou apenas instancia se na enunciacao do mesmo. Por exemplo, considere-se
um caizeiro viajante que tem de visitar todas as cidades de um dado pais e voltar a cidade donde
partiu, e pretende fazé-lo pelo caminho mais curto. Podemos enunciar este problema classico da

combinatoria, em termos dum conjunto finito de elementos e de propriedades desses elementos:
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(TSO) Dado um conjunto de cidades e as distancias entre elas existe uma permutagao das

cidades que minimize a distancia total?
Instancia: C = {cj,ca,...cp} e d: C x C — N distancia

Questao: Qual é a permutacao 7 : C' — C que minimiza

n—1
> dlex(iys Cnti) + Ay exn))
i=1

Uma instancia do problema é por exemplo C' = {Porto, Aveiro, Viana, Espinho} e d(P, A) =
60, d(P,V) = 60, d(P,E) = 20, d(A,V) = 120, d(A, E) = 40, d(V,E) = 80. A sequéncia <
V, P, E, A > minimiza a distancia total, dr = 120.

Pretende-se normalmente obter um algoritmo que (se existir!) seja o mais eficiente. A eficiéncia

dum algoritmo pode-se medir em:
e tempo de execucao em funcgao dos dados
e espago gasto para a obtengao da solucao do problema.

Para cada problema a complexidade temporal vai depender da mdquina usada e da codificacao

escolhida. Contudo, cada problema pode ser classificado do ponto de vista computacional, como:
e insolavel
e tratavel
e intratavel

Esta classificagao é vélida independentemente da méquina ou modelo computacional usado (maquina
de Turing, RAM’s, etc) e da codificagao escolhida, desde que seja "razodvel”, isto é, que satisfaca

as seguintes condigoes:
1. A codificagao duma instancia |, deve ser concisa e nao conter simbolos desnecessérios.
2. Os numeros inteiros devem ser representados numa base maior ou igual a 2.

Podemos supor que os nimeros inteiros se representam em binario; os conjuntos pela sequéncia
dos seus elementos (codificados) e os grafos pela sequéncia de vértices seguida dos pares de vértices
para cada ramo (ou pela matriz de adjacéncia). Neste caso, se um dado é um niimero n o seu
comprimento serd [logy n], se é um conjunto de n elementos o seu comprimento é n e se é um grafo
0 seu comprimento é o nimero de vértices mais o de ramos.

A tese seguinte estende a tese de Church-Turing ([Edm65, Cob65]):
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Tese de Cobham-Edmonds Um problema tem complexidade temporal £ num modelo de com-
putagao genérico e razodvel se e sé se tem complexidade temporal p(t) no modelo de méquinas

de Turing deterministicas (um fita), para um polinémio p.

Considerem-se os seguintes problemas e procuremos resolvé-los !

1. Problema da Paragem

Instancia: Um algoritmo e um conjunto de dados para esse algoritmo.
Questao: Esse algoritmo para para esse conjunto de dados (ou entra num ciclo infinito)?

Resposta: Nao existe nenhum algoritmo que resolva este problema. E um problema in-

soltvel.

2. Procura dum elemento numa sequéncia.

Instancia: X, V[i], 1<i<n
Questao: Existe ¢ tal que X = V1] 7
Resposta: Existem algoritmos polinomiais que o resolvem, por exemplo:
k+1
Vii+1]«+ X
while V[k] # X do
k—k+1
if k£ # n then PRINT(”Sim”)
else PRINT("Nao”)

A complexidade deste algoritmo é O(n), considerando o nuimero de comparacoes que

serao necessarias no ”pior caso”.

3. (HC) Existéncia de ciclo hamiltoniano

Instancia: Seja G = (V, E) um grafo dirigido.
Questao: Existe um ciclo < (X1, X2)(X2, X3) ... (Xp—1, X0)(Xpn, X1) >, X; € V, (X4, Xi41) €
E e e n = V], tal que todos os X; sao diferentes?
Resposta: Nao se conhece nenhum algoritmo polinomial que resolva este problema. Um
algoritmo que corre em tempo exponencial no nimero de vértices é o seguinte:
141
for i <n do

marcali] < False
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k<0
if PROCURA(1) then PRINT(”Sim”)
else PRINT("Nao”)
function PROCURA(%)
kE+—k+1
marcali] < True
for all (7,j) € E do
if j =1 Ak =n then return True
if -marcalj] then
if PROCURA(j) then return True
k+—k-1

marcali] < False return False

Exemplo 2.1 Seja G = (V, E) onde

<
|

{1,2,3,4,5,6}
E = {(1,2),(2,3),(3,1),(2,4),(2,6), (4,3),(4,5), (5,4), (6,5)}

com o sequinte diagrama:



Neste caso, temos a seguinte arvore de procura, se X; = 1:

1

12

123 124 126
1243 1245 1265
12654

126543

1265431

Se G é um grafo completo, o tempo de execucao é O(n) (caso melhor) mas no pior caso o

algoritmo tem complexidade O(n!).

Exercicio 2.2.1 Escreve um programa para cada um dos problemas 2 e 3 e obtenha o tempo de

execucao para varios valores dos parametros. Comenta os resultados.

Um problema é tratdvel se existe um algoritmo polinomial que o resolve. Se todos os algorit-
mos conhecidos para resolver um problema forem exponenciais o problema diz-se intratdvel. Isto
porque o tempo de execuc¢ao dum algoritmo exponencial torna-se rapidamente insuportavel (quase
”infinito”) para comprimentos pequenos dos dados. O quadro seguinte ilustra a diferenga entre as
complexidades temporais citadas. Para valores crescentes do comprimento dos dados, n, indica o

tempo de execugao, tomando para base o microsegundo.

Valores de n
Complexidade temporal | 10 20 40 60
n 10 ps 20 ps 40 ps 60 ps
n? 0.1 ms | 0.4 ms 1.6 ms 3.6 ms
ns 0.1s 3.2 1.7 minutos 13 minutos
2m 10 ms 1s 12.7 dias 366 sécculos
10™ 2.7 noras | 3.1 X 10% sscutos | 3.1 x 10%* sécutos

E importante notar que esta situagdo nao se modifica significativamente se as maquinas usa-

das forem muito mais rapidas. Considerando aumentos de 100 e 1000 vezes na velocidade dum
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processador podemos ver pelo quadro seguinte, que o tamanho méximo dos problemas resolvidos
num dado tempo por um algoritmo exponencial nao é praticamente alterado (principalmente em

comparagao com o que sucede com os algoritmos polinomiais, mesmo de grau elevado).

Maéximo comprimento dos dados
para 1 hora de CPU

Complexidade | Computador | Computador | Computador
temporal actual 100x rapido | 1000x rapido

n X3 100X, 1000X4

n? X 10X2 n 31.6X5

nd X3 2.5X3 3.98 X3

2n Xy X, +6.64 X44+997
10™ X5 X5+ 2 X5+3

Note-se contudo que um algoritmo exponencial nao significa que para todas as instancias demore
um tempo que é exponencial nos dados, mas sim que no pior caso pode demorar esse tempo.
Isto permite na prética usar algoritmos exponenciais para resolver alguns problemas (ex: método

simplex para resolver problemas de programacao linear).

Facto: Existe uma grande familia de problemas para os quais sé se conhecem algoritmos exponen-
ciais - essencialmente problemas de de procura (optimizagao) e decisao que exigem procuras

exaustivas em determinados conjuntos.

A seguir apresentamos alguns problemas dos quais uns pertencem a essa classe e outros para os

quais sao conhecidos algoritmos polinomiais para os resolver.

(EC) Dado um grafo G = (V, E), G tem um ciclo euleriano, isto é, que passe por todos os ramos

uma so vez?

(HC) Dado um grafo G = (V, E), G tem um ciclo hamiltoniano, isto é, que passe por todos os

vértices uma s6 vez 7
(PRIMO) Dado n inteiro, n é primo?

(SET SPLIT) Dada uma familia C' de subconjuntos de um conjunto S, existe uma partigao de S,
S=8USs etalqueV S €C, NS #DeS NSy #(

(PAR) (Partigao) Dado um conjunto A e uma fungéo s : A — N | existe A’ C A tal que

Z s(a) =

acA’
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(VC) (Cobertura por vértices) Dado um grafo G = (V,E) e K <|V |existe V/CV, | V' |[< K e
V(a,b) € E,ae V' oube V'

(GI) (Isomorfismo de grafos) Dados dois grafos dirigidos G; = (V;, E;), i = 1,2 decidir se existe um
isomorfismo de grafos entre eles, i.e f: Vi — V3 bijeccao tal que Y(a,b) € E1, (f(a), f(b)) €
E5?

(LP) (Programagcao Linear) Dada uma matriz de inteiros A e dois vectores de inteiros b e ¢, existe

um vector real = tal que Az < b e maximize cr ?
(IP) Como o anterior mas z inteiro (ou até com valores em 0,1).
(DIOF) Dada uma equagao de coeficientes inteiros, existem solugoes inteiras?

mparelhamento 3 dimensional) Dado um conjunto M C W x X x Y, onde = =
3DM) (E lh 3 di ional) Dad j MCWxX xY,onde |W X
|Y| = g e disjuntos, existe um subconjunto M’ C M, tal que |M’| = ¢ e nenhum elemento de

M’ tem uma ” coordenada” comum?

(SAT) Um literal é uma varidvel l6gica ou a sua negagdo. Uma cldusula é uma disjuncao de
literais. Dado um conjunto de cldusulas (representando a sua conjuncao) C' = {c1, 2, ..., Cm }
com literais num conjunto finito U de varidveis logicas, existe uma atribuigdo de valores
de verdade as varidaveis de tal modo que todas as clausulas de C' sejam simultaneamente

satisfeitas?
(3SAT) Anailogo ao anterior com todas as cldusulas com 3 literais 7
(2SAT) Anilogo ao anterior com todas as cldusulas com 2 literais ?

(K-COLOR) Dado um grafo G = (V, E) e um inteiro k, pode-se colorir G com k cores, isto é,
existe uma funcao ® : N — Zj, tal que, se {u,v} € E, entdo ®(u) # ®(v)?

2.2.1 Problemas de decisao

Vamos comegar por analisar um tipo particular de problemas: os problemas de decisao. Um pro-
blema de decisao 1 é um problema que apenas tem duas solugoes possiveis: ou sim ou ndo. O
conjunto das suas instancias Dp é divido em dois subconjuntos Sp e Np, correspondentes respecti-
vamente, as instancias para as quais a resposta é sim e as instancias para as quais a resposta é nao.
Estes problemas podem-se converter facilmente em problemas de reconhecimento de linguagens e,
portanto, é possivel estudar a sua complexidade computacional formalmente.

Dado um conjunto finito de simbolos ¥ (alfabeto), uma linguagem L é um subconjunto de X*.
Seja ¥ um conjunto finito de simbolos e ¢ : D — ¥*, uma codificagao de instancias dum problema

de decisao N em X*. A linguagem associada a I para a codificacdo c é:

L(N,e) = {ze€X*|xz=c(l) onde | é uma instancia para a qual

a resposta de N é sim, | € Sp}
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Resolver o problema [N equivale a reconhecer L(I1, ¢), isto é determinar se uma palavra pertence
a L(N, ¢), usando um modelo computacional, por exemplo, uma maquina de Turing. Mais que isso,
se as codificagoes usadas forem razodveis podemos falar apenas na linguagem L associada a um
problema [1. Isto é, se ¢ e ¢’ forem duas codificacoes razodveis de um problema [ as linguagens
L(N,d) e L(M,c) terao as mesmas propriedades (formais, computacionais).

Dado que a complexidade temporal dum algoritmo é uma funcao do comprimento dos dados,
isto é, de cada instancia do problema, é necessario obter esta medida independentemente das codi-
ficacOGes. Assim, para cada problema de decisdo [1 associdmos, independentemente da codificacéo,
uma funcdo comprimento comp : Dn — N nas instancias | de 1 que é relacionada polinomial-
mente? com o comprimento da sequéncia de simbolos de qualquer codificacio razodvel de I. Isto é,
para qualquer codificagao ¢ de I existem das fungoes polinomiais p e p’ tal que se | € Dy e x = ¢(1)
entdo comp(l) < p(lal) e || < pf (comp(1)).

Por exemplo, no problema de decisao do caizeiro viajante, (TSP), (ver pagina 25) o comprimento

duma instancia genérica | é:
comp(I) = n+ [logy B] + maz{logy d(ci,c;) | ¢i, ¢; € C}

Exercicio 2.2.2 Escolhe uma codificagdo para o problema TSP e verifica que a fungao comp se

relaciona polinomialmente com essa codificacao.

Podemos entdo considerar que todos os problemas sao codificados numa mesma codificacao
razoavel. Isto, permite dum modo informal comparar as propriedades computacionais de dois
problemas sem ter de os exprimir em termos de cada uma das suas codificagoes. Basta saber que
existe uma. Exemplo duma codificagdo seria considerar as sequéncias finitas sobre o o conjunto
¥ = {0,1}. Entao, qualquer problema de decisao pode ser identificado com uma linguagem L €
{0,1}. Normalmente, para escrever algoritmos numa dada linguagem de programagao, usam-se
codificagoes menos minimalistas. Ver Exercicio 1.2.3 da Secgao 1.2.

Informalmente podemos falar na complexidade de um problema e dizer que um problema per-
tence a uma dada classe de complexidade. Isto é, identificar um problema de decisao com a
linguagem associada. Toda a teoria a seguir apresentada tem como base esta equivaléncia e o que
serd dito para problemas de decisao e algoritmos é exprimivel formalmente em termos de linguagens
e modelos computacionais.

Nesta secgao, os problemas considerados serao problemas de decisao. Note-se que dado um
problema de procura (p.e. de optimizagdo) — em que nao sé se pretende saber se um problema
tem solucao, mas também qual é essa solugao (6ptima) — é sempre possivel formular um problema
correspondente de decisao. O problema de decisao é tratavel se o de procura o for, isto é, se o

de decisao é intratavel o de procura também o é (o problema de decisao nao é mais dificil que

2Lembrar que, para um dado problema, apenas estamos interessados na existéncia de algoritmos polinomiais para

o resolver. Ou ainda mais eficientes.
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o correspondente de procura). O inverso também é verdade para muitos casos. Consideremos o

seguinte exemplo:

(CIIQUE MAXIMO) Um subgrafo completo maximal dum grafo G chama-se clique. O tamanho dum

clique é o seu nimero de vértices.
Instancia: Um grafo G = (V, E) nao dirigido.
Questao: Qual o tamanho do maior clique de G 7

O problema de decisao associado é:

(CLIQUE)
Instancia: Um grafo G = (V, E) nao dirigido e um inteiro k < |V/|
Questao: G contém algum clique com tamanho maior ou igual a k 7

Seja CLID(G, k) um algoritmo que resolve o problema de decisao CLIQUE. Se |V| = n, entao o
tamanho do maior clique pode ser determinado aplicando CLID(G, k) para k = n,n —1,n—2,...
até que o resultado desse algoritmo seja sim. Se CLID tem complexidade f(n), entdao algoritmo
para determinar o maior clique tem complexidade n x f(n). Inversamente, se o tamanho do maior

clique pode ser determinado em tempo g(n) entdo o problema de decisdo pode ser resolvido em

tempo g(n).

Exercicio 2.2.3 Dado um conjunto U de varidveis logicas uma atribui¢ao de valores para U € uma
fungio t : U — {0,1}. Set(u) =1, u € U, dizemos que u € verdade em t, caso contrdrio dizemos
que a varidvel u € falsa em t. Se w € U entdo u e uw sdo literais em U. O literal u € verdade em
t sse a varidvel u € verdade em t. O literal w € verdade em t sse a varidvel u € falsa em t. Uma
clausula em U € um conjunto (finito) de literais em U e é satisfeita por uma atribui¢do de valores,

t, sse pelo menos um dos seus elementos € verdade para t. Considera, entGo o sequinte problema:

(SATA)

Instancia: Seja C' = {c1,¢9,...,cn} um conjunto de clausulas com literais num conjunto finito

U= {ul,uQ,...,un}

Questao: Determinar uma atribuicdo de valores para U que satisfaca simultaneamente todas as

cldusulas de C'?

Mostra que se existir um algoritmo polinomial SAT(C') que determine se um conjunto de cldusulas
€ satisfazivel entdo o problema SATA também é resolivel em tempo polinomial.

Sugestao:

Vamos supor que em C ocorrem todos os elementos de U. Basta entdo construir um algoritmo
que utilize SAT() n vezes, de cada vez para um C' que resulta de C substituindo sucessivamente

cada uma das varidveis por o valor 0 ou 1:
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C'+C
for all u[i] € U do
C" + obtido de C" substituindo 0 pelos u[i] e 1 por cada uli]
if SAT(C") =1 then
t(uli]) < 0
C' "
else
t(uli]) 1
C’" «+ obtido de C" substituindo 1 por u[i] e substituindo 0 por li]

Formalmente podemos definir o que se entende por resolver um problema de problema de

decisao.

Definicao 2.2 Um algoritmo/funcao A : ¥* — {0, 1} decide um problema 1 se decide o problema
da pertenca a L(MN,c) C ¥* (para uma dada codificagdo c), isto €, para todo x € ¥*, A(x) =1 se e
s sex € L(M,c).

2.2.2 Problemas em P

A nocao de algoritmo que usamos até agora e que é a habitual, pressupde que cada instrucao é
univocamente determinada, isto é, para cada conjunto de dados existe uma sé solucao. Chamemos
a estes algoritmos - que correspondem a maquinas de Turing deterministicas que param sempre ou a
programas executaveis por um computador - algoritmos deterministicos. Podemos entao identificar

a classe P com:

P = {I|existe um algoritmo A com tempo polinomial que decide M}

= conjunto de todos os problemas de decisao que sao resoliveis por um
algoritmo deterministico em tempo polinomial

Da lista de problemas dada (EC), (2SAT) e (2-COLOR) pertencem a P.

Exercicio 2.2.4 FEncontra um algoritmo deterministico polinomial para cada um desses problemas.

Sugestdo:
a) EC Para um grafo (ndo dirigido) ter um ciclo euleriano tem de ser conezo e todos os vértices

terem grau par. Estas duas condigoes podem ser implementadas em tempo polinomial.

b) 2SAT Sendo U = {uy,...,u,} e C o conjunto de cldusulas, construir o grafo (dirigido) G =
(V,E), onde V = {uy,...,up,01,...,Un} e sendo l; igual a w; ous, (I;,l;) € E se {l;,1;} € C
(isto €, l; = ;). Mostra que C € satisfazivel se e sd se as componentes fortemente conezas de

G ndo contém simultaneamente uma varidvel e a sua negacao.
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¢) 2-COLOR Para colorir um grafo com 2 cores vamos supor que o grafo é conexo (senao aplicamos
o algoritmo a cada componente conexa). O seguinte algoritmo é O(n?), onde n é a ordem do
grafo:

colorir o vértice 1

f <+ True

while f do > enquanto houver vértices para colorir
f < False
141
fori<n do > pelo menos um vérice € colorido

if "COLORIR (i) then
f < True
PRINT (sim,)
function COLORIR(7)
if © esta colorido then return True
if 1 ndo tem vizinhos coloridos then return False > 7 tem no mdrimo n — 1 vizinhos
else
if os vizinhos tém cores contraditorias then PRINT (ndo)
else

colorir i com a cor alternativa return True

Também estao em P os problemas LP e PRIMO (2005).

2.2.3 Problemas em NP

Considere-se o problema do caizeiro viajante expresso como um problema de decisao:

(TSP) Dado um conjunto de cidades, as distancias entre elas, e um limite B, existe um itinerario

pelas cidades cuja distancia total é menor ou igual a B 7
Instancia: C = {c1,c2,...¢cp}, d: C x C — N distancia e B € N

Questao: Existe uma permutacao 7 : C' — C tal que
n—1
> dlentiys entirn) + ey ex(r) < B
i=1

Como se disse nao se conhece nenhum algoritmo polinomial que resolva este problema. Contudo,
suponhamos que temos um mecanismo que nos gera uma possivel solucao. Podemos verificar se ela
realmente é uma solucao, bastando para isso calcular o seu comprimento e comparé-lo com B! E

isto pode ser feito em tempo polinomial.

25



O mecanismo mencionado acima pode ser simulado por um algoritmo que permita a existéncia
de instrugodes cujo resultado nao é univocamente determinado mas sim limitado a um conjunto finito
de possibilidades: algoritmo nao-deterministico de verificagao (equivale a uma méquina de Turing
nao-deterministica). Um tal algoritmo termina com insucesso (resposta ndo) se e s6 se nenhum
conjunto de escolhas conduz a uma resposta sim (caso em que, o algoritmo termina com sucesso).
Se existir algum conjunto de escolhas que conduza a uma solugao de sucesso, esse conjunto é sempre
gerado, isto é, em qualquer instrucao que envolva uma escolha é escolhido um elemento correcto

dum desses conjuntos. Para tal efeito serdao usadas a funcao e as instrucoes seguintes:
e ESCOLHA(S) escolha arbitraria de um elemento de S
e SUCESSO indica que o algoritmo termina com a resposta sim
e INSUCESSO indica que o algoritmo termina com a resposta ndo

Supde-se que cada uma destas instrugoes é executada em tempo constante, isto é, O(1). Por
exemplo, o problema da procura dum elemento numa sequéncia pode ser resolvido nao-deterministicamente
pelo seguinte algoritmo:

i <~ESCOLHA(1...n)

if V[i] = X then
PRINT(sim)
SUCESSO

else
PRINT(nao)
INSUCESSO

Neste caso se existir algum V[i] igual a X, um desses i é gerado na primeira instrucao e o algo-
ritmo termina em sucesso, caso contrario termina em insucesso. Mais precisamente, comparando
com a nocao classica de algoritmo, o algoritmo ndo resolve® o problema, apenas verifica se uma

possivel solucao é efectivamente solugao.

Exemplo 2.2 Para mostrar que TSP estd em NP basta considerar o seguinte algoritmo ndo-
deterministico:
141
while S # () do
¢; 4 ESCOLHA(S)
t+—1+1
S+ S\ {a}
if Z?z_ll d(Cr(iy, Cr(it1)) + d(Crnys Cx(1)) < B then
PRINT (sim)

3Isto porque néo é indicado um método para efectuar cada uma das escolhas.
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SUCESSO
else

PRINT (na0)

INSUCESSO

Exercicio 2.2.5 Para cada um dos sequintes problemas escreve um algoritmo nao-deterministico:
1. Ordenar uma sequéncia de inteiros positivos.
2. (HC) Ezisténcia de ciclo hamiltoniano num grafo (dirigido ou nao).

3. (CLIQUE)

Admitindo processamento paralelo, podemos interpretar um algoritmo nao-deterministico do
seguinte modo: Sempre que existe uma escolha o algoritmo produz vérias copias de si mesmo, uma
para cada uma das possiveis alternativas. Estas cépias sao executadas em simultdneo. Se uma
chega a um resultado de SUCESSO todas as outras terminam. Se uma copia chega a um resultado
de INSUCESSO s6 essa cépia termina.

O tempo requerido por um algoritmo nao-deterministico para um dado conjunto de dados é o
menor nimero de passos necessarios para chegar a um resultado de SUCESSO. Se tal nao for possivel
o tempo requerido é O(1). A sua complexidade é O(f(n)) se para todos os dados de comprimento
n, n > ngy que conduzem a um resultado de sucesso, o tempo requerido é no maximo cf(n), para
¢ e ng constantes. Por exemplo, o algoritmo nao-deterministico dado para procurar um elemento
numa sequéncia é O(1).

Um algoritmo nao-deterministico diz-se polinomial se a sua complexidade é O(p(n)), para algum
polinémio, p(n). Formalmente podemos identificar estes algoritmos com méquinas de Turing nao-

deterministicas polinomiais e os problemas correspondentes com linguagens da classe NP. Temos:

NP = {conjunto de todos os problemas de decisao que sao resoluveis por um

algoritmo nao-deterministico polinomial}

Exercicio 2.2.6 Determina a complexidade temporal de cada um dos algoritmos encontrados no
Ezercicio 2.2.5.

Exercicio 2.2.7 Obtém um algoritmo nao-deterministico de O(n) que determine se existe um

subconjunto de n numeros a;, 1 <1 < n cuja soma seja M.

A nocao de wverificacao polinomial duma solugao pode ainda formalizar-se em termos de teste-

munhas concisas duma linguagem.
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Leitura/
Escolha Escrita
2 -1 0 1

Figura 2.1: Uma MTV com 2 cabegas: uma escolhe e outra é de leitura/escrita.

Teorema 2.3 Uma linguagem L C ¥* pertence a NP se e s6 se existe uma linguagem Ry, C X* x>

que pertence a P e uma funcao polinomial p tal que:

L = {x|3Jy.(x,y) € Rr eyl <p(z|)}

Para cada x € L, y diz-se uma testemunha concisa (ou polinomial) da x € L.

Dem. (<) Suponhamos que L = {z | Jy.(z,y) € Rr e |y| < p(|z])} e R € P e p(n) é polino-
mial. Entao L é decidida pela seguinte MTN N: Com dados x, N gera uma sequéncia y de
comprimento no maximo p(|z|) e depois usa a TM que decide Ry, para testar (verificar) em

tempo polinomial se (z,y) € Ry. Se (z,y) € R, N aceita x caso contrério rejeita.*

(=) Seja L € NP. Entao existe uma MTN N que decide L e cuja complexidade temporal é
limitada por uma funcdo polinomial p(n). Para cada x € ¥*, cada caminho de computagao
(sequéncia de escolhas de A) de N com dados x pode ser codificado numa sequéncia y de
simbolos de ¥ tal que |y| < p(|z|). A linguagem Rj é definida do seguinte modo: um par
(x,y) pertence a Ry, se y codifica um caminho duma computagao de aceitacdo de N com
dados . E facil ver que Ry € P e que = € L se e s6 se Jy, ((z,y) € Ry e |y| < p(|z|). O

Alternativamente, podemos ainda considerar uma variante de maquinas de Turing deterministicas:
maquinas de Turing com “escolhas” (de “adivinhac@o”) polinomiais.

Considera a seguinte definigdo duma maquina de Turing com “escolhas” (de “adivinhagao”),
ver [GJ79, Cap. 2.3] ou [AB09].

Definicao 2.3 Uma MTV, M, é uma mdquina de Turing deterministica com fita duplamente infi-
nita a qual foi adicionado um mddulo de escolha com apenas uma cabega de escrita. A computacdo

duma mdquina MTYV para dados x € ¥* ¢é feita em dois estdgios:

4Note que o ntiimero de sequéncias y é finito.
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Escolha Inicialmente os dados x estao escritos na fita a partir da posi¢ao 1 até |z|, os restantes
em branco (O), a cabega de leitura-escrita na posi¢ao 1, a cabega de escrita na célula -1 e
o controlo finito desactivado (i.e. ndao estd em nenhum estado). O mddulo de escolha dirige
entao a cabega de escrita, ou escrevendo um simbolo de I' e movendo-se para a esquerda, ou
parando; neste ultimo caso este modulo fica inactivo e entra-se no estado sg. Nota que este

mddulo escreveu um qualquer s € T'*.
Verificagao A computacdo procede exactamente como numa mdquina de Turing deterministica

A computacdo pdra se € atingido um estado final e diz-se que € uma computacdo de aceitacdo se
pdra num estado de aceitacdo. Dizemos que M aceita x se existir pelo menos uma computacao de

aceitacao para x.

Exercicio 2.2.8 Mostra que uma méquina MTV é equivalente (polinomialmente) a uma MTN.

Sugestao: Considera a demonstracao do Teorema 2.3.

Uma outra variante, é caracterizar a classe NP como a classe de linguagens que tém sistemas de
prova eficientes. Uma linguagem L tem um sistema de prova se as palavras de L tém uma provas
vélidas de pertenca enquanto que as palavras que nao pertencem a L nao tém provas validas.
Uma prova ¢é definida como uma palavra que juntamente com uma palavra de L é aceite por um
procedimento de verificagao (polinomial).

Dizemos que um algoritmo V' é um procedimento de verificacdo da pertenca em L se satisfaz

as seguintes condigoes:

completude afirmacoes verdadeiras tém provas validas, i.e para todo x € L, existe y tal que

V(z,y) =1 (V aceita y como prova valida da pertenca de z a L)

integridade afirmacoes falsa ndo tém provas vélidas. Isto é, para todo = ¢ L e toda a palavra y

V(x,y) =0, o que signifca que V rejeita y como prova da pertenga de x em L (z € L).
Uma linguagem estd em NP se tiver provas concisas.

Exemplo 2.3 No Ezxemplo 2.2 o problema do caizeiro viagem, TSP tem um procedimento de veri-
ficagao V' que dada uma instancia (C,d, B) e uma permuta¢ao m, aceita se 7 verificar a condi¢ao da

soma das distancias ser menor do que B. Se V aceitar (retornar 1) entdo m é uma prova concisa.

Definicao 2.4 Uma linguagem L € ¥* tem um sistema de prova wverificdvel eficientemente se

existir wm polinomio p e um algoritmo V' em tempo polinomial tal que:

Completude Para todo x € L, existe y tal que |y| < p(|z|) e V(z,y) =1 (y é uma testemunha
NP para x € L)

Integridade Para todo x ¢ L, V(z,y) =0
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NP

Figura 2.2: Relagao entre P e NP

Dizemos que L tem um sistema de prova NP.
Exercicio 2.2.9 Mostrar que L € NP se e s6 se L tem um sistema de prova NP.

Exercicio 2.2.10 Mostrar as caracterizacao da classe NP em termos de sistemas de prova com
verificacao eficiente (definicao 2.4 e em termos da existéncia de testemunhas concisas (teorema 2.3)

sao equivalentes.

2.2.4 Relacao entre P e NP

Ja se viu que P C NP (Figure 2.2) Pelo que foi dito na sec¢do anterior, um algoritmo nao-

deterministico é essencialmente constituido por dois passos:

- escolher uma solugao

- verificar se é solucao

Se é polinomial isso equivale a dizer que a verifica¢do da solu¢ao do problema pode ser feita em
tempo polinomial. Temos assim que a distin¢do entre as classes P e NP corresponde a diferenca
entre a resolucao dum problema em tempo polinomial e a sua verificacdo em tempo polinomial.

Do mesmo modo se se considerar a variante de caracterizar a classe NP através da existéncia de
um sistema de prova verificdvel polinomialmente, podemos concluir que se P # NP as provas sao
lteis: se tivermos uma prova podemos verificar facilmente uma afirmagao (i.e. a pertenga de uma
inst ancia a uma linguagem/problema), mas mas sem ela decidir essa afirmagao serd dificil.

Podemos concluir que NP C P é muito pouco provavel.

Exercicio 2.2.11 Mostrar que se Il € NP entao existe um polindmio p(n) tal que I pode ser

resolvido por um algoritmo deterministico com complexidade O(2p(")).
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Algoritmo para A

X F(x)

[ . :> Algoritrgo para j1> sim/néio

Figura 2.3: Redugao de A a B.

Podemos concluir que NP C EXP.

2.2.5 Redugoes entre problemas

Um problema A reduz a um problema B se dado um algoritmo para resolver B podemos construir
um algoritmo que resolva A. Este conceito de redutibilidade é central na teoria da computabilidade

e também vai ser fulcral na teoria dos problemas NP-completos.

Facto: Muitos dos problemas para os quais nao se conhecem algoritmos polinomiais, reduzem-se
polinomialmente uns aos outros de tal forma que se um deles tiver um algoritmo polinomial

todos os outros tém.

Formalmente temos:

Definicao 2.5 Uma transformagao polinomial duma linguagem L1 C X7 numa linguagem Ly C X3

€ uma funcdo f : L1 — Lo que satisfaz as sequintes condicdes:
1. Eziste uma mdquina de Turing MT polinomial que calcula f
2. Para todo o x € ¥}, v € Ly se e s6 se f(x) € Ly

Em termos de problemas, dizemos que um problema A reduz-se polinomialmente a um problema
B, A <¥, B, se e s6 se existe um algoritmo deterministico polinomial, F', que transforma cada
instancia X € A numa instancia F'(X) € B, tal que X tem solucao se e s6 se F'(X) tiver (Figura 2.3).
Estas reducoes sao também chamadas redugdes de Karp (ou Karp-redugoes), dado terem sido usadas

por esse autor.
Proposicao 2.1 Se L1 <, Ly e Ly € P entdo Ly € P.
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Proposicao 2.2 A relacio <b, € transitiva.
Exercicio 2.2.12 Mostrar as Proposicoes 2.1 e 2.2.

Duas linguagens L e L sao polinomialmente equivalentesse L1 <b, Ly e Ly <h, Li. Andlogamente,
se definem problemas polinomialmente equivalentes. A classe P é uma classe de equivaléncia dessa

relacao, formada pelas linguagens mais fdceis. Vejamos alguns exemplos de redugoes polinomiais.
Exemplo 2.4 HC}, TSP

(HC)

Instancia: Um grafo nao dirigido G = (V,E) e |[V| =m

Questao: G tem um ciclo hamiltoniano?

(TSP)
Instancia: Um conjunto finito C = {c1,¢a,...cy} de cidades, d : C x C' — N distancia e B € N.

Questao: Fxiste uma permutacao m: C' — C tal que
n—1
Z d(cﬂ'(’i)7 Cﬂ(i+1)) + d(cw(n)7 cﬂ’(l)) <B
i=1

A transformacao polinomial, f, é definida do seguinte modo: Seja G = (V,E) e |V| = m uma

instancia de HC. A instancia correspondente de TSP ¢ dada por:
a) C=V
b) Para cada par vi,vj € C, d(vi,v;) =1 se (v;,v5) € E e d(vs,v;) = 2, caso contrdrio.
c) B=m
Vamos ver duma forma informal que f € uma transformagao polinomial de HC para TSP.

1. Para construir as m(m—1)/2 distancias d(vi, v;), € necessdrio apenas verificar se (v, v;) € E.

Isto pode ser feito em tempo polinomial.

2. Vejamos que G tem um ciclo hamiltoneano se e sé se existe uma permutacdo ™ cuja soma
das distancias é menor que B. Suponhamos que (vi,...,vy) € um ciclo Hamiltoneano de G.
Entao, (v1,...,0m) € uma volta em f(G) com distincia total m=B. Inversamente, suponha-
mos que (Ui, ..., V) € uma volta em f(G) com distancia total < B. Pela construgdao de d, por
B=m, e pelo facto de exactamente m cidades serem visitadas, a distancia entre duas cidades
consecutivas tem de ser 1. Entao, todos os pares (v, viy1), 1 <i < m e (v1,vy) pertencem a

E e constituem um ciclo hamiltoniano para G.
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Concluimos entdo que se existir um algoritmo polinomial para TSP, entdao também podemos
construir um algoritmo deterministico polinomial para HC e se HC for intratdvel, TSP também o
é.

Genericamente se Ny <}, My dizemos que MMy é pelo menos tao dificil quanto IMy.
Consideremos agora uma redugao entre dois problemas de dois dominios diferentes: légica e

teoria de grafos.
Exemplo 2.5 3SAT <%, VC

(3SAT)

Instancia: Seja C = {c1,c2,...,cm} um conjunto de cldusulas com literais num conjunto finito U

de varidveis légicas, | U |=n, e tal que cada cldusula tem exactamente 3 literais.

Questao: FExiste uma atribuicao de valores de verdade para U que satisfaz simultaneamente todas

as cldusulas de C?

(VC)
Instancia: Um grafo nao dirigido G = (V, E) e K < |V]| inteiro positivo.

Questao: Eriste um subconjunto V' C V tal que |V'| < K e para cada ramo {u,v} € E, u € V'

ouv e V'? (aV' chama-se cobertura por vértices de G)

Construgao da transformacao : Suponhamos uma instancia de 3SAT. Vamos construir uma
instancia de VC indicando os conjuntos V' e E. Para cada u; € U, {u;,u;} CV e {u;,u;} € E.
Note-se que uma cobertura por vértices deve conter pelo menos um dos vértices destes ramos. Para
cada cj € C adicionar a 'V trés vértices correspondentes a cada um dos literais — l;1, lj2, l;3 — que
ocorre em c¢; e adicionar a E 0s ramos que unem estes vértices, de modo a formar um triangulo para
cada clausula (ver figura). Qualquer cobertura por vértices dever conter pelo menos 2 dos vértices
de cada triangulo. Finalmente, para cada clausula constroem-se ramos que unem cada literal Ly,

k =1,2,3, ao literal correspondente, u; ou ;. Seja K =n+2m e G = (V, E), onde

vV = UUUUU{lilvlﬁaliL’)}?
i=1

n m m 3
E = U{{ui,u_i}} U U{{lz‘l,lw}a {lin s} {2, s}y 0 ([ U ),

i=1j=1

onde u designa o literal correspondente uy, ou Uy, para algum k, 1 < k < n. Temos que |V| =

2n+3m e |E| = n+ 6m. Toda esta constru¢ao pode ser feita em tempo polinomial.
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Considerando a instancia de 3SAT, U = {uy,uz,usz} e C = {(u1,uz, u3), (u1, uz, u3), (u1, uz, uz) }
temos o seguinte grafo G: associado a VC, com K =11 e G = (V, E):

Ul u1 u2 T _—=u2 uz —————__u3

l32
3 lgg ——— 1

l11 - l13 l21 - 12‘

33

Falta ver que C € satisfeita se e s6 se G tem uma cobertura por vértices de tamanho no mdximo
K. Suponhamos que V' C V é uma cobertura por vértices para G. Pelo que se disse acima V'
contem exactamente um de cada {u;,W;} e 2 vértices L, correspondentes a cada cldusula. Entdo a

sequinte atribuicao de valores de verdade satisfaz C, t : U — {0,1}:

1 seu; €V’
t(u;) = I
0 sew; €V

Ezxercicio 2.2.13 Verificar que t satisfaz C.

Inversamente suponhamos que t : U — {0,1} € uma atribuicao de valores de verdade que
satisfaz C. A cobertura para V € a sequinte: u; € V' se t(u;) =1 ew; € V' se t(u;) = 0. Isto
assegura que para cada cldusula uma dos ramos que unem lj; aos literais u; ou u; fique coberta por
V'. Basta entao, adicionar a V' dois dos vértices da cada triangulo que ndo correspondem a esse

literal. Para o exemplo anterior, uma possivel cobertura é {111, 113,121,123, 131,32, U1, U2, U3 } -
Ezxercicio 2.2.1/ Verificar que V' é uma cobertura por vértices de G e |[V'| < K.

Resolugao (Ex. 2.2.13). Dada uma cldusula C; as arestas {l;;, j1;} sdo cobertas em V' por dois
vértices l;;. Entao, um dos p; estd em V' e logo o literal correspondente u; ou Uy tem valor 1 por

t e Cj ¢ satisfeita. O mesmo para as restantes cldusulas.

2.3 Problemas NP-completos

Dada a dificuldade de determinar se P # NP, dado um problema dificil 1 em NP o méximo que se
pode esperar é mostrar que nao estd em P condicionado a que P £ NP. Por contraposicao, é provar
que se 1 € P entao também estao em P todos os problemas em NP, i.e NP = P. Uma maneira de
o fazer é mostrar que qualquer problema em NP é redutivel a 1. Estas consideragoes levaram ao

estudo dos problemas NP-completos.
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NP

Figura 2.4: Classe NP, se P # NP.

Definicao 2.6 Seja C uma classe de complexidade. Uma linguagem L é C-hard se L' <b, L, para
toda L' € C. Se L € C entao L é completa para C (C-completa). Uma classe C é fechada para
reducoes se sempre que L' <b, L e L € C, entdo L' € C.

As classes P e NP sao fechadas para reducées. Em particular, uma linguagem L é NP-completa
se L € NP e para todo L’ € NP tem-se que L' <}, L. Em termos de problemas, um problema [l
diz-se NP-completo se 1 € NP e para todo M’ € NP tem-se que M’ <%, 1.

Sela NPC a classe dos problemas NP-completos. Pela Proposicao 2.1 os problemas NP-completos
sdo os mais dificeis em NP. Se um problema em NP é intratdvel entdo todos os problemas em NPC
também o sao. Se um problema NP-completo tiver um algoritmo deterministico polinomial entao
todos os problemas em NP tem também um, isto é, P =NP. Isto é um algoritmo eficiente para um
problema NPC pode ser convertido num algoritmo eficiente para qualquer problema em NP. Por
outro lado, se P # NP e I € NPC entao 1 € NP \ P. Note-se ainda que todos os problemas na
classe NPC sao polinomialmente equivalentes. Se P £ NP entéo a classe NP divide-se como indicado
na Figura 2.4. E importante notar que de algum modo um problema NPC codifica de um modo
efectivo todos os problemas em NP.

No entanto, nao parece claro como se pode mostrar que um problema é NP-completo: para
cada problema em NP (que sdo em nimero infinito) é necessario arranjar uma redugao polinomial
para esse problema. A proposicao seguinte mostra que se existir um problema NP-completo é mais

facil provar que outro problema é NP-completo.

Proposicao 2.3 Se Ly e Lo pertencem a NP, Ly é NP-completa e Ly <k, Ly entdo Lo é NP-

completa.

Exercicio 2.3.1 Mostrar a Proposicao 2.3.
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EM 1971, Stephen Cook mostrou que SAT é NP-completo. Dado que para cada problema Il
em NP existe um algoritmo polinomial nao-deterministico A que o resolve, Cook [Coo71] provou
que é possivel obter em tempo polinomial a partir desse algoritmo (genérico) e duma instancia
| do problema [1, um conjunto de clausulas C, tal que C é satisfeito se e s6 se A termina com
sucesso para essa instancia |. Levin [Lev73] independentemente mostrou um teorema semelhante.
Antes de mostrar este teorema, vamos ver que se podem construir problemas NPC (mais ou menos

artificiais). A linguagem seguinte estd relacionada com o problema da paragem limitada.
Teorema 2.4 FEzxistem linguagens NP-completas.

Dem. Vamos ver que existem problemas em NP que codificam qualquer problema em NP. Sendo

M uma MT, z,y € ¥* e t € N, considere-se a relacao
R, = {({M,x,1"),y) | M aceita (z,y) em t passos e |y| < t},
e seja a linguagem
L, ={(M,z,1") | 3y t.q. ((M,z,1"),y) € R,}.

A linguagem L, corresponde ao problema da paragem com limite de tempo. Considerando
o Teorema 2.3 é imediato que L, € NP. Vamos ver que é NP-hard, isto é, para qualquer
LeNP, L<h, L,.

Pelo mesmo teorema, se L € NP existe uma relacdo Ry, € ¥* X ¥* e um polinémio py, tal que:
L=A{z|3y (x,y) € Ry e |y| <pr(lz])}.

Seja Mg, uma MT que decide a pertencga de pares (x,y) € Ry, e seja tr, um polinémio que

limita o seu tempo de execugao. Seja a reducao o definida por
o(x) = (M, ,, 17 el +p2el)),
Temos que:

1. o é computdvel em tempo polinomial: ¢ depende de L e tem built-in Mg, , pr, e tgr, .
Com dados z, tem sé de retornar Mp,, o préoprio = e uma sequéncia de 1s que tem

comprimento polinomial em |z|.

2. z € L se e s6 se existe y tal que (x,y) € Ry e |y| < pr(|z|). Dado que Mg, aceita (z,y) €
Ry, em no méximo tg, (|| + |y|) passos, z € L se e s6 se existe y tal que |y| < pr(|z]) e

Mp, aceita (z,y) em no méximo tg, (|z|+y|)), i.e (Mg, , z, 18 (eHPLle))y — 5(2) € L,,.

O
Teorema 2.5 (Teorema de Cook-Levin) SAT é NP-completo.
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Dem. Temos que mostrar:

(i) SAT € NP

ii) vl e NP = N <k, SAT
(i)

Seja U = {uq,uz,...,u,} um conjunto de varidveis légicas e C' = {cy, ca, . . ., ¢,y } um conjunto
de clausulas com literais de U. Entao, o seguinte algoritmo nao-deterministico termina com
sucesso se e s6 se C' é satisfeito:
11
for i <n do
uli] <— ESCOLHA((0, 1))
11
for i <m do
if c[i] = 0 then INSUCESSO

SUCESSO

O tempo de execucao deste algoritmo é O(n) para escolher uma atribuigao de valores de
verdade para as variaveis, mais O(m) para verificar se cada clausula de C' é satisfeita, portanto
é proporcional ao comprimento dos dados. Logo, SAT € NP. Seja Lsat = L[SAT,(] a

linguagem associada a SAT para uma dada codificagdo ¢. Temos que mostrar

VL € NP, L §£¢ Lgar.

Cada L € NP é decidida por uma MTV polinomial (ver Definigdo 2.3). Seja, entdo, M
uma MTYV polinomial arbitraria, M = (S, %,I',0, so, {sy,sn},d) tal que L(M) = L e seja
Ty (n) = p(n), com p(n) > n, Vn € N. A transformagao genérica Fy, serd definida de X*
em instancias de SAT (mais propriamente Y¥g47), tal que para x € ¥*, z € L se e 86 se
Fr(x) é satisfazivel. Isto é, x € X é aceite por M se e s6 se Fr(z) é um conjunto de clausulas
satisfazivel. A ideia é “simular” a computacao de M em termos de varidveis légicas. Se x € ¥*
¢ aceite por M entao existe uma computacao que dado = termina no estado s, e que tanto o
numero de passos na fase de verificagao como o nimero de simbolos na sequéncia adivinhada
sao limitados por p(n), sendo n = |z|. Cada computacao deste tipo envolve no méximo as
posicoes de —p(n) a p(n) + 1. Recorde-se que cada configuragao, ou descrigao instantanea de
M, fica caracterizada pelo conteudo das células da fita, pelo estado corrente e a célula lida
pela cabega. Como nao hd mais de p(n) passos na fase de verificagao, existem no maximo
p(n)+1 configuragoes a considerar. Podemos, entao, associar a cada computagao um nimero
limitado de variaveis logicas e uma atribuicao de valores de verdade para elas. Numerem-se

os elementos de S sg, 51 = Sy, S2 = Sp, 83, ..., sp, onde r = |S| — 1, e os elementos de T,

37



ap =0, ay, ..., a,, onde v = |[I'| — 1. Consideram-se 3 tipos de varidveis:

Varidvel Variagao Significado
0<:i<
Sli, k] <isp(n) no passo i, M estd no estado sy,
0<k<r
0<1<
HJi,j] - Z,_ p(n) no passo i, a cabeca estd na célula j
—p(n) <j <p(n)+1
0<i<p(n)
Ali,j, k] —p(n) <j<p(n)+1 no passo i, o conteido da célula j é
0<k<w o simbolo ay

Uma computagao de M induz uma atribuicao de valores de verdade as varidveis acima de-
finidas duma maneira ébvia, com a convencao de que se o programa terminar em ¢ < p(n)
passos, a configuragao mantém-se a mesma de t+1 a p(n). No passo 0 o contetdo da fita tem
os dados z, escritos nas células de 1 a n e a “advinha” w escrita nas células de —1 a —|w|,
com as restantes células em branco®. A transformacdo F7, constréi um conjunto de cldusulas
envolvendo estas varidveis de tal modo que a atribuicdo de valores de verdade satisfaz esse
conjunto se e s6 se é a atribuicao de valores de verdade induzida por uma computacao que
aceita = cuja fase de verificacdo demora p(n) ou menos passos e cuja sequéncia adivinhada

tem comprimento no maximo p(n). Tem-se

xr €L <& existe uma computacao de M que aceita x
& existe uma computacao de M que aceita x com
p(n) ou menos passos na fase de verificagao e
com uma sequéncia adivinhada w de compri-

mento exactamente p(n)
& existe uma atribuicao de valores de verdade que

satisfaz o conjunto de cldusulas em Fp (z)

As cldusulas em Fp(x) podem ser divididas em 6 grupos:

Grupo Restrigoes impostas Clausulas nesse Grupo

G1 No passo i, M estd {S]i,0], S[i, 1],...,S[i,r]} 0<1i<p(n)
exactamente num s6 es- {S[i, 7], S[i, 7]} 0 <i<p(n)
tado. 0<j<j <r

®Nota que uma qualquer atribuicdo de valores de verdade para estas varidveis ndo corresponde provavelmente a
nenhuma computagao de M.
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G No passo ¢, a cabeca
estd exactamente numa

sO célula da fita.

Gs No passo i, cada célula
contém exactamente

um simbolo de T'.

Gy No passo 0, a com-
putacao estd na confi-
guragao inicial para a
fase de verificacao para
dados = = ag, - - - ag,,

Gs No passo p(n), M en-

trou no estado s,.

Ge Para cada i, 0 < i < p(n),
a configuracdo de M em
i + 1 resulta duma tnica

aplicacao de § dada a con-

figuracao em 1.

E facil ver que as cldusulas dos grupos G a G5 cumprem a funcao especificada para cada
grupo e que uma atribuicao de valores de verdade para elas corresponde a uma computacao

que aceita x. Apenas falta especificar as clausulas do grupo Gg. Consideramos dois subgrupos.

1. Este subgrupo garante que se a cabeca nao esta no passo ¢ na célula j entao o seu simbolo

nao é mudado de i para i + 1. As clausulas sdo da forma

{51001}, {H[0, 1]}, {A[0, 0, 0]},
{A[0,1,k1]}, ..., {A]0, n, ky]},
{A[0,n +1,0]},...,{A[0,p(n) + 1,0]}

{Slp(n), 11}

(Ver texto)

6.

{Hi, 1, Ali, 3, 1], Ali + 1, 5,1} 0 <4 < p(n)

SIsto 6, ~H[i, j] = (Ali, j,1] — Ali +1,4,1)).
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2. Este subgrupo garante que as modificagoes duma configuracao para a seguinte estao de
acordo com a fungao de transigao §. Para cada (i,7,k,1), 0 < i < p(n), —p(n) < j <
p(n)+1,0<k<re0<I<wvtem-se as seguintes 3 clausulas’ :

{H]i, 4], S[i, k], Ali, j, 1], H[i + 1, j + D]}
{Hli, 5], S[i, K], Ali, 5, 1), S[i + 1, K}
{HLi, 5], S[i, K, Ali, 5, 1), S[i, 5, U]}

k
k

onde se s, € S\ {sy, s} entao os valores de D, k' e I’ sdo tais que d(s, a;) = (g, ar, D)
ese s, € {sy,sptentdao D=0,k =kel =1

O numero de clausulas por grupo é:

Grupo Numero de clausulas

G, (p(n)+ 1)1 +7r(r+1)/2)

Go (p(n) + 1)(1 +u(u+1)/2) onde u = 2(p(n) + 1)
G 2(p(n) + 1)2(1 +v(v +1)/2)

Gy p(n) +4

Gs 2(p(n) +1)*(v +1) + 6(p(n))(p(n) + 1)(r + 1)(v + 1)

Se x € L entao existe uma computagao de M com dados x de tamanho p(n) ou menos, e esta
computacao, dada a interpretagéo das varidveis, impoe uma atribuicao de valores de verdade
que satisfaz todas as clausulas de C = Gy UG UG3 U G4 U G5 U Gg.

Inversamente, a construcdao de C é tal que qualquer atribuicao de valores de verdade que
satisfaca C' corresponde a uma computacao de M que aceita x. Segue que Ff(x) é satisfazivel

seesOsex € L.

Apenas resta ver que, para uma linguagem L, a transformacao F(z) pode ser construida a
partir de 2 em tempo limitado por uma fungao polinomial em n = |z|. Dado L e M uma MTN
que decide L em tempo p(n) tem de se construir o conjunto de varidveis U e o conjunto de
clausulas C'. Para ver que a construcao da transformagcao é limitada polinomialmente, basta
ver que comp[Fp(z)] é limitado superiormente por um polinomial em n. Para este problema
(SAT), dada uma codificagao razoavel, comp[Fr(x)] = |U|.|C|. Note-se que cada cldusula
nao pode conter mais de 2|U| literais e o nimero de simbolos necessérios para descrever um
literal é um factor da ordem log|U|. Dado que r e v séo fixos e ndo dependem de z, tem-se
U] = O(p(n)?) ¢ |C] = O(p(n)?). Entiio, comp[Fy(x)] = Op(n)?). O

Assim, usando a Proposicao 2.3, para mostrar que um problema 1 é NP-completo basta:

"Isto é S[i, k] A H[i,j) A Afi,5,1] — (H[i +1,5 + DIAS[i + 1,k'] A Ali +1,4,1])
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a) Mostrar que N € NP

b) Selecionar um problema M € NPC

c¢) Construir uma transformacao £ de M em I

d) Mostrar que F' é uma reducao polinomial

Proposicao 2.4 3SAT é NP-completo, onde

(3SAT)

Instancia: Seja C = {c1,c2,...,cm} um conjunto de cldusulas com literais num conjunto finito U

de varidveis ldgicas, | U |=n, e tal que cada cldusula tem exactamente 3 literais.

Questao: Eziste uma atribuicao de valores de verdade para U que satisfaz simultaneamente todas

as cldusulas de C?

Dem.

1. 3SAT € NP
Seja U = {uq,ug,...,u,} um conjunto de varidveis légicas e C' = {c1,¢2,...,¢n} um
conjunto de clausulas com 3 literais de U. Entao, o seguinte algoritmo nao-deterministico
termina com sucesso se e s6 se C' é satisfeito:

141

for i <n do

u[i] <— ESCOLHA((0, 1))
141
for : <m do

if c[i] = 0 then INSUCESSO
SUCESSO
O tempo de execugao deste algoritmo é O(n) para escolher uma atribuicao de valores de

verdade para as varidveis, mais O(m) para verificar se cada cldusula de C' é satisfeita,

portanto é proporcional ao comprimento dos dados. Logo, 3SAT € NP.

. Selecciondmos SAT (é o unico problema NP-completo que conhecemos.)

. Vamos transformar SAT em 3SAT. Seja U = {u1,us,...,u,} um conjunto de varidveis

légicas e C' = {c1,ca,...,¢n} um conjunto de cldusulas duma instancia de SAT. Vamos
construir um conjunto de cldusulas C’ com 3 literais num conjunto U’ de varidveis tal
que C’ é satisfeito se e s6 se C o é. Cada clausula ¢; € C é transformada num conjunto
C! de cldusulas com 3 literais do conjunto U mais varidveis adicionais (usadas s6 para
as cldusulas de C!) dum conjunto U/. A estrutura de C! e U/ dependem do ntimero de

literais k, em ¢;, de acordo com a seguinte tabela:
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kg Ul C!

7 2

1 () {ul,u?} {(n,uf u?), (h,ul ad), (ol u?), (I, ud,u?) )
2 (Il) {ul} {11, g, ul), (1, 1o, ul) }

3 (ll,lg,lg) 0 {(ll,lg,l3)}

>4 (1, 1o, k) {uzlv vufig} {(ll,lg,u—}),(u},lg,u—?),(ug,l4,u_§’),

) (U,];_ZL, lk—27 urIL‘C_S)u (uf_:%) lk—17 lk)}

U = UUGU{
=1

' = 60{
i=1

4. Vejamos que C’ é satisfeita se e s6 se C' 0 é. Suponhamos ¢t : U — {0,1} uma atri-
buicao de valores de verdade que satisfaz C'. Vejamos como t pode ser estendida a uma
atribuicao de valores de verdade para C', ¢’ : U' — {0, 1}. Para isso basta ver quais os
valores de ¢’ para cada elemento de U/ (e para cada caso verificar que as clausulas em
C’ sao todas satisfeitas). Dizemos que o conjunto U’ é do tipo k se corresponder a uma
clausula em C' com k literais, de acordo com a tabela anterior. Se U/ for do tipo 1 ou
2 qualquer valor pode ser dado aos seus elementos, por exemplo ¢ (uf ) =1, uf e U;. Se
U’ for do tipo 3 é vazio e portanto nao é preciso fazer nada. Se U/ for do tipo k, k > 4,
entdo pelo menos um dos literais de ¢; tem t(l,,) = 1, para algum 1 < m < k. Se for [;
ou [y entao fazemos t’(ug) =1paral <j<k—3. Sefor [ oulp_1 fazemos t'(ug) =0
para 1 < j < k — 3. Caso contrério, t’(u{) =0paral<j<m-—2e t’(u{) =1 para
m-—1<j5<k-3.

Inversamente, se ¢ é uma atribuigao de valores de verdade para C’ é facil ver que a

restrigao de t' a U deve satisfazer C.

5. Note-se que o nimero méximo de cldusulas em C” é limitado por um polinémio em mn e
portanto o tamanho duma instancia de 3SAT ¢ limitado por um polinémio no tamanho
da instancia de SAT. Isto é, a construcao da transformacgao pode ser feita em tempo
polinomial. Donde SAT <%, 3SAT, e portanto 3SAT é NP-completo.

O
Em 1972 Karp [Kar72] publica uma lista com 21 problemas que mostra serem NP-completos,
indicando as redugoes entre eles. Dessa lista salientdmos 6 (consultar [GJ79, Cap 3]), que jd foram

referidos anteriormente, e o diagrama seguinte mostra uma sequéncia de redugoes que pode ser

usada para a sua demonstracao:
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SAT

<z,
3SAT
3DM VC
/ <<
PAR HC CLIQUE

Pelo diagrama e pela reducao atras apresentada podemos concluir que o problema de decisao

do caizeiro viajante 6 NP-completo: HC é NP-completo e HC <F, TSP.
Proposigao 2.5 HC é NP-completo.

Dem.

a) HC € NP porque um algoritmo nao deterministico apenas tem de escolher uma ordenagao
dos vértices e verificar em tempo polinomial que o conjunto de ramos correspondentes
estd contido em E. Podemos considerar o seguinte algoritmo:

141
S=V
while S # () do
v; <—ESCOLHA(S)
t—1+1
S+ S\ {vi}
if {v1,v,} ¢ F then INSUCESSO
141
for i <m do
if {v;,v;11} ¢ E then INSUCESSO
11+ 1
SUCESSO

b) Selecciondmos VC

¢) Vamos transformar VC em HC. Seja G = (V, E) e K < |V| uma instancia de VC. Temos
de construir um grafo G’ = (V/, E’) tal que G’ tem um ciclo Hamiltoneano se e s6 se
G tem uma cobertura por vértices de tamanho no mdximo K. Primeiro, o grafo G’
tem K vértices selectores aq,aq, ..., ax, que serao usados para seleccionar K vértices do
conjunto V. Depois, para cada ramo em F, G’ contém uma componente de “teste de

cobertura’que serd usada para assegurar que pelo menos uma das extremidades desse
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ramo ¢ um dos K vértices seleccionado. A componente para um ramo e = {u,v} € E é:

(u,e,1) (v,e,1)
(u,e,2) (v,€,2)
(u,e,3) (v,€,3)
(u,e,4) (v,e,4)
(u,e,b) (v,€,5)
(u,e,6) (v,€,6)

com

VI = {(u,e, i), (v,e,i): 1 <i<6}

E. = {(u,ei),(u,e,i+ 1)}, {(v,e,i),(v,e,i)} |1 <i<5}
U{{(u,€,3), (v, e, 1)},{(v,e,3), (u, e,1)}}

U{{(u, €,6), (v,e,4)},{(v,€,6), (u,e,4)}}

Cada V tem 12 vértices e cada E! tem 14 ramos. Na construcao final, os tinicos vértices
desta componente que entrarao noutros ramos sao os vértices (u,e, 1) ,(v,e, 1), (u,e,6)
e (v,e,6). Isto implica que qualquer ciclo Hamiltoneano tem de passar pelos ramos de

E! de uma das seguintes maneiras:
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== — —

( 7671)

No caso (a) u estard na cobertura e v nao, em (b) ambos u e v estardo na cobertura
e em c s6 v estard. Ramos adicionais serao usados na construcao para juntar pares de
componentes de “teste de cobertura” ou para juntar componentes a um vértice selecci-
onador. Para cada v € V, ordenem-se os ramos incidentes e,1], €y[2]; - - -, €y[gr(v)], ORdE
gr(v) é o grau de v, isto é, o niumero de ramos que incidem em v. Todas as componentes
de “teste de cobertura” correspondentes a estes ramos (tendo v como extremidade) sao

unidas pelos seguintes ramos:
E, = {{(v,ey,6), (v,epq, D} | 1 <@ < gr(v)}

Cria-se um tnico caminho em G’ que inclui exactamente os vértices da forma (v,y, 2)

tal que

I .;0;0—0;0;0—040;o—o;o;.--» .;.;.—o;.;o F

onde I = (v, ey}, 1), F' = (v, €ygr(v)], 6) € cada vértice dessa linha é da forma (v, ey, )
para 1l < j<6el<i<gr(v). Finalmente, adicionam-se ramos para unir o primeiro e
o ultimo vértice de cada um destes caminhos a todos os seleccionadores a1, as, ..., ax.

Estes ramos sao:
E" = {{ai7 (Uvev[l]v 1)}7 {ai, (Uvev[gr(v)]a6)} | I<i<K ve V}
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O grafo G’ = (V', E’) é entao definido por:

Vo= {ailléiSK}U(U Vo)
e€l

E = (|JE)u(lJ E)UE"
eck veV

E f4cil verificar que G’ pode ser construido em tempo polinomial. Vejamos que G’ tem
um ciclo Hamiltoneano se e s6 se G tem uma cobertura por vértices de tamanho no
méximo K. Suponhamos que (vi,v2,...,v,) onde n = |V'| é um ciclo Hamiltoneano.
Considere-se qualquer porgao do ciclo que comece num vértice de {a1,aq,...,ax}, ter-
mine num vértice desse conjunto e que nao passe por nenhum outro elemento desse
conjunto. Dadas as restrigoes da forma como um ciclo Hamiltoneano pode passar por
uma componente de “teste de cobertura”, esta porcao do ciclo deve passar por um con-
junto dessas componentes correspondentes exactamente aos ramos de E que incidem
num vértice particular v € V. Cada componente é atravessada por um dos modos re-
feridos e nenhum vértice de outra componente é encontrado. Entao os K vértices de
{ay,a9,...,ax} dividem o ciclo Hamiltoneano em caminhos, cada um correspondente a
um vértice distinto v € V. Dado que o ciclo Hamiltoneano deve incluir todos os vértices
de todas as componentes de teste de cobertura, e como os vértices duma componente para
e € E s6 podem ser atravessados por um caminho correspondente a uma extremidade
de e, todos os ramos de F tém de ter uma extremidade nesse conjunto de K vértices
seleccionados. Entao, esse conjunto forma uma cobertura por vértices de tamanho K
para G.

Inversamente, suponhamos V* C V uma cobertura por vértices de G e |[V*| < K.
Podemos supor que |V*| = K, pois podem sempre adicionar-se vértices. Sejam vy, ..., v
os elementos de V*. Escolhemos os ramos no ciclo Hamiltoneano de G’ da seguinte forma.
Da componente de “teste de cobertura” representante de cada e = {u,v} € F, escolher
os ramos correspondentes a uma das trés maneiras, (a), (b) ou (c), como podem ser
percorridas, consoante {u,v} N V* é igual a {u}, {u,v} ou {v}. Note-se que uma dessas
condigbes tem de se verificar porque V* é uma cobertura de G. Em seguida escolhe-se

todos os ramos em E;, para 1 <i < K. Finalmente, os ramos:
{aia(viaevi[l]al)}7 1 SZSK
{ait1, (v, € [gr(vs)]» 6)}, 1<i< K

{ah (UKv Cok lgr(vk)]» 6)}

Deixa-se ao leitor a verificacao de que este conjunto de ramos corresponde a um ciclo

Hamiltoneano.
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Proposicao 2.6 3DM é NP-completo.

Dem. Este problema é uma variante a trés dimensoes do problema dos casamentos estaveis (bi-

dimensional) que pode ser resolvido em tempo polinomial. O problema de decisao é:

3DM

Instancia: Seja M um conjunto M C W x X x Y, onde [W| = |X| =|Y]| =¢qe X,Y,Z

disjuntos.

Questao: Existe um subconjunto M’ C M, tal que |[M’'| = g tal que nenhum elemento de

a)

b)

M’ tem uma ”coordenada” comum (um matching /emparelhamento 3 dimensional) ?

3DM e NP, dado que basta escolher um conjunto M’ C M com |M’'| = q e depois

verificar se respeita as condicoes. Isto pode ser feito em tempo polinomial.

Vamos ver que 3SAT <!, 3DM. Seja uma instancia de 3SAT com C = {ci,...,cm},
U= {ui,...,un} e cada ¢; = (l1;,(25,135) com l;; um wuy ou . E necessario construir
W, XY com |W|=|X|=|Y|eM CWxXxY tal que M tem um emparelhamento se e
s6 se C' é satisfazivel. O conjunto de triplos M é constituido por trés grupos. O primeiro
estabelece uma valorizacao para U, T;, 1 < ¢ < n. Para cada u; € U consideramos
elementos u;[j], w;[j] € W que também vao ser considerados noutros triplos e elementos

internos a;[j] € X e b;[j] € Y, para 1 < j < m. Temos

TF = {(wlj], alg], bilj]) | 1 < j < m}
T/ = {(wllali + 1,60 | 1 <5 <m}U{(um], a;[1], b;lm])}
T% — T;tUT’if

Um emparelhamento M’ tem de conter exactamente m triplos de T}: ou todos de Tit ou
todos de Tif. Isto define uma valorizagao para U tal que t(u;) = 1sse M'NT; =T}. O
segundo grupo testa a satisfabilidade de cada cldusula ¢; € C. Tem elementos internos
s1lj] € X, s2[j] € Y e elementos de {[w;[j],%;]j] | 1 <@ < n}, que determinam os literais

emcj, 1 <j<m.

Cj = {(wlf], s1l5], s25]) [ wi € 53 U{(@ilj], s1l7], s205]) | wi € ¢4}

Qualquer emparelhamento M’ C M contém exactamente um triplo de C;. Isto pode ser
feito se para u; € ¢; (W € ¢;) wilj] ¢ M' NT; (wlj) ¢ M'NT;), isto é sse a valorizagao

determinada por M’ satisfaz ¢;. O restante grupo corresponde os u; ainda nao utilizados.

47



O grupo G contem elementos internos ¢i1[k] € X, g2(k] € Y, paral <k < m(n—1) e

elementos u;[j],w;[j] € W ainda nao usados.

G = {(uwlil, g1lk], g2[K]), (Wils], g1 k], g2[K]) [ 1 <k <m(n—1),1 <i<n,1<j<m}

Cada par g1[k], g2[k] serd emparelhado com um u;[j] ou @;[j] que nao ocorre em M'\ G.
Existem m(n — 1) elementos destes. Sempre que M \ G, satisfaz as condi¢oes duma
valorizagao de C, G apenas garante a extensao desse subconjunto a um emparelhamento

de M. Temos em resumo:

W = Auwilj], ul] |
X = Aalj]|1<i

<i<n,1<j<m}

IN

M = UEUOCjUG

e |[M| = 2mn + 3m + 2m3n(n — 1).

c) E facil verificar que M pode ser construido em tempo polinomial. Vejamos que C
é satisfazivel se e s6 se M tem um emparelhamento. Por construgao, se M tem um
emparelhamento, C' é satisfazivel. Seja t : U — {0, 1} uma valorizagao que satisfaz C.
Um emparelhamento M’ para M é construido do seguinte modo: para cada ¢; € C seja
zj € {ui,wi | 1 <i <n}nNgjtal que t(z;) = 1. Entao,

w={ U U U ) U Utbhsabhebh < <m) | U

t(u;)=1 t(u;)=0

onde G’ tem os restantes u;[j] e w;[j] e todos os g1[k], g2[k].
O
Proposigao 2.7 PAR é NP-completo.
Dem. Seja o problema de decisao PAR

Instancia: Dados um conjunto A e uma funcao s: A — N.

Questao: Existe A’ C A tal que



2)
b)

c)

PAR estd em NP dado que basta escolher A’ e verificar se a igualdade é satisfeita.
Selecionamos 3DM

Vamos mostrar que 3DM <P, PAR. Sejam W = {wi,...,wy}, X = {z1,...,24} €
Y ={yi,...,yq} e M = {mq,...,mp} C W x X x Y uma instancia de 3DM. Temos
de construir um conjunto A e uma funcao s tal que A contém um subconjunto A’
com e 8(a) = 3,4 8(a) se e s6 se M tem um emparelhamento M’. Tomdmos
Al =k+2e{a; | 1 <i <k} C A com cada a; associado a m;, 1 < i < k. Para
s(a;) consideramos a sua representacdo em bindrio 3gp bits onde p = [logy (K +1)].
Os primeiros ¢p bits correspondem a Y (yi,...,9,) (sendo o primeiro bloco de p bits
para yq), os seguintes (de pg+ 1 a 2pq) a X (z1,...,x4) e os mais significativos a W
(w1,...wq), de 2gp + 1 a 3¢gp. Cada grupo de p bits chamamos zona e corresponde a
um dos elementos de um dos conjuntos W, X ou Y. Se m; = (W@, Tg:), Yn(i)) entao
s(a;) em bindrio tem um 1 nas posi¢oes mais a direita das zonas w 7(i)s Tg(i) € Yn@i) €0

em todas as restantes. Significa que,

s(a;) = 2PBa—1(@) 4 op(a=9(1) 4 opla—h(2)

A funcéao s pode ser construida em tempo polinomial. Somando todos os possiveis valores
numa zona obtemos no maximo 2P — 1 = k. Isto garante que para qualquer A’ C A, em

Y acar S(a) (em bindrio) nao haverd transporte duma zona para outra. Seja

3q—1

B=Y 2m,
§=0

cuja representacao em bindrio tem um 1 no bit mais a direita de cada zona. Entao
qualquer A" € {a; | 1 <i <k} tem

Z s(a) =B

acA’

se e 86 se M tiver um emparelhamento M’ = {m; | a; € A’}. Sao necessarios ainda mais
dois elementos b1, by em A, tal que s(by) = 2 Z?:o s(a;) — B e s(ba) = Zf:o s(a;) + B.
Este valores necessitam no maximo de 3pg+1 bits pelo que também podem ser calculados

em tempo polinomial.

Vamos ver que a resposta é sim para esta instancia calculada de PAR se e s6 se a
instancia de 3DM tiver um emparelhamento. Para que exista A’ C A que verifique a
igualdade é necessario que o valor das somas seja 2 Z?:o s(a;) e by e bg nao estejam os
dois nem em A’ nem em A\ A’. No subconjunto que contiver b; a soma correspondente
os restantes elementos (todos a;) tem de ser B, e como vimos acima entdo M tem um
emparelhamento. Inversamente, se M’ C M é um emparelhamento entao o conjunto
A" ={b1}U{a; | m; € M'} satisfaz PAR.
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O

Exercicio 2.3.2 Mostrar que os seguintes problemas sao NP-completos:

1. CLIQUE
Sugestao: VC <, CLIQUE, sabendo que se G = (V, E) é um grafo e V' C V entao V' é uma

cobertura por vértices de G sse V' '\ V' é um clique no grafo complementar de G, G° onde
G°=(V,E) e E° ={(u,v) :u,v € V e (u,v) & E}.

2. Conjunto Independente

Instancia: Dado um grafo G = (V, E) e K < |V|.

Questao: Existe com V' C V | um conjunto independente. ie. Vu,v € V' {u,v} ¢ E e
|[V/| > K. Sugestao: Se V' é uma cobertura por vértices entdao V '\ V/ é um conjunto
independente.

3. ASAT
Sugestao: 3SAT <h, 4SAT

4. 3COLOR
Sugestao: 3SAT <%, 3COLOR. Idea: Suponhamos uma instancia de 3SAT com U = {uy, ug, ..., up}
um conjunto de variaveis légicas e C' = {c1,¢2,..., ¢y} um conjunto de cldusulas com 3 li-

terais de U. Constréi-se o seguinte grafo: sela T um tridngulo e associa-se a cada vértice
uma das cores possiveis respectivamente 2, 0 e 1. Para cada varidvel u; constrdi-se o ramo
{ui,w;} e liga-se cada um desses vértices ao vértice (2) do tridngulo T (assim u; terd de
ser colorido com uma cor diferente da de u;, correspondendo a uma atribuicao de valores de
verdade para U). Para cada uma das m cldusulas com 3 literais X, Y}, Z; constréi-se um
grafo C; correspondendo & féormula F' = (X; = 1VY; =1V Z; = 1) e liga-se ao vértice 1 de T'.
Liga-se finalmente cada X;,Y;, Z; ao vértice u; ou u; correspondente. Seja G' o grafo assim
obtido. Verifica que se pode colorir G com 3 cores sse C' é satisfeito. Desenha o diagrama
de G' e comega por ver que C; é 3-colorével sse I’ é satisfeita. Finalmente verifica que a

transformacao pode ser feita em tempo polinomial.

Uma maneira simples de mostrar que um problema I1 é NP-completo é obter uma restricao de I
que corresponda a um problema NP-completo, isto é, mostrando que Il contém como caso especial

um problema NP-completo.

Exemplo 2.6 SUBGRAFO ISOMORFO
Instancia: Dois grafos nao dirigidos G = (V,E) e G' = (V' E').
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Questao: G contem um subgrafo isomorfo a G', isto é€,

V1 C V,3E; C E3f : V! — V1 bijeccao, tal que ¥(a,b) € E',(f(a), f(b)) € Ey

Se G’ for um grafo completo, este problema tem como restrigio o problema do CLIQUE. Logo é

NP-completo.

Exercicio 2.3.3 Mostrar por restricao que os seguintes problemas sao NP-completos:

1. KNAPSACK (Problema do “saco de viagem”)

Instancia: Um conjunto finito U, s : U — N (tamanho) e v : U — N (valor), B € N

(tamanho maximo) e K € N (valor objectivo).

Questao: Existe um subconjunto U’ C U tal que ,s(u) < Be so(u) > K7
uelU uelU

Sugestao: Restri¢ao a PAR com Yu € U, s(u) =v(u) e B=K =1/2%" ;s(u).

2. Caminho mais longo

Instancia: Um grafo G = (V, E) e um inteiro positivo K < |V].

Questao: G tem um caminho de tamanho maior ou igual a K que nao repete nenhum

vértice?

Sugestao: Restringir a HC com K = |V].

3. (X3C) Cobertura exacta

Instancia: Um conjunto X com |X| = 3¢ e uma coleccao C' de subconjuntos de X com 3

elementos.

Questao: E verdade que C contém uma cobertura exacta de X, isto é, uma sub- colecgao

C'" C C tal que cada elemento de X ocorre num e num s6 elemento de C’?

Sugestao: Restringir a 3DM considerando M um conjunto desordenado W U X U Z.

4. Conjuntos Disjuntos

Instancia: Dada a colecgao C' de conjuntos finitos e um inteiro positivo, K < |C].

Questao: C' contém K conjuntos disjuntos? Sugestao: Restringir a X3C

Outras técnicas sao (mais complicadas)
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e Substituicao local: como feito para 3SAT, cada componente duma instAncia de um problema

¢é modificada para a ncia do outro.

e Desenho de componentes: como feito para VC, HC e 3DM.

A classe dos problemas NP-completos inclui muitos problemas para os quais se fizeram muitos
esforcos para encontrar algoritmos polinomiais. O facto de que se um deles tiver um algoritmo
polinomial todos os outros tém, torna-os os ”mais dificeis”da classe NP e reforca a conjectura de
que eles nao pertencem classe P e portanto P # NP. Assim se se mostra que um novo problema
é NP-completo nao vale muito a pena procurar um algoritmo polinomial para ele mas sim tentar
resolvé-lo por outros processos!

Ao tentar provar que um dado problema é NP-completo duas coisas podem acontecer:
1. n@o se conseguir provar que pertence a NP (um caso trivial é se o problema néo é de decisao).
2. nao se conseguir provar que é completo

No primeiro caso podemos ainda conseguir provar que ¢ completo, mostrando que esse problema
se pode transformar polinomialmente num problema NP-completo - e sendo assim sé ser resolvido
em tempo polinomial se P = NP. Neste caso o problema diz-se NP-hard (é pelo menos tao dificil
como os NP-completos). No segundo caso se se mostrar que é NP (mas nao P) entao é um candidato
da classe NP—P—NPC que chamaremos NP| — problemas de dificuldade ”intermédia”. Teoricamente
se P £ NP mostra-se que esta classe é nao vazia e que existe uma infinidade de classes de equivaléncia
entre P e NP.

Teorema 2.6 ([Lad75]) Seja B uma linguagem recursiva tal que B ¢ P. Entdo existe uma

linguagem D € P tal que a linguagem A = D N B ndo pertence a P, A <h, B mas B £5, A.

Suponhamos que P # NP. Seja B € NPC entao B ¢ P e A € NP. E verdade que A <%, B mas
B «£%, A pelo que A nao pode ser NP-completa. Como A ¢ P, concluimos que A € NPI.
Problema candidato a pertencer a NPl é o Isomorfismo de grafos (Gl). Estd em NP mas nao se

sabe se ¢ NP-completo ou P.

2.4 Classe coNP e Estrutura de NP

A classe dos problemas P é fechada em relacdo complementacao. Dado um problema de decisao [1,
o conjunto de solugoes do problema complementar, ¢, corresponde as solugdes cuja resposta para
o problema [1 é nao. Isto é, Spe = Dp \ Snp.

Se I tem um algoritmo deterministico polinomial, um algoritmo para IM° obtém-se trocando as
respostas sim por ndo (continuando a ser deterministico e polinomial). Como j4 se viu, o mesmo

nao acontece com a classe dos problemas NP. Nem sempre se pode provar que se [1 € NP, entao
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MN® € NP. Por exemplo, o complementar do problema de decisdo do ”caixeiro viajante” (TSP)
pode-se formular nos seguintes termos: Dado um conjunto de cidades, a distancia inter-cidades e
um limite B, é verdade que nao existe nenhum circuito por todas as cidades com comprimento
menor ou igual a B? A resposta a esta questao necessita da verificacao de todos (ou quase todos)
0s circuitos correctos, o que nao parece ser possivel usando um algoritmo nao-deterministico em
tempo polinomial!l Em termos formais, ndo parece que este problema tenha para cada instancia,

uma testemunha concisa. Seja a classe
coNP = {N°| M e NP}
Ou em termos de linguagens, dado um alfabeto ¥ e L¢ = ¥*\ L, para L C ¥*:
coNP = {L°|LC ¥ eL € NP}

Teorema 2.7 Uma linguagem L C ¥* pertence a coNP se e s6 se existe uma linguagem Ry C

3* x X* que pertence a P e uma funcdo polinomial p tal que:
L = {z|Vy(z,y) € Ry e ly| < p(|z])}

Em contraste com a nocao de wverificador que caracteriza a classe NP, a classe coNP pode ser
caracterizada pela existéncia de um refutador eficiente (dado o que se pretende é obter a validade
duma férmula quantificada universalmente): o refutador fornece uma refutagao se ela existir e caso
nao fornega acreditamos que tal nao existe. Enquanto num sistema de prova podemos verificar a
prova, aqui temos de confiar no refutador.

Notar que se um problema é NP-completo entao o seu complementar é coNP-completo. Dado
que existem muitos problemas em coNP que parecem nao estar em NP, podemos conjecturar que
NP # coNP. Note-se que se esta conjectura for verdadeira implica que P # NP. Porqué? Como
se viu P € coNP N NP. Nota que o contrario nao é verdade: pode ser que P = NP e coNP # NP.
Na Figura 2.5 tem-se a relagdo entre estas classes. O resultado seguinte relaciona os problemas

NP-completos com esta conjectura.
Proposicao 2.8 Se existe um problema NP-completo N, tal que T° € NP, entdo NP = coNP.

Resulta entao que se um problema [1 e ¢ estao em NP, I ndo pode esra em NPC excepto se
NP = coNP.

Exercicio 2.4.1 Mostra a Proposicao 2.8.

Se P £ NP e NP = coNP a estrutura para NP é a apresentada na Figura 2.6.
Exercicio 2.4.2 Considera o problema complementar de 3SAT:
3SAT®
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coNP NP

Figura 2.5: NP e coNP

Figura 2.6: Estrutura de NP
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Instancia: Um conjunto U de varidveis légicas e um conjunto C de clausulas, cada uma com 3

literais.
Questao: Nao existe nenhuma atribuicao de valores de verdade as varidveis que satisfaca C'?7

Mostra que se tivéssemos um algoritmo polinomial para decidir este problema, todos os problemas

de NP poderiam ser decididos polinomialmente. Comenta em relagao completitude desse problema.

Exemplo 2.7 Considera o seguinte problema: TAUT

Instancia: Seja E uma expressdo booleana com conectivas negacdo, disjuncdo e disjuncdo, para

além de varidveis booleanas
Questao: A expressio E € verdadeira para qualquer valorizacdo das varidveis?

Este problema € coNP-completo. Dada uma formula E podemos escolher uma valorizacdo para as
varidveis e verificar se a formula nao € satisfeita (i.e se o seu valor é 0). Isto prova que TAUT estd
em coNP. Para ver que € completo, tem que se ver que qualquer problema em coNP se reduz a TAUT.
Seja M € coNP, entdo M° € NP e entdao M° <}, SAT. Seja F a reducdo, entdo se considerarmos a

reducdo complementar F¢ essa é uma reducao polinomial de N para TAUT. Logo M <h, TAUT.

2.5 Reducao de Turing polinomiais e Problemas de Procura

Vamos definir uma forma mais geral de redutibilidade polinomial, que pode ser aplicada a uma
classe mais geral de problemas: problemas de procura em que para cada instancia |, a resposta (em
vez de ser apenas sim ou ndo) pode ser um elemento dum conjunto finito de solugoes ou nao (se o
dito conjunto for vazio). Reparar que esta classe contém os problemas de decisao e os problemas
de optimizagao.

Um problema de procura [1 consiste num conjunto Dp de instancias, e para cada | € D num
conjunto finito Sp|l] de solugdes de I. O problema I tem solugdo para a instancia | se Sp[l] # 0.
Um algoritmo resolve o problema [, se dado uma instancia | tem como resposta nao se Sp[l] = 0
ou se tem como saida uma solugdo s pertencente a Snll].

Por exemplo, o problema do caixeiro viajante tem como solucoes todas as voltas de comprimento
minimo, e um algoritmo resolve o problema se para cada instancia indicar uma das possiveis
solucoes.

Um problema de decisao I pode ser formulado como um problema de procura definindo Sp|l] =
{sim} se | € Sp e Sp[l] = 0, caso contrario.

Formalmente, dado um alfabeto um problema de procura vai corresponder a uma relacao binaria
em Y. A uma relagao bindria R em Y pode-se associar uma familia de fungoes f : ¥ — ¥T

tal que para todo z € T, f(x) = € se nio existe nenhum y € ¥ tal que (z,y) € Rou f(z) =y
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se algum y existe. Diz-se que f realiza R. Uma TM M resolve R se a fungao fjs calculada por M
realiza R.
Dado um problema de procura Il e uma codificacdo ¢ sobre ¥* associdmos a relagao R|[[1, (]

definida por:
R[Nl = {(z,y)|z=c(l), 1 € Dney=c(s), s€Sn[l]}

O problema [1 com codificacao ¢ é resolivel em tempo polinomial se existe uma MT polinomial que

resolve R|[[1,c].

Exemplo 2.8 Podemos identificar uma linguagem L C X% com a relacdo bindria em X, tal que
R={(x,y) |z € X1 and x € L} e onde y é um elemento fizo de . Podemos concluir que um

problema de decisao é um problema de procura.

Podemos ainda definir uma classe especial de problemas de procura relacionados directamente
com os problemas em NP e em P.

Seja L € NP. Pelo Teorema 2.3 existe uma relacao Ry, tal que para todo z, existe y tal que
Rp(z,y) se e sése x € L. O problema de procura associado a L, F'L é o seguinte: dado x, procurar
y tal que Ry (x,y) se tal y existe e se nao existir retornar nao.

A classe dos problemas de procura associados com linguagens em NP denota-se por FNP. O

subconjunto de problemas associados com linguagens em P, denota-se FP.
Exemplo 2.9 SATA € FNP

E f4cil concluir que FP = FNP se e s6 se P = NP.

2.5.1 Reducgao de Turing Polinomiais ou de Cook

Em termos de problemas, uma reducao polinomial de Turing dum problema M num problema " é
um algoritmo deterministico A que resolve 1 usando uma subrotina S que resolve I, e tal que se
S ¢ um algoritmo polinomial para I’ entdao A é um algoritmo polinomial para . Diz-se que I €
polinomialmente Turing redutivel a N’ (ou N é Cook- redutivel a N'), e representa-se por M <; .

Em termos de linguagens corresponde a existir uma méquina de Turing deterministica com

’ ! . .
ordculo " que reconhece 1 em tempo polinomial.

Definicao 2.7 Uma mdquina de Turing com ordculo (MTO) corresponde a uma mdquina de Tu-

ring bdsica (com uma fita) O = (S,T, %, 0, >, 59,9, F) com as sequintes caracteristicas adicionais:

e possui uma fita adicional — a fita de ordculo — e uma cabega de escrita/leitura que opera nessa

fita.

e 0 conjunto de estados S inclui dois estados especiais s., estado de consulta do ordculo e s,

estado de continuacdo da computacao.
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o A funcao de transicao € 6 : S\ (FU{sc,8}) X I'x X — SXIT' XX X {+, =} x {+,—}

Um passo de computacao duma MTO é andlogo ao de uma TM bésica (considerando as duas
fitas) excepto quando o controlo finito se encontra no estado s.. Neste estado, a computagao
depende duma fungao de ordculo g : 3* — ¥*. Seja y € ¥X* a sequéncia de simbolos nas células
de 1 a |y| da fita de ordculo e seja g(y) = z. entdo, num passo de computagao a fita de ordculo é
modificada para conter a sequéncia z € ¥* nas células de 1 a |z| e brancos nas restantes células. A
cabeca de ordculo fica a ler a célula 1 e os estado passa a ser s,. A fita normal e sua cabega nao

sao alteradas neste passo.
Exercicio 2.5.1 Descreve formalmente um passo de computagao duma MTO.
Exercicio 2.5.2 Generaliza uma MTO para k-fitas normais.

Uma MTO O com funcao de ordculo g associada designa-se por O4. As nogoes de computacao,

funcao calculada f(g) e complexidade Tp,(n) sdo definidas de modo idéntico ao das TM bdsicas.

Definigao 2.8 Sejam R e R’ duas relagoes bindrias em ¥*. Uma redugao polinomial de Turing
de Rem R', R <; R, é uma MTO O tal que para toda a fungao g : ¥* — X* que realiza R', O,

€ uma MTO polinomial e a funcdo fg calculada por Oy realiza R.

Proposicao 2.9 A relacio <; € transitiva.

Exercicio 2.5.3 Mostra a Proposicao 2.9.

Proposicao 2.10 Se Il e I’ sdo problemas de decisao entdo:
n<,n = n< n

Dem. A transformacao F' da reducao polinomial <», define um algoritmo para resolver M usando
uma subrotina para resolver M": dada uma instancia de I, constréi uma instancia F(X) de
M’, aplica a subrotina a F/(X) e tem como resultado a resposta dada pela subrotina (pois X

tem solugao sse F'(X) tem solugao). O

Exercicio 2.5.4 Enuncia e demonstra a Proposicao 2.10 em termos de linguagens, relagoes e

magquinas de Turing com oraculo.

Definicao 2.9 Uma relagcdo R é NP-hard se existe uma linguagem L € NPC tal que L <; R. Um

problema de procura N diz-se NP-hard se existe um problema NP-completo T tal que " <; 1.

Em particular, como ja visto, um problema de decisdao N é NP-hard se V[1' € NP, 1" <; Meé

NP-completo se além disso 1 € NP.
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Exercicio 2.5.5 Mostrar que dado um problema [T € NP e o seu problema complementar ¢ se
tem M <; T°€ e vice-versa. Explica porque nao parece que para muitos problemas se possa ter
ne <t n.

Pelo exercicio anterior concluimos que se I é NP-completo ou NP-hard entao IM¢ é NP-hard.
Vimos que um problema de decisdao D nao é "mais dificil’que o correspondente de procura O,
vejamos que muitas vezes também ndo é "mais facil”! Isto é ndo s6 D <; O mas também
O <; D. Neste caso dizemos que o problema O é auto-reduzivel, isto é quando um problema de
procura ¢é reduzivel ao correspondente problema de decisao.

Se o problema D é NP-completo entao o problema de procura O pode ser resolvido em tempo

polinomial se e s6 se P = NP.

Exemplo 2.10 Consideremos o problema do caixeiro viajante mais uma vez. Comecemos por

definir um problema intermédio:
(TSE)

Instancia: Um conjunto C' = {cy,ca,...,cn} de cidades, d : C x C — N distancia, B € N e uma

volta parcial © = (cr(1), Cr(2); - -+ Ca(k)) de k cidades distintas, 1 < k < m.

Questao: Pode-se estender © a uwma volta completa <c,,(1),c,r(2), e Cr(k)s Cr(k41)s - ..c,r(m)> com

comprimento total menor ou igual a B?

Este problema é NP (mostra!) e como TSP é completo, tem-se que TSE <; TSP. Seja (TSO)
o problema de optimizacao (pdgina 16), resta ver que TSO <; TSE e por transitividade vem
TSO <; TSP.

Considerem-se instincias de TSE e TSO para C e d comuns. Suponhamos que S(C,d, 0, B) é
uma subrotina que resolve TSE. Seja B* a volta dptima para essa instancia de TSO e suponhamos
que essa volta optima comeca em cy. E ébvio que B* tem como limite inferior Bysiy = m e como
limite superior Byyax = ma onde x = max{d(c;,cj) | (ci,¢;) € C x C}. Podemos entio usar
uma pesquisa bindria para determinar B* que chama S(C,d,{c1), B) para vdrios valores de B, no
mdzimo [log, B| vezes:

By ¢ m
Bpax < mx
while Byrax — Byin # 1 do
B+ [4(Bymax + Buin)]
if S(C,d, (c1), B) = sim then
Byax < B
else
By < B
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B* + BMIN

Conhecido B* determina-se uma volta dptima usando a subrotina S. Para isso constroem-se
sequéncias © que possam ser estendidas a voltas dptimas. Dado (c1) e como € estendivel, existe
c;j € C\ {c1} tal que (c1,¢;) € uma volta parcial estendivel. Podemos encontrar ¢; no mdzimo em
m — 2 chamadas a S[C,d,{c1,cj), B*]. Entao uma volta dptima pode ser construida usando S no
mdzximo (m — 1)(m — 2)/2 vezes. Considerando o comprimento dos dados, m + [logy Byprax], o0
algoritmo anterior fornece uma redugao polinomial de Turing/redu¢ao de Cook entre TSO e TSE,

como pretendido.

Note-se que basta provar que um dado problema é Cook-redutivel a um problema em NP para

saber que ele nao é "mais dificil”que um problema NP-completo.

Definicao 2.10 Um problema N é NP-easy se existe um problema 1" € NP tal que N <; 1.

Exercicio 2.5.6 Mostrar que os problemas de procura associados com os seguintes problemas

NP-completos sao NP-easy:
1. SAT
2. VC

3. HC

Concluimos assim que a restricao feita aos problemas de decisao na teoria apresentada nao
provocou perda de generalidade, pois a maior parte dos problemas cujos correspondentes de decisao

sao NP-completos, sao NP-easy e portanto sé serao resolvidos em tempo polinomial se P = NP.
Exercicio 2.5.7 Considera o problema de decisao seguinte:

K-ésimo Conjunto Maior

Instancia: Dado um conjunto A, uma medida s : A — Z™, e dois inteiros nao negativos B <
Y oacasla)e K < 2lAl.

Questao: Existem pelo menos K subconjuntos A’ C A tal que }_ 4 s(a) < B?

Mostra que PAR <; K-ésimo Conjunto Maior. Sera que K-ésimo Conjunto Maior € NP?

Sugestao: Considera uma subrotina S[A, s, B, K] para K-ésimo Conjunto Maior. Se ) 4 s(a)
nao é divisivel por 2, a resposta é ndo. Sendo, determina por pesquisa bindria o ntimero L* de
subconjuntos A" C A satisfazendo »° .4 s(a) < b, com b = 3", s(a)/2. Depois basta chamar
S[A,s,b— 1, L*].

Proposicao 2.11 Se para qualquer L € NP, existe L' € NP N coNP tal que L <; L' entdo
NP = coNP

59



Dem. Basta mostrar que se L <; L' e L’ € NP N coNP entao L € NP N coNP. Dado L, seja

L' e NPNcoNP tal que L <; L'. Seja O uma MTO com ordculo em L’ que reduz L a L'.
Dado z, O faz varias consultas a um oraculo e decide se x pertence ou nao a L e a decisao
estd correcta se e s6 todas as respostas do ordculo respeitam L’. Para mostra que L € NP

(ou L € coNP ) que podemos considerar um sistema de prova NP V' que aceita pares da

forma
(:c, ((Zh 01, w1)7 sy (Ztv Ot, wt))
Temos que:
1. Com dados x, O aceita apéds ter feito perguntas z1, ..., 2 e obtido respostas o1, ..., 0t

(que podem ser 0 ou 1). V verifica que com dados x depois de receber as respostas
01,...,0i—1 a i-ésima pergunta é z; V também verifica que com dados x e depois de
receber as respostas o1, ...,0: a maquina O pdara e aceita. Notar que V' nao tem acesso
ao ordculo de L'. V simula a computacao de O com dados x respondendo & pergunta i

com o valor g; que lhe é dado no inicio.

2. Neste passo, V verifica as respostas. Para cada i, se o; = 1 entdo w; é uma testemunha
NP para que z; € L' e se 0; = 0 entao w; é uma testemunha NP para que z; € L. Se

tal acontece entao cada o; é correcto.
Falta verificar que V' é realmente um sistema de prova NP para L.
1. O tamanho das testemunhas é limitado pelo tempo de execucao da reducao <; e pelo

tamanho das testemunhas NP fornecidas em cada pergunta.

2. V executa em tempo polinomial, dado que verificar a primeira condicao requer a si-
mulacao duma execucao em tempo polinomial de O e utiliza o; para simular o oraculo.

Verifica a segunda condigao usando sistemas de prova NP.

3. x € L se e s6 se existe um y = (z, ((21,01,w1), ..., (2,00, wy)) tal que V(z,y) =1

0

Em particular, se NP # coNP nenhuma linguagem em NP N coNP pode ser NPC.

2.6

Consi

ETSP

A Classe DP

deremos mais uma variante do caizeiro viajante.

60



Instancia: Um conjunto C' = {c1,ca,...,¢n} de cidades, d : C' x C' — N distancia, e um inteiro
B.

Questao: O comprimento da volta mais curta é B?

Usando uma variante de HC considerando um caminho (HP), pode-se mostrar que HP <L, ETSP
(tomar B =n + 1). Como HP estd em NPC, podemos concluir que TSP <}, ETSP.

Exercicio 2.6.1 Formaliza o raciocinio do paragrafo anterior.

Mas serda que ETSP € NP? Como certificar que o custo éptimo é B? Do mesmo modo parece
dificil determinar que B nao é o custo éptimo. Portanto, também nao podemos garantir que esta
em coNP.

Mas ETSP pode ser considerado como uma linguagem que ¢é a interse¢do duma linguagem em
NP (TSP) e uma linguagem em coNP: a linguagem TSPC onde a questao é saber se o custo éptimo

é pelo menos B. Isto é, | € Sgrsp se e sése | € Stsp e | € Stspc.

Definigao 2.11 Uma linguagem L estd na classe DP se e so se existem duas linguagens Ly € NP
e Lo € coNP tal que L = L1 N Lo.

E evidente que DP nao ¢ NP N coNP (esta tltima interse¢ao é no dominio das classes).

Vamos ver que a classe DP também tem problemas completos. Seja

SAT — SAT®

Instancia: Dados dois conjuntos de cldusulas C' e C”.
Questao: E verdade que C é satisfazivel e C’ nao é satisfazivel
Teorema 2.8 SAT — SATC ¢ DP-completo.

Dem. SAT — SAT® € DP, porque sendo L1 = {(C,C") | C é satisfazivel} e Ly = {(C,C") |
C’ nao é satisfazivel}, tem-se que SAT — SAT® = L; N Ly. Para a completude. Seja L €
DP, temos que mostrar que L <}, SAT — SAT®. Existem L; € NP e Ly € coNP tal que
L = L1 N Ly. Existe uma redugao Ry de L1 a SAT e uma redugao Ry de Lo a SATC. Seja
R(z) = (Ri(x),R2(x)). Entao R(z) é uma instancia "sim”para SAT — SAT® sse Rj(z) é

satisfazivel e Ro(x) nao é satisfazivel o que é verdade sse x € Ly e x € Lo, isto é x € L. [

Também se pode mostrar que:

Teorema 2.9 ETSP ¢ DP-completo.
Exercicio 2.6.2 Mostra o Teorema 2.9.

A classe DP é uma classe de linguagens que pode ser decidido por uma MTO especial. A
maquina faz duas perguntas a um oraculo SAT e aceita se e s6 se a primeira resposta é sim e a

segunda é ndo.
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2.7 Hierarquia polinomial

Nesta seccao vamos estudar problemas de decisao que sao NP-hard mas que parecem nao ser NP-
easy. Podemos generalizar a nocao de reducao polinomial de Turing permitindo que o algoritmo
usado seja nao-deterministico, o que equivale, em termos de linguagens, a considerar maquinas
de Turing nao-deterministicas com oraculo. Temos por uma lado uma escolha e por outro uma
consulta ao ordculo. Dados dois problemas I e I, se existir um algoritmo nao-deterministico
polinomial que resolva M usando uma subrotina que resolva I, indica-se M <N M.

Vamos ver um problema que é NP-hard mas que nao parece ser NP-easy e para o qual se pode

encontrar uma redugdo <V .
Exemplo 2.11 Considera o sequinte problema

(EME) Ezpressio Minima Equivalente

Instancia: Uma expressao booleana E com literais num conjunto de varidveis U, constantes 1 e 0

e conectivas logicas V, N\, = e —. E ainda, K € N.

Questao: Eziste uma expressdao booleana E' com K ou menos literais e tal que E' € equivalente a
E?

Este problema é NP-hard porque SAT <; EME. Para tal notar que uma féormula é satisfazivel
se for equivalente a 1 (Verdade) ou nao € equivalente a 0 (Falso). No primeiro caso. existem
algoritmos polinomais para decidir. No sequndo caso podemos considera K = 0 e usar uma subrotina
que resolve EME para resolver SAT em tempo polinomial. No entanto, nao parece fdcil mostrar que
ele € Cook redutivel a um problema de NP. Contudo, usando um algoritmo ndo-deterministico com

um "ordculo”podemos reduzir este problema ao problema da satisfacao de expressoes booleanas:
(SBE)

Instancia: Uma expressao booleana E com literais num conjunto de varidveis U, constantes 1 e 0

e conectivas logicas V, N\, = e —.
Questao: FEriste uma atribuicao de valores de verdade a U que satisfaz E?

Este problema contém em particular o problema SAT, portanto € NP-completo. Seja uma
instancia de EME com dados U, E e K, suponha-se Bg o conjunto das expressées booleanas com
K ou menos literais e seja, ainda, S[E,U| uma subrotina que resolve SBE. O seguinte algoritmo
estabelece a reducdo, EME Siv SBE:

E' +ESCOLHA (Bg )
if S[-((E — E') AN (E' — E)),U] = nao then SUCESSO

else
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INSUCESSO

Concluimos entao que EME pertence a uma classe mais ampla de problemas aparentemente

mais dificeis do que os da classe NP.

Se L <; L' podemos escrever L € PL" onde
PL = {L(0) | O é uma MTO com oréculo L'}.

Do maneira andloga podemos definir NP, Sendo Y uma classe de complexidade, as classes PY

e NPY sio definidas do modo seguinte:

PY = {L|3leYelL < L'} = P¥
L'eY

NPY = {L|3L'eYeL < L'}= [ J NPV
L'eY

Se L é <P -completa para a classe Y entdao PY = P- e NPY = NPL.

Exercicio 2.7.1 Mostra que SAT <; EME.

PNP ¢ a classe dos problemas a que chamamos anteriormente NP-easy. O problema EME

pertence a NPNP (=NPSAT),
Em termos de classes para problemas de procura, podemos concluir que TSO pertence a classe
FpNP (e até é completo para esta classe). Muito problemas de optimizagao pertencem também a

esta classe.

Exercicio 2.7.2 Considera o problema seguinte:
EE

Instancia: Duas expressoes booleanas E e E’ com literais num conjunto de varidveis U, constantes

V' e F' e conectivas légicas V, A, = e —.

Questao: E e E’ sao equivalentes?

(i) Mostra que EE é coNP.

PNP

(ii) Conclui, novamente, que EME € N usando a alinea anterior.

Se P # NP a Figura 2.7 mostra a relacdo entre as classes P, NP, coNP, PNP ¢ NPNP,
Este processo de definir novas classes pode ser estendido indefinidamente, produzindo classes de
dificuldade aparentemente crescente, [MS72]. Esta hierarquia de classes chama-se hierarquia poli-

nomial e é definida do seguinte modo®:

8Podemos omitir o p sempre que ndo houver confusio ou entdo escrever XxP, etc.
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Figura 2.7: Classes P, NP, coNP, PNP e NPNP

AP = PHa
SP = NP
ng = coxy
Define-se, ainda,
PH= | ) 2F.
keN

Em particular, £ = NPP = NP, NM? = coNP, A} = P, ¥5 = NPN" e AD = PNP.
Notar que MP = coNP™-1. F evidente que para k > 1, Yh,Cnpcry. .

Como se viu EME pertence a Zg, embora nao se saiba se ZFl’ = ¥P ou se existe k > 0 tal que
£ 41+ A relagao de inclusdo entre as vdrias classes é dada pelo diagrama da Figura 2.8. A
classe DP estd contida em AS.

Para um dado problema de decisao I1, como situa-lo na hierarquia? Vamos apresentar um
resultado que permite determinar um majorante do menor k tal que I € ZE.

Recordemos que um problema estd em NP se tiver uma testemunha concisa. Esta nocao pode
ser estendida para qualquer problema de decisao [1, isto é, qualquer linguagem L.

Dado um alfabeto ¥ uma relagao k-aria em >* é reconhecida em tempo polinomial se existir
uma TM que reconhece precisamente os tuplos (x1,...,z;) € R, isto é, tal que R(z1,...,xx) se

verifica.
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Figura 2.8: Hierarquia Polinomial. PH

Podemos entao dizer que:

o L € P se e sose existe Ry C ¥* reconhecivel polinomialmente tal que L = {x | Ri(x)}

o L € NP se e s6 se existe Ry C ¥* x ¥* reconhecivel polinomialmente e uma funcao polinomial
p tal que L = {z | 3y, |y < p(|z|) e Ra(z,y)}

o L € coNP se e s6 se existe R§ C ¥* x X* reconhecivel polinomialmente e uma fungao polinomial
p tal que L = {z [ Vy, |y| < p(|z|) e R5(z,y)}

Os resultados seguintes sdo de Wrathall [Wra76] (ver [Pap94, Sec. 17.2]).

Proposicao 2.12 Seja L C I'* wuma linguagem sobre um alfabeto T' e (I > 2) ei > 1. A
linguagem L € ZE se e s se existe uma relacdo R C I' x I'* reconhecida em tempo polinomial tal

que a linguagem {(z,y) | R(z,y)} € N;_; e eziste p tal que L = {x | Jy, |y| < p(|z|) e R(z,y)}.

Dem. A prova segue por inducdo em k. Para k = 1 é imediato. Suponhamos que o resultado é
valido para k—1 > 1 e suponhamos que R existe. Temos de mostrar que L € ZE. Isto é, exibir
uma MTON O méaquina de Turing nao deterministica limitada em tempo polinomial com
um ordculo em ¥}, tal que L = L(O). A méquina O com dados z adivinha y e pergunta
ao oraculo se (z,y) ¢ R. Por outro lado, suponhamos que L € ZE. Temos que mostrar que R
existe. Sabemos que L pode ser decidida por uma MTO O nao deterministica com oraculo

L' € ¥} ;. Por indugdo, existe uma relacao S reconhecida em I} _, tal que z € L’ sse existe
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w (e um polinémio p com |w| < p(|z|)) tal que (z,w) € S. Podemos obter um certificado
sucinto para cada x € L, sabendo que existe uma computagao de aceitagao de oY para x.
Seja y a string que representa esse computagao. Como O tem vérias chamadas ao ordculo
L', z;, umas podendo ter resposta ”sim”outras "nao”. Para cada ”sim”, o certificado y inclui
também o certificado w; tal que (z;,w;) € S. A definicdo de R é a seguinte: (x,y) € R se e
sé se y representa uma computagao de O com dados z, juntamente com os certificados w;
para cada pergunta z; com resposta ”sim”na computagao. Temos que mostrar que testar se
(z,y) € R pode ser feito em I'IE_I.Testar se os passos de O’ sdo correctos pode ser feito em
tempo polinomial. Depois temos de verificar se (z;,w;) € S, sendo estes pares em niumero
polinomial. Cada teste pode ser feito em I'IE_2 e portanto em I'IE_I. Para todas as perguntas
com resposta negativa, zz{, é necessario testar que le' ¢ L'. Mas isto é um pergunta em I'Iﬁfl.
Assim (z,y) € R se e s6 se diversas perguntas em I—IE_1 tem a resposta "sim”e isto pode ser

feito como uma tnica computacao em I_IE_l. O

Corolario 2.2 Seja L C T* uma linguagem sobre um alfabetoT e ([T >2) ei > 1. L € N} se e s¢
se existe uma relagdo reconhecida em tempo polinomial tal que a linguagem {(x,y) | R(z,y)} € T} _,

e existe p tal que L = {z | Yy, |y| < p(|z|) e R(z,y)}.
Iterando temos,

Teorema 2.10 Seja L C I'* uma linguagem sobre um alfabeto T' e(|l'| > 2). Para todo k > 1
Le ):E se e so se existem fungoes polinomiais p1, ..., pr e uma relagao R reconhecida em tempo

polinomial tal que:

x €L sse Jy € T yr| < p1(|x])
Vya € T*|ya| < pa(|z])

Qur € Tyl < pr(|z|)
R(x7y17 o 7yk)7

onde @ em y, € 3 ou V consoante k é impar ou par.

Usando o Teorema 2.10 para provar que EME € Y5, considere-se a relagiao R, com R(z,y1,y2)
se e s se x é (E, K) (instancia) onde E é uma expressao booleana e K € N, y; é uma expressao
booleana £’ com no maximo K literais, e yo é uma atribuicao de valores as varidveis ¢t : U — {0, 1}
que satisfaz E< B

JEV H(E) = t(E).

As classes I'IE também podem ser caracterizadas de modo andlogo, bastando no Teorema 2.10

trocar todos os quantificadores 3 por V e vice-versa.
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A nocao de completitude pode ser definida para cada k e para cada um dos tipos de classes da
hierarquia, caracterizando os problemas "mais dificeis”de cada classe. Para cada classe é possivel
construir um problema ZE—completo e portanto torna-se mais facil provar a completitude de outros
problemas.

Na pratica s6 se conhecem alguns problemas (além dos construidos teoricamente) candidatos a
2\ (Zf U XY) ou mesmo X5-completos.

Uma questao importante é saber se Zi c P

k1. Um resultado interessante € o seguinte:

Proposicao 2.13 Se para algum k, ZE = I'IE entao ij = I'IJ-p = A? = ZE para todo o j > k.
Exercicio 2.7.3 Mostrar a Proposicio 2.13. Sugestao: Mostra que Y. = I'IE implica ZE+1 = ZE.

Isto é, a hierarquia pode colapsar a partir de certa ordem e portanto nao ser infinita. Em
particular, se P = NP, entao ZJP = P, para todo 7 > 0. Temos também que se NP = coNP entao
NP = PH. Se ZB #* ZE para algum k > 0, entdo P = NP. Temos entdao que qualquer problema da
hierarquia s6 pode ser resolvido em tempo polinomial se e s6 se P = NP (e portanto embora possa
nao ser NP-easy na pratica tem as mesmas consequéncias). Contudo, o estudo destas classes pode

ajudar a estabelecer a conjectura de que P # NP.

2.7.1 Problemas completos para niveis de PH

PH nao tem problemas completos a menos que colapse no primeiro nivel.

Proposicao 2.14 Se existir uma linguagem L que seja PH-completa, entao existe um ¢ > 1 tal

que PH =7,

Dem. Seja i tal que L € X¥. Qualquer problema em PH reduz-se polinomialmente a L. Mas

entdo qualquer linguagem de PH estd em ¥¥. Donde, PH C ¥7. O

Considere-se o seguinte problema: QSAT;

Instancia: Seja i > 1 e uma férmula Booleana quantificada

JyiVy23ys - - Qivi-d(y1s - - - i),

onde cada y; representa uma sequéncia de variaveis Booleanas e ¢ ¢ uma expressao Booleana

envolvendo os y;.

Questao: A férmula é verdade? Isto é, existem valorizacoes das varidveis Booleanas que a sa-

tisfacam?
Proposicao 2.15 Para qualquer i > 1, o problema QSAT; é X¥-completo.
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Dem. (Idea da prova) O problema estd em ¥?. Vamos supor que ¢ estd em forma normal

conjuntiva (instancia de SAT). Seja L € . Entao, pelo Teorema 2.10, L é da forma

{z | InVy2 - QiyiR(x,y1, ..., ui)},

onde R é uma relagao reconhecida em tempo polinomial. Pelo teorema de Cook, existem

L, @2 (instancias de SAT e com z fixo), tal que:

R(z,y1,...,y:)  sse 3z.n(y1,..., i 2)
“R(z,y1,...,y:) sse Iz.03(y1,..., i 2).

Se ); = d entao
r€Ll & IyVys--- 3320 (v, ..,y 2) € QSAT;.
E se Q; =V entao

xeLl < JinVys- - -Vyi.R(x,y1,. .., Y5)
< =Yy Jya - FyioR(z,y1, -, 0))
e (Vg 3ye - Fyi 3202 (Y1, - .-,y 2)
& Iy Vo YyiVeodi (. ..,y 2) € QSAT,.

Para cada ¢ podemos aplicar uma reducao a R ou a =R e produzir uma instancia apropriada
de QSAT;.

O

2.8 Bibliografia do capitulo

[AB09, Cap 1., 2. 3.], [GJ79, Cap. 1-3,5,7.1,7.2], [Gol08, Cap. 2, 3.2], [Pap94, Cap. 8, 9, 10 e
17],[BCY4, Cap. 4, 5 e 7]
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2.9 Exercicios de Revisao sobre Classes de Complexidade e NP-

completitude

Exercicio 2.9.1 Caminhos Hamiltonianos

Sejam respectivamente HPN e HPE os problemas de decisao “existéncia de um caminho hamilto-
niano qualquer (entre vértices distintos)” e “existéncia de um caminho hamiltoniano entre dois
vértices (distintos) especificados”. Note que, no primeiro caso, uma instancia é um grafo nao diri-
gido G = (V, E) enquanto no segundo caso uma instancia é da forma G = (V, E)/z/y onde G é um

grafo nao dirigido e x,y € V sdo os vértices especificados.
1. Mostra que HPE <!, HPN

2. Mostra que HPN <}, HPE

Exercicio 2.9.2 Colorir grafos
Considera os seguintes problemas de decisao a que chamamos C(n) (onde, para cada problema n

é fixo):
(n-COLOR)
Instancia: Um grafo dirigido G = (V, E).
Questao: E possivel colorir G com n cores, isto é, existe uma funcao
f:V—AL--,n}
tal que sempre que (a,b) € E é f(a) # f(b)?
1. Mostra que C(1) e C(2) pertencem a classe P.

2. Supondo que se sabe que C(3) é NP-completo mostra que C'(4) também é NP-completo. Um
método consiste em mostrar que C'(4) é NP e que C(3) <h, C(4).

3. Supondo que se sabe que C(3) é NP-completo mostra que C(n) é NP-completo para todo
on > 3.

Exercicio 2.9.3 Acabas de demonstrar que um determinado problema II é NP-completo. Qual
o significado prdtico dessa descoberta? Podemos concluir que todos os algoritmos para resolver II

sao quase intteis uma vez que vao demorar um tempo exponencial?

Exercicio 2.9.4 Caminhos entre 2 vértices de um grafo

Considera um grafo nao dirigido G(V, E) e dois vértices fixos a e b de V.
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1. Mostra que o ntimero de caminhos simples e distintos entre a e b pode ser exponencial no
tamanho do grafo — por exemplo em max(|V], |E|). Nota: um caminho diz-se simples quando
nao passa mais que uma vez por cada né (“nao tem ciclos”). Dois caminhos sao distintos

quando tém pelo menos um vértice diferente.

Sugestdo 1: Considera um grafo completo de n nés. Sugestdo 2: Considera um grafo “quadri-
culado” de n por n, dois vértices opostos (na diagonal) e os caminhos entre eles que progridem

sempre no sentido da diagonal.

2. Considera o problema do caminho mais longo:

(CML)

Instancia: G(V,E), a €V, b eV, com a # b e inteiro k.

Questao: Existe um caminho simples entre a e b de comprimento maior ou igual a k7

Mostra que CML é NP-completo. Nota: Existem algoritmos polinomiais como o de Dijkstra

e o de Floyd para o problema do caminho mais curto.

3. Classifica os problemas de decisao correspondentes as questoes indicadas; a instancia é sempre
um grafo dirigido G(V,E),a € V,b €V com a # b e k (todavia, para os 2 tltimos problemas
a instancia nao contém k). Podes usar os resultados mencionados (ou cuja demonstragao é

proposta) nas alineas anteriores; estes resultados sao também vélidos em grafos dirigidos.

(a

)
b) Todos os caminhos entre a e b tém comprimento menor ou igual a k.
)

(
(c
(

Todos os caminhos entre a e b tém comprimento maior ou igual a k.

Todos os caminhos simples entre a e b tém comprimento menor ou igual a k.

d) Existe um caminho de comprimento menor que k.

(e) Existe um caminho de comprimento maior que k.

(f) Nao existe nenhum caminho entre a e b.

(g) Existem caminhos de comprimento arbitrariamente grande entre a e b?

Exercicio 2.9.5 Considera o seguinte problema de decisao:

(IC) (Implicagio de Cldausulas)
Instancia: Conjuntos de clausulas C; e Cy com variaveis légicas de um conjunto U.

Questao: C; implica Cy? Por outras palavras: Cy tem o valor légico verdade sempre que C; tiver

o valor logico verdade?
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1. Descreve de forma resumida e utilizando uma linguagem de alto nivel um algoritmo deter-

ministico que resolve (IC). O algoritmo é polinomial ou exponencial?

2. A que classe de complexidade pertence |IC? Porqué?

3. (PCE)(Poucas Cldusulas Equivalentes)

Instancia: Conjunto de cldusulas C', conjunto U de varidveis logicas e inteiro positivo k.

Questao: Existe um conjunto C” de k ou menos cldusulas utilizando varidveis de U que seja
equivalente a C' (isto é, tal que C' e C' tenham o mesmo valor 16gico qualquer que seja

a atribuicao de valores 1égicos as varidveis de U)?

Escreve o que descobrires sobre a classe de complexidade a que pertence PEC.

Exercicio 2.9.6 Considera uma maquina de Turing M, uma palavra x e um inteiro positivo t.
Diz se é possivel exprimir em cldusulas (eventualmente dependentes de M, x e t) os seguintes factos

por forma que as clausulas sejam satisfaziveis se e sé se os factos forem verdadeiros.
1. A miaquina M com os dados z para em nao mais de ¢ passos.
2. A maquina M com os dados x para (num nimero qualquer de passos).

3. A méquina M com os dados x nao péara.

Exercicio 2.9.7 Considera o problema EL da equivaléncia de 2 expressoes logicas que podem

conter varidveis proposicionais, varidveis proposicionais negadas e as conectivas V e A:
(EL)
Instancia: Um conjunto U de variaveis logicas e 2 expressoes légicas 1 e Fa com varidveis em U.

Questao: “F; e Fy sao equivalentes?”, isto é, tém o mesmo valor l6gico para todas as atribuigoes

de valores légicos as variaveis de U?

Ezemplo:
U ={ui,uz}, E1 = (w1 Vuz) A (1 V u2), B2 = ui Ay,

1. Considera as seguintes afirmagoes com as quais se pretende mostrar a dificuldade de resolver

EL. Comenta-as devidamente.

(a) EL é NP-completo porque nunca ninguém conseguiu um algoritmo polinomial para o

resolver.

(b) EL é NP porque nao existe nenhum algoritmo polinomial para o resolver.
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(¢) EL é NP-completo porque se conseguissemos resolver EL em tempo polinomial também
era possivel resolver SAT em tempo polinomial pois uma instancia (U,C) de SAT é

satisfazivel se e s6 se a instancia de EL
U,a E = E07 by = (un /\m)

nao tiver solucao, onde U’ = U U {u,}, u,, é uma nova variivel e E. é a expressao logica

correspondente ao conjunto C' de cldusulas (conjuncao de disjungoes).

2. Determina a classe de complexidade a que de facto pertence EL.

Exercicio 2.9.8 Classifica o mais exactamente possivel os seguintes problemas. Justifica. Em
todos eles é dada uma coleccao C' de k objectos com tamanhos inteiros ¢1, to, ..., t; € um tamanho
(inteiro) da “mala” ¢, sendo t; < ¢t para 1 < 1 < k. Repara que um mesmo problema IT pode per-
tencer simultaneamente a varias classes, por exemplo ser decidivel, NP e P; a tdltima caracterizacao

é a mais exacta.
1. é possivel arrumar todos os objectos numa mala, isto é, Zle t; < t7
2. Dado (também) m pergunta-se é possivel arrumar todos os objectos em nao mais de m malas?
3. Dado (também) m pergunta-se: Todas as arrumagoes exigem pelo menos m malas?
4. Qual o menor nimero de malas em que é possivel arrumar todos os objectos?

5. Dados (também) m e ¢ pergunta-se: todos os subconjuntos de C' com ¢ objectos podem ser

arrumados em nao mais de m malas?

6. Dados (também) m, t,, e ¢ pergunta-se: todos os subconjuntos de C' com ¢ objectos cuja

soma dos tamanhos é pelo menos t,, podem ser arrumados em nao mais de m malas?

Exercicio 2.9.9 Considera o problema de decisao do (CLIQUE) que se sabe ser NP—completo.

1. O correspondente problema de optimizacao é o seguinte: “dado um grafo nao dirigido, qual
o tamanho do maior clique que ele possui?” Mostra que se existisse um algoritmo polino-
mial para o problema de decisao entao também existia um algoritmo polinomial para o de

optimizagao (o reciproco é evidente).

2. Classifica os seguintes problemas de decisao utilizando apenas a informacao de que o problema
do (CLIQUE) é NP—completo.

(a) Dado G e k pergunta-se: G tem dois (ou mais) “cliques” disjuntos de tamanho nao

inferior a k7

(b) Dado G pergunta-se: G' tem um “clique” de ordem 227
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c¢) Dado G pergunta-se: nao terda G um “clique” de ordem 227

(
d

Dados G1 e G5 pergunta-se: existe em (7 um subgrafo isomorfo a G57

)
)
(e) Dados G e G2 pergunta-se: nao terd G; nenhum subgrafo isomorfo a Ga?
()

Dado G e k pergunta-se: existe um subconjunto com um méaximo de k vértices tal que

todo o ramo tem (pelo menos) uma extremidade que é um vértice desse subconjunto?

Exercicio 2.9.10 Considere um problema de decisao cuja instancia é (A, k) sendo k um inteiro
nao negativo e cuja pergunta é “P(A, k)?” (P é uma proposi¢ao). No correspondente problema de
optimizagao pergunta-se “qual o méximo k tal que P(A,k)?”. Supomos que se verifica a seguinte
condicao: sempre que existe solucao para um determinado valor de k, existe solucao para todos
os k' tal que 0 < k' < k.

1. Mostra que se existir um algoritmo polinomial para o problema de optimizagao entao também

existe um algoritmo polinomial para o problema da decisao.

2. Mostra que em condigdes bastante gerais o inverso (da alinea anterior) também é verdadeiro.

Sugestao: considera a possivel existéncia de um majorante de k.

3. Exemplifica os resultados anteriores para o problema do “clique”.

Exercicio 2.9.11 A Hierarquia cresce
Mostra que, para todoo k> 0 ¢

p P p
Ay B CApn
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Capitulo 3

Espaco e Teoremas de Hierarquia

Comecamos por rever e aprofundar alguns conceitos sobre classes e complexidade em tempo.

3.1 Complexidade em Tempo

Dada uma maéquina de Turing M ji definimos a sua complexidade temporal e algumas classes
de complexidade associadas. O tempo requerido por M em z, Ths(z), é o nimero de passos da

computagao de M para dados z, e
Tayr(n) =max{t |3z € ¥, x| =net=Ty(z)}

é o limite temporal de M (ou seja M opera em tempo limitado por Tys(n)). Dada uma fungao

f(n) tempo-construivel, a classe de complexidade DTIME(f(n)) é:
DTIME(f(n)) = {L| L ¢ decidivel por uma MT multi-fita M tal que Ths(n) é O(f(n))}

Claro que se Vn, f(n) > g(n), entao DTIME(g(n)) C DTIME(f(n)).
Em particular, P = (J;~, DTIME(n*). Podemos ainda definir a classe:

EXP = |JDTIME(2™),
k>1

e P C EXP.
Do mesmo modo, sendo N uma mdaquina de Turing nao-deterministica sendo 7T (z) o nimero
de passos que nao é excedido em qualquer caminho de computacao com dados x, a complexidade

temporal de N é a funcao:
T(n) = maz{{1}U{m |3 € L(N), 2| = n e m = Tn(x)}}
Com,
NTIME(f(n)) = {L | L é decidivel por uma MTN N tal que Tn(n) é O(f(n))}
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Pela definicdo de MTN, DTIME(f(n)) € NTIME(f(n)).
Em particular, NP = |J;», NTIME(n*). E também podemos definir a classe:

NEXP = [ JNTIME(2").
k>1

Temos que:
P C NP C EXP C NEXP.

Iremos ver que pelo menos uma destas inclusoes tem de ser estrita.

Para melhor estudar as classes de complexidade interessa recordar o que acontece a complexi-
dade em tempo quando as méquinas usadas tém um ntumero restrito de fitas. As seguintes pro-
posigdes serao usadas nas seccoes seguintes. A Proposigao 3.1 é de Hartmanis e Stearns, no artigo

fundador da complexidade computacional [HS65] e a Proposi¢ao 3.2 de Hennie e Streans [HS66].

Proposigao 3.1 Se L € DTIME(T(n)), entdo L € aceite em tempo O(T?(n)) por uma mdquina

de Turing com uma fita.
Dem. Pelo Exercicio 2.1.2. [

Corolario 3.1 Se L € NTIME(T(n)), entdo L € aceite por uma MTN com uma fita com comple-
zidade em tempo O(T?(n)).

Proposicao 3.2 Se L € DTIME(T(n)), entio L ¢é aceite em tempo O(T(n)logT(n)) por uma

mdquina de Turing com duas fitas.

Dem. Seja M; um MT com k-fitas tal que L(M;) = L e M; operate em tempo limitado T'(n).
Seja My uma MT com duas fitas que vai simular M;. A primeira fita de Ms tem duas
pistas para cada fita de M;. Vamos considerar apenas o comportamento de duas pistas
que correspondem a uma fita de M7, sendo o comportamento idéntico para as restantes
fitas. A segunda fita de My serd usada como auxiliar de computacdo. Uma célula particular
da fita 1, By, vai conter sempre os simbolos que estdo a ser visitados por cada uma das
cabecas de M;. Em vez de se mover os marcadores das cabecgas, as fitas irdo mover-se
de modo a que By tenha sempre o contéudo indicado. Para isso M, ird mover a cabeca
da fita 1 em direcdo oposta a da cabeca de de M; que estd a ser simulada. Assim, My
pode simular cada movimento de M7 considerando sé By. A direita da célula By estao os
blocos Bi, Bs, ...de tamanho exponencialmente crescente, isto é B; tem tamanho 271
Do mesmo modo, & esquerda de By, os blocos B_1, B_s, ...com B_; com tamanho 271,
Supoe-se que existem marcadores entre os blocos. Seja ap o contéudo da célula visitada
pela cabeca de M;. Os contéudos & direita sdo aj,as,... € 0os & esquerda a_1,a_s,.... Os
valores dos a; podem mudar quando entrarem em By mas o importante sao as suas posigoes

nas pistas da fita 1 de Ms. Inicialmente a pista superior de My para respectiva fita de My
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supoe-se vazia enquanto a inferior ten ...,a_2,a_1,a9,a1,a9,.... Estes estao colocados nos
blocos B_, B_1, By, B1, B2, . . .do seguinte modo: em B_3 estd a_7,a—_¢g,a—_5,a_4, em B_5 estd
a_3,a_o, em B_1 estd a_1, em By estd ag, em By estd a1, em By estd ao, a3, em B3 estd

a4, a5, ag, az, €tc.
Os dados serao deslocados em relagao a By e eventualmente alterados.

Ap6és a simulacdo de um passo de My serd sempre verdade que:

1. Para i > 0, ou B; estd cheio (ambas as pistas) e B_; estd vazio; ou vice-versa; ou as
pistas inferiores de B; e B_; estdo cheias enquanto as superiores estao vazias (isto é,

meio-cheias)

2. Os contetudos de B; ou B_; representam células consecutivas na fita de M;. Para ¢ > 0,
a pista superior representa as células a esquerda das da pista inferior. Para i < 0, a

pista superior representa as células a direita das da pista inferior.
3. Para i < j, B; representa células a esquerda das de B;

4. By tem s6 a sua pista inferior preenchida e a sua pista superior estd marcada de modo

especial

Vamos descrever agora como é simulado um passo de computagdao de Mj. A isso chama-se

uma

Operacao B;. Suponhamos que a fita de M; se desloca para a esquerda. Entdao M, vai
deslocar os dados correspondentes para a direita. Para isso, My move a cabeca da fita 1
de Bg,onde se encontra sempre antes de um movimento, para a direita até que encontra o
primeiro bloco B; nao totalmente cheio. Entao, Ms copia todos os dados de By, Bi, ... B;_1
para a fita 2 e depois guarda-os nas pistas inferiores de Bj, Bs,...,B;_1 e ainda na pista
inferior de B; (caso nao esteja cheia). Caso a pista inferior de B; esteja cheia, a pista superior
é usada. Em ambos os casos, os dados ocupam completamente os blocos referidos. Notando
que 1+ Z}:g 2! = 271 cada conjunto de dados pode ser guardado em tempo proporcional
ao tamanho de B;. Em seguida, em tempo também proporcional ao comprimento de B;, Ms
pode encontrar B_; (usando a fita 2 para calcular a distancia entre By e B;). Se B_; esta
completamente cheio Ms coloca os dados da pista superior de B_; na fita 2. Se B_; esta
meio-cheio a pista inferior é copiada para a fita 2. O que foi copiado, é colocado nas pistas
inferiores de B;_1, B;_o, ... By, que pela regra 1. devem estar vazios. Mais uma vez os dados,
tém o espaco exacto para ocupar e podem ser guardados de modo a satisfazer as regras 1., 2.

e 3.

Se a cabeca de M se movimentasse para a direita a operacao era andloga. Para cada fita

de My, My tem de executar uma operacao B; no méaximo uma vez em cada 2°~! movimentos
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de M;. Isto porque esse é o tempo que demora a encher By, Bo, ..., B;_1 que estao meio-
cheios depois de uma operacao B;. Uma operacio B; é executada nunca antes do 2/~ !-ésimo

. . . T .
movimento de M (isto é, s6 % dos movimentos podem ser correspondentes a B;).

Assim se M opera em tempo T'(n), My sé executard operagoes B; para i < logT(n) + 1.
Supondo que m é tal que uma operacio B; leva m2¢, se M; executa em T'(n) entdo My executa

em .
ogT(n)+1 T(n)

T, (n) = Z m2iF =2mT(n)logT(n) = O(T(n)logT(n)).

=1

O

Coroldrio 3.2 Se L € NTIME(f(n)), entao L é aceite por uma MTN com duas fitas em tempo
O(f(n)log f(n)).

3.2 Complexidade em Espaco

Seja M uma maquina de Turing multi-fita com uma fita de leitura, uma de escrita e varias lei-
tura/escrita de que para para todos os dados. O espago requerido por M com dados x, Sy(z) é
o numero de células das suas fitas de leitura/escrita visitadas durante a computagao de M para
dados x.

A compleridade em espaco de M é a fungao
Sy (n) = max{s | Iz, |z| =nes= Sy(x)}.
Como no caso da complexidade temporal podemos ignorar factores multiplicativos e aditivos.

Teorema 3.1 Se L ¢ uma linguagem aceite por uma mdquina com k fitas em espago limitado por
S(n) entao para qualquer ¢ > 0 € aceite por uma mdquina com k fitas em espaco limitado por

cS(n).

Dem. Seja M; uma MT que aceita L e opera em espaco limitado por S(n). Podemos construir
uma MT M, que simula M; onde para algum r > 0 cada célula de Ms guarda um simbolo
representando o contetido de r células adjacentes de M;. Durante a simulagao, o controlo
finito de My recorda quais as células de M que estao a ser visitadas. Seja r tal que rc > 2.
M> simula M; usando no méaximo [S(n)/r] células. Sendo S(n) > r o numero de células
visitadas nao é mais que ¢S(n). Se S(n) < r entdao My pode guardar numa célula o conteido

de qualquer fita e portanto My sé usa uma célula. [

Se Sp(n) é O(f(n)), diz-se que M opera em espago limitado por f(n). Em geral supomos que
f(n) > 1 e que f(n) é espago-construivel, isto é, que existe uma méquina de Turing que calcula

f(n) em espaco limitado por f(n), sendo n o comprimento dos dados x.
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A classe de complexidade associada é:
DSPACE(f(n)) = {L| L ¢ decidivel por uma MT multi-fita M tal que Sys(n) é O(f(n))}
Definimos

L = DSPACE(logn)

PSPACE = | J DSPACE(n")
k>1

EXPSPACE = | J DSPACE(2"")
E>1

Sendo N uma maquina de Turing nao-deterministica o espago requerido por M com dados =,
Sn(x) nao excede o nimero de células visitadas num qualquer caminho de computagao de N. E a

compleridade em espago é
Sn(n) = max{{m |3z € L(N), |z =nem=Sy(z)}}
Analogamente temos,

Corolério 3.3 Se L ¢ aceite por uma MTN em espago limitado por S(n), entdo L € aceite por

uma MTN em espago limitado por ¢S(n) onde ¢ > 0 € uma qualquer constante.
E,
NSPACE(f(n)) = {L | L é decidivel por uma MTN multi-fita NV tal que Sy (n) é O(f(n))}.

Temos, também DSPACE(f(n)) C NSPACE(f(n)). Definimos,

NPSPACE = | J NSPACE(n")
k>1
NL = NSPACE(logn)

Neste caso, o nimero de fitas de leitura/escrita nao é importante.

Proposicao 3.3 Se uma linguagem L € aceite por uma MT com k-fitas de leitura/escrita em
espaco limitado por S(n), entao € aceite por uma MT de uma fita de leitura/escrita em espago

limitado por S(n).

Dem. Seja M; uma MT com k fitas de leitura/escrita e tal que L(M;) = L e Sy, (n) = S(n).
Podemos construir uma médquina Ms com uma fita de leitura-escrita que simula as fitas de
M em k-pistas. A técnica usada para simular uma MT multi-fita por uma MT de uma fita

garante que Ms nao usa mais de S(n) células (Exercicio 2.1.2). O

79



Exemplo 3.1 O problema SAT pode ser resolvido por um algoritmo linear em espago. Dada uma
instincia C = {C4,...,Cp} e U = {u1,...,un} de SAT o algoritmo sequinte resolve o problema

em espaco linear.

for all atribuicoes de valores as varidveis uli], t do
C' < obtido de C substituindo u[i] por t(u[i]) e @[i] por t(u[i])
if C' =1 then
return True

return False

3.3 Relacoes entre complexidade em tempo e complexidade em

espaco
Podemos ter as seguintes relacoes entre classes de complexidade em espago e em tempo.

Proposicao 3.4 Seja S(n) > logn. Entdo
a) DTIME(T(n)) C DSPACE(T'(n))

b) NTIME(T'(n)) € NSPACE(T'(n))

¢) DSPACE(S(n)) C DTIME(29(5("))

d) NSPACE(S(n)) € NTIME(20(5(")

Dem. Uma MT pode visitar no médximo uma nova célula em cada passo, pelo que o espago usado
nao pode ser maior que o tempo de execugao (mais 1). Assim , temos a) e b). Para c¢) mostra-
mos como uma MT M = (S, %,T, s, 0, >, §, F') com espago limitado S(n) pode ser modificada
para parar depois de 0(25 (")) passos e reconhecendo a mesma linguagem. Suponhamos que
M tem uma fita de leitura e uma fita de leitura/escrita (j& vimos na Proposi¢ao 3.3 que
multiplas fitas podem ser simuladas em pistas de uma fita sem perda de espaco, aumentando
o tamanho do alfabeto). Supondo que |[I'| = d e |S| = ¢. Entao, com dados de tamanho n, o
niimero de configuraces possiveis é no maximo qn.S(n)d° (n): ¢ estados, n posicoes da cabeca
na fita de leitura, S(n) células visitadas (posicdes da cabeca da fita de leitura/escrita) e d5(™

possiveis contetidos da fita. Como S(n) > logn, este niimero é no méximo ¢

para uma
constante c¢ suficientemente grande. Qualquer caminho de computacao de tamanho maior
que este valor, terda de repetir uma configuracao, pelo que haverd um caminho menor com o
mesmo resultado (aceitacdo/rejeicao). Se existir um caminho de aceitacao entao existe um

S(n), Podemos contar até ¢(™ numa pista separada da fita de

de comprimento no maximo c
leitura/escrita e rejeitar se a computagao simulada nao tiver parado. Esta tarefa nao gasta

mais espago se a contagem for feita em base ¢ e o tempo extra é O(S(n)) por cada passo
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simulado da méquina inicial. Temos no total o tempo de O(S(n)c*(™) = 203() | Do mesmo

modo de demonstra d). O

A demonstracao do teorema anterior, resume-se ao seguinte problema. REACHABILITY

Instancia: Dado um digrafo G = (V,E), z,ye Ve K >0
Questao: Existe uma caminho de x para y de tamanho menor ou igual a K.

E fcil ver que REACHABILITY estd em P. No teorema anterior, consideramos o grafo de
configuragdes Gyr, = (C, E) onde |C| = O(c*™), C é o conjunto de todas as configuragdes e
(a1, 0) € E, se g M, Qas.

Pelo Teorema 2.2, NTIME(f(n)) € DTIME(2°U(™)). Temos ainda

Proposicao 3.5 Seja S(n) > logn e espago-construivel. Entdo
a) NTIME(T(n)) C DSPACE(T(n))

b) NSPACE(S(n)) C DTIME(20(5("))

Dem. Seja N uma MTN com tempo limitado por T'(n), i.e Ty(n) = T(n). A nova maquina
deterministica MT, M gera sequéncias de escolhas de N, de inteiros entre 0 e d—1 e tamanho
T(n). Isto é, para dados = de tamanho n, podemos fazer uma pesquisa em profundidade
na arvore de computacao de N, construindo a arvore em cada passo. A maquina M, aceita
se for atingida uma configuracao de aceitacao. Poderia parecer que era necessario espago
O(T?(n)) dado cada configuracio necessitar no maximo de T'(n) células e a profundidade
da arvore ser T'(n). No entanto, sendo d o nimero méximo de escolhas em cada passo,
basta guardar uma string d-aria que codifica o caminho desde uma configuragao inicial e a
configuracao corrente. Com essa informagao, é possivel reconstruir a configuragao corrente
em espago T'(n) comegando pela configuracao inicial e simulando a computagao de N usando

a sequéncia de escolhas.

Para a segunda parte, sendo S(n) espaco-construivel podemos marcar S(n) células. Em
seguida, escrevem-se todas as configuragoes da maquina N que usam nao mais de S(n) células.

Como visto na Proposicio 3.4, o nimero de configuracdes é majorado por ¢5(™

, para alguma
constante ¢, e podemos escrever todas as configuragoes no maximo em S (n)cs(") passos.
Finalmente, podemos marcar todas configuragoes que sao atingiveis da configuracao inicial,
aceitando se alguma vez marcarmos uma configuracao de aceitacao. O limite de tempo deste

procedimento é m(™ para m suficientemente grande. [J

Vimos ja que uma das questoes mais importantes na complexidade computational é saber se

P = NP. Para a complexidade temporal essa questao foi resolvida em 1970 por Walter Savitch.
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Teorema 3.2 (Teorema de Savitch) Seja S(n) > logn. Entdo
NSPACE(S(n)) = DSPACE(S(n)?).

Dem. Seja M = (S,T', 59,0, >, d, F') uma MTN com Sys(n) = S(n). Pela Proposi¢ao 3.4, também
se tem, Th(n) = d5(™) para uma constante d suficientemente grande. Uma configuracio de
M é da forma a = (s,x1,y1,..., 2Tk, yr) onde s € S e z;y; € I'* é o conteido da fita ¢ com a
cabega a visitar o simbolo mais & esquerda de y;. Seja A o alfabeto alargado tal que d = |A| e

que para dados z de tamanho n, o € A5 Entdo, o ntmero de configuracoes é no maximo

<k

M = ~ ~ . .
d5M . Para a,8 € AW o =57 B se a e B sdo configuracoes legais de M e existem no
maximo k movimentos que levam de « a 3, de acordo com a relacao de transicao J e sem

exceder o limite de espago S(n).
<k

A méquina deterministica M; codifica uma rotina SAV(a, 8, k) e determina se « M, 5.
<k
J& vimos, na Proposigao 3.4 e pelo Principio de Dirichlet, que se para algum £/, « M, G,

<
entdo existe k < d°™ tal que « M, 5, pelo que nos podemos restringir a inteiros nao

negativos nesse intervalo ([0,d%(™)]). Escrever k na base d requer entdo espaco limitado por

S(n). Para determinar se M aceita é suficiente monstar que start —>  accept, onde start
¢ a configuracao inicial e accept uma configuragao de aceitagdo (que podemos supor tnica).
A MT M constréi S(n) e depois chama SAV(start, accept, d(™). A subrotina é a seguinte

procedure SAV(a, 3, k)
if £ =0 then
if « = 3 then
return True
else
return False
else if k=1 then
if o 2, 5 then
return True
else
return False
else if £ > 2 then
for all v € A9 do > Percorrido por ordem lexicografica
if SAV(a, 7, [5]) e SAV(, B, |£]) then
return True
else

return False

<k
Podemos mostrar por indugao em k que SAV(a, 3, k) retorna True se e s6 se « M, 5. Cada

instanciagao de SAV requere uma pilha de activagao de tamanho S(n) para guardar «, 3, k e
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a varidvel local . Esta informacao pode ser guardada na fita em espaco limitado por S(n).
A profundidade da recursdo (numero de pilhas de activagio) é logy d5(™ = O(S(n)) (porque
em cada chamada recursiva o valor de k é dividido por 2). Portanto o espago total necessario
6 0(S(n)?). O

Corolario 3.4 PSPACE = NPSPACE.

Exemplo 3.2 Considera o sequinte problema ALLNFA

Instancia: Dado um autdmato finito nao deterministico (NFA) A = (Q,%,0,qo, F).
Questao: Decidir se L(A) = X*.

Nao se sabe se ALLNFA estd em NP ou coNP. Vamos considerar um algoritmo ndo deterministico
com complexidade linear em espaco que resolve o problema complementar, ALLNFAC. A ideia € a
sequinte: adivinha uma palavra que nao € aceite pelo NFA e usar espago linear (no tamanho de
A) para guardar os estados em que o NFA pode estar ao ler a palavra. Sendo n = |Q|, podia-se
determinizar o NFA, mas podiamos ter 2" estados. A solucdo serd gerar palavras de tamanho no
mdzimo 2™.
S <« {q} > Marcar o estado inicial
for all i € [1,2"] do
a < ESCOLHA(Y)

S < 0(S,a) > Mudar as marcas dos estados de acordo com o §
if SNF =0 then > Nenhum dos estados marcados marcados € final SUCESSO
INSUCESSO

Cada subconjunto S C Q pode ser guardado em espaco O(n); o contador i também pode ser guardado
em espago O(n). Isto mostra que ALLNFA® € NSPACE(n). Pelo Teorema de Savitch podemos
concluir que ALLNFA®, ALLNFA € PSPACE.

Temos também que NSPACE(logn) € DSPACE(log® n) e p.e NSPACE(2") C DSPACE(4").

Sabemos que
L € NL € P C NP C PSPACE = NPSPACE C EXP C NEXP,

e que L C PSPACE e P C EXP.

Para separar classes de complexidade, a técnica utilizada a seguir é a diagonalizacdo, usada para
mostrar que existem linguagens indecidiveis. Nestes casos, por uma raciocinio semelhante iremos
ver que nao poderao existir maquinas que decidam certas linguagens e com uma determinada

complexidade.
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EXPSPACE

NEXP coNEXP

PSPACE

Figura 3.1: Inclusao de Classes.

3.4 Teoremas de Separacao e Hierarquias de Complexidade

Serd que existe f(n) tal que qualquer linguagem recursiva L pertence a DTIME( f(n)) ou DSPACE(f(n))?
Iremos ver que nao, e se f(n) for construivel pequenas quantidades de tempo ou espago extra per-

mitem decidir mais linguagens.

Proposicao 3.6 Dada uma fungao recursiva (decidivel) total T'(n) existe uma linguagem recursiva

L tal que L ¢ DTIME(T'(n)) ou L ¢ DSPACE(T'(n)), respectivamente.

Dem. Iremos considerar apenas para o tempo, sendo andlogo para o espaco. O argumento é
baseado em diagonalizagdo. Sendo 7T'(n) recursiva total existe uma MT M que calcula T'(n)
e para para todos os dados. Vamos construir M’ que aceita uma linguagem em {0, 1}* que
é recursiva (decidivel) mas nao pertence a DTIME(T (n)). Seja x; € {0,1}* a i-ésima string,
na ordenacao lexicografica. Podemos ordenar todas as M'T’s com k-fitas num dado alfabeto,
considerando as suas funcoes de transicao como strings bindrias. Para isso podemos numerar
os estados (0 a |S|) e o alfabeto das fitas supondo que o alfabeto de entrada ¢ {0,1} (0,1,0,
>, X5, ..., Xm). A codificagdo em bindrio pode ser 0 — 0, 1 — 00, OJ — 000, > — 0000, e
X; +— 0" parai > 5). Tendo uma codificacdo para M podemos ter codificacdes arbitrariamente
grandes M considerando um nuimero arbitrario de 1’s antes da codificacao. Podemos entao

referirmo-nos a M; como a ¢-ésima M'T multifita. Seja
L = {x; | M; ndo aceita x; em T'(|z;|) passos}
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A linguagem L é recursiva porque pode ser reconhecida por uma MT que implemente o
seguinte algoritmo: com dados w de tamanho n, simula M com dados n e calcula T'(n).
Depois determina i tal que w = x;. O inteiro ¢ em bindrio é a codificacdo de uma MT
multifita M; (supomos que se i ndo corresponde a nenhuma codifica¢ao entao M; é uma MT
que nao se move). Simulamos M; com dados w durante T'(n) passos, aceitando se M; ou parar
sem aceitar ou executar mais do que T'(n) passos e nao aceitar. Podemos entao concluir que
L é recursiva. Para ver que L ¢ DTIME(T'(n)) suponhamos que L = L(M;) e Ty, (n) = T'(n).
Serd que x; € L7 Se sim, M; aceita x; em T'(n) passos com n = |x;|. Mas por defini¢ao de L
x; ¢ L, o que é uma contradicdo. Se x; ¢ L entdao M; nao aceita z;, e por definicao z; € L.
Nova contradigdo. Ambas as suposi¢oes levam a uma contradigao pelo que Th,(n) = T'(n)

tem de ser falso. O

Por defini¢ao temos que se f'(n) > f(n), para todo n, entdo DTIME(f(n)) € DTIME(f’(n)).
Se f(n) é recursiva total, pela Proposigao 3.6 sabemos que existe L linguagem recursiva que nao
pertence a DTIME(f(n)). Entao ird pertencer a DTIME(f/(n)) para algum f/'(n) > f(n). Entao

DTIME(f(n)) € DTIME(f'(n))

Temos entao uma hierarquia de classes de complexidade deterministicas em tempo. E o mesmo
acontece para a complexidade em espago e para as classes nao-deterministicas.

Vamos ver que para certas fungoes basta um pequeno incremento na taxa de crescimento.

Teorema 3.3 ([SHL65]) Seja S(n) espago-construivel. Eziste L € DSPACE(S(n)) tal que L ¢
DSPACE(S’(n)) para qualquer S'(n) = o(S(n)).

Dem. A demonstracao é por diagonalizacao. Seja My, M1,... uma enumeracao de MT’s com
alfabeto de entrada {0,1}, baseada numa codificagdo binéria, mas em que é permitido que
um qualquer prefixo de 1’s para admitir codificacoes arbitrariamente longas. Temos entao que
a representacao binaria de ¢ corresponde a uma maquina M; e caso essa representagao nao
possa corresponder a uma MT, M; é uma maquina que para imediatamente com quaisquer
dados. Construimos uma méaquina M que usa S(n) espago para quaisquer dados x de tamanho
n e nao coincide pelo menos num = com qualquer MT com complexidade em espago S’(n).

Com dados x de tamanho n, M faz o seguinte:

1. Marca S(n) células na fita: isso pode ser feito porque S é espago-construivel.

2. Simula M; com dados z, onde a representacao em bindrio de ¢ é x, nunca excedendo o

espago S(n) (que estd marcado).
Um dos seguintes casos ocorre:

i) Se existe espago suficiente para completar a simulacao e M; parar, entdao M faz o oposto:

se M; aceitar, rejeita e vice-versa.
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ii) Se M; nao parar entdao M nao para.

iii) Se a simulagao requerer mais de S(n) espago, M para e rejeita.

Temos que L(M) € DSPACE(S(n)). Todas as MT’s s@o simuladas para alguma string de
entrada de tamanho n, para n suficientemente grande. Se Syz(n) = o(S(n)), entdao para
dados x suficientemente grandes tal que x é a representacao em bindario de 7, M simula M;
com dados x e a simulacao terd espaco suficiente para terminar. Mesmo que o alfabeto de fita
de M; seja muito grande, por exemplo t = |I';|, a simulac@o requere [logt|Sy,(n). Para x
suficientemente grande temos [logt] Sy, (n) < S(n). Mas M e M; diferem com dados x, logo
L(M) # L(M;). Pela Proposicao 3.4c), podemos supor que M; péra sempre. Concluimos que
M difere em algum valor de entrada de todas as MT’s em o(S(n)). O

Podemos entao concluir que se S’'(n) = o(S(n)) e S'(n) < S(n), para todo o n, entao
DSPACE(S’(n)) € DSPACE(S(n)).

Contudo se S’(n) > S(n) é possivel que DSPACE(S’(n)) e DSPACE(S(n)) tenham ambas lingua-
gens que nao estao na outra.

Para a complexidade em tempo um factor extra de logT'(n) é necessario para a simulagao.

Teorema 3.4 ([HS65]) Seja T'(n) uma fungao tempo-construivel, em particular T'(n) > n. Existe
L € DTIME(T(n)) tal que L ¢ DTIME(T'(n)) para nenhum T'(n) tal que T'(n)logT’(n) =
o(T(n)).

Dem. Seguindo a demonstragao do Teorema 3.3, construimos uma MT M tal que Ty (n) = T'(n)
e que ird simular qualquer MT para algum valor dos dados. M considera os dados de entrada
x como a codificacao de uma MT M; onde x é a representacao binaria de i. M simula M;
com dados x. Pode acontecer que M; tenha mais fitas que M. Pela Proposicao 3.2, apenas
duas fitas sao necessarias para simular qualquer M; embora a simulacao implique um custo
multiplicativo de log T, (n). Do mesmo modo M; pode ter um alfabeto de fita grande que
terd se ser codificado num nimero fixo de simbolos, entdo a simulacao de T, (n) = 1" (n)
passos de M; pode requerer para M um tempo ¢I”(n)logT’(n), onde ¢ é uma constante que
depende de M;. Para garantir que a simulacdo de M; é feita em tempo limitado por T'(n),
M executa em simultéaneo os passos de uma MT que usa exactamente T'(n) passos em todos
os dados de tamanho n. Apés T'(n) passos, M para. M aceita x s6 se a simulagao de M;
estd completa e M; rejeita x. A codificacdo de M; é como no Teorema 3.3, portanto M;
admite codifica¢oes arbitrariamente grandes. Assim, se Ty, (n) = T"(n), existe uma string x

suficientemente grande para que
cT'(|z]) log T'(|z|) < T'(n)
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e a simulacdo serd completa. Neste caso, v € L(M) se e s6 se x ¢ L(M;). Entao L(M) #
L(M;), para toda a M; tal que L(M;) € DTIME(T'(n)). Assim, L(M) € DTIME(T(n)) \
DTIME(T'(n)), com T'(n)logT'(n) = o(T'(n)). O

Corolario 3.5
1. Para todo o k > 1, DTIME(n*) C DTIME(nF*1).
2. P C EXP.
3. L C PSPACE.

No entanto existe um gap em qualquer hierarquia de complexidade: existe uma funcao T'(n)
tal que DTIME(T (n)) = DTIME(27(). Isto é, T(n) é definida de modo a que nenhuma MT com
dados de tamanho n para entre T'(n) e 27" passos: ou para até T'(n) ou para depois de 27("
passos. Por outro lado, existem linguagens decidiveis para as quais existem MTs de complexidade
para arbitrariamente mais pequenas. Isto é, para qualquer funcao computével (e super-linear)
existe L tal que se L € DTIME(T'(n)) entao L € DTIME(T'(n)) e g(T"(n)) < T'(n). Por exemplo
se g(n) = 2" entao se L € DTIME(T'(n)) entao L € DTIME(\/T'(n)).

3.4.1 Hierarquias nao deterministicas
Para as classes de complexidade nao-deterministicas a técnica de padding permite obter resultados

de separagao. Vamos ilustrar mostrando a seguinte proposigao.

Proposigao 3.7 Para todon > 1,
NSPACE(n®) C NSPACE(n?).

Dem. Suponhamos por contradicio que NSPACE(n?) C NSPACE(n?). Iremos ver que entdo
NSPACE(n®) € NSPACE(n*). Seja M uma MTN que executa em espaco n°® e L = L(M).

Considere-se a linguagem:
5
L = {a#l?* =12l ¢z e L},

onde # nao ocorre no alfabeto de M. Seja M’ uma MTN que aceita dados da forma z#™ e

(i) verifica se m = \:U|% — |xl;

(ii) se sim, executa M com dados x, ignorando os #s.
Como M executa em espaco limitado por |z|> com dados x, M’ executa em espaco limitado
por:

5
2l = (ja])* = ot L,

e L' = L(M') € NSPACE(n*). Mas entdo L' € NSPACE(n?) e seja M” uma MTN com

Sy(n) =n3 e L' = L(M"). Podemos construir uma nova MTN M" para L que com dados

xT
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(i) concatena a x uma sequéncia de #s de comprimento |x\% — |z|;

(ii) executa M"” com a string resultante

Entao com dados z, M"" executa em espaco limitado por
5
ot P = (|al4)® = || 3 < Jal*

e L = L(M"). Entao, podemos concluir que NSPACE(n®) C NSPACE(n*). Repetindo o

raciocinio, podemos concluir que

NSPACE(n®) C NSPACE(n°)
NSPACE(n”) C NSPACE(nS).

Combinando estas inclusoes temos NSPACE(n”) C NSPACE(n?). Mas, entdo

NSPACE(n”) C NSPACE(n?®)
C DSPACE(n%) pelo Teorema de Savitch 3.2
C DSPACE(n")
C NSPACE(n"),

O que é uma contradicio. Logo, NSPACE(n?) C NSPACE(n*). O
Em geral pode-se mostrar os seguintes lema e teorema,

Lema 3.1 ([HU79a]) Sendo S(n), S'(n) e f(n) funcgées espago-construiveis, com S'(n) > n e
f(n) > n. Entdo
NSPACE(S(n)) € NSPACE(S'(n))

implica

NSPACE(S(f(n))) € NSPACE(S'(f(n))).
Teorema 3.5 ([Iba72], [Co073])
1. Para todo ¢ > 0,7 > 0, NSPACE(n") C NSPACE(n"+¢).
2. Se T(n+1) = o(T'(n)), entdo NTIME(T(n)) € NTIME(T"(n)).
Podemos concluir que
Corolario 3.6 NP C NEXP.

Uma méaquina de Turing nao deterministica calcula uma fungdo F' : ¥* — 3*, se com dados x
cada computacdo ou retorna a resposta correcta F(z) ou termina num estado s,,. Pelo menos uma
computagao tem de calcular F'(x) e se houverem outras computagoes calculem um valor esse valor
tem de ser F'(x).
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Teorema 3.6 (Immerman-Szelepcsényi)
Para S(n) > logn, NSPACE(S(n)) = coNSPACE(S(n)).

Dem. Suponhamos S(n) espago-construivel. A demonstragao baseia-se na ideia seguinte. Supo-
nhamos L C ¥* finita e pretende-se um teste nao deterministico para = € L. Seja | = |L|,
conhecido. Entao podemos testar se y ¢ L: Dado y € ¥*, adivinhar sucessivamente [ ele-
mentos distintos e verificando que sao todos diferentes de y e em L. Se o teste suceder,
y ¢ L. Nota que o teste pode falhar para algumas ”tentativas”mas isso é a esséncia do nao
determinismo. Temos o algoritmo nao-deterministico seguinte:

1+ 0
S+ 0
while i < [ do
x <—ESCOLHA(X*)
ifr¢ LVeeSVae=y then INSUCESSO
else
141+1
S+ Su{x}

SUCESSO

Seja M uma MTN com espago limitado por S(n). Vamos construir uma MTN N que aceita o
complementar de L(M). Suponhamos que temos uma codificagdo de M usando um alfabeto
A, com d = |A] e tal que qualquer configuragao com dados x de tamanho n é representado
por uma string de A5 Podemos supor que M quando quer aceitar, apaga as fitas, move
as cabegas para a esquerda e entra num unico estado de aceitacao: isto garante que existe
apenas uma configuracio de aceitacio accept € AS(™ para quaisquer dados de entrada de
tamanho n. Seja start € AS(" a configuracéo inicial para dados z, |z| = n: neste estado as

cabecas estao a esquerda e a fita de trabalho vazia.

Se M aceita x, entao existe um caminho de computagado para a configuracao de aceitacao de

tamanho no maximo d°™. Para m > 1, seja

<m
Ay ={a e AS™ | start 257 o}

com Ay = {start} e
M aceita x < accept € A s

A méaquina N comeca por marcar S(n) células na fita de trabalho. Depois calcula sucessiva-
mente |Agl, |A1|, ..., |Agse|. Temos |Ag| = 1. Suponhamos que |A,,| foi calculado e estd
escrito numa pista da fita de N. Como |A,,| < d%(, ocupa no maximo S(n) células. Para

calcular |A,, 11| escreve em ordem lexicografica cada § € A9, Para cada um determina
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se B € Apm+1: se sim incrementa o contador de uma unidade. O valor final do contador é
|Ap+1|. Para testar se f € A,,41, adivinha nao-deterministicamente os |A,,| elementos de
A,, por ordem lexicografica; verifica se a € A,, adivinhando um caminho de computagao
start —>§m « e para cada desses a se « M= 5. Se algum « verificar isso entdao 8 € Apy1;
se nenhum « o fizer entdo 8 ¢ Ay, 4+1. A computagao nao deterministica garante que embora
alguns ramos sejam de rejeicdo pelo menos um calcula o valor |A;,11|. Apds |A sm| ter
sido calculado, para testar se accept ¢ A;s(n) nao deterministicamente, adivinha os |A s |

elementos de A s em ordem lexicografica verificando que cada « adivinhado estd em A js(n)
<dsm)
adivinhando um caminho de computagao start — « e verificando que cada « é dife-

rente de accept.

A MTN N aceita o complemento de L(M) e pode ser construida para executar em espago

limitado por S(n).
O

Mais uma vez o teorema anterior corresponde a determinar a complexidade de um problema de

grafos.

Proposicao 3.8 Dado um grafo G = (V,E) e um ndé x o nimero de nds atingiveis de x em G

pode ser calculado por uma MTN em espaco limitado por logn.

Corolario 3.7 NPSPACE = coNPSPACE.

3.5 Limites do método de diagonalizagcao

No essencial o método de diagonalizagao consiste na simulacao de uma maquina de Turing por outra.
A simulagao ¢ feita de tal modo que a maquina que simula pode determinar o comportamento da
outra maquina e depois comporta-se de modo diferente. Suponhamos que davamos a estas maquinas
o mesmo oraculo. Assim sempre que a maquina simulada consulta o ordculo, o simulador também
pode consultar e portanto a simulagdo pode continuar como inicialmente. Assim qualquer teorema
provado usando diagonalizacao também serd valido se as maquinas tiverem o mesmo oraculo.

Em particular, se P # NP fosse demonstrado usando diagonalizacio também PC % NPC para
qualquer oraculo C.

O teorema seguinte mostra que existe A tal que P4 = NP4 pelo que a diagonalizacao nao pode

separar as duas classes. Também nao permite provar que P = NP porque existe um oraculo B tal
que PB £ NP5,

Teorema 3.7

1. Eziste um ordculo recursivo A tal que P4 = NPA.
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2. Existe um ordculo recursivo B tal que PP # NP5,

Dem. O oraculo A é ficil. Basta tomar A o problema QSAT (TQBF) ou outro qualquer problema
PSPACE-completo. Entao

PSPACE C PQSAT C NPQSAT C NPSPACEQSAT C NPSPACE C PSPACE

A primeira inclusdo verifica-se porque uma linguagem em PSPACE pode-se reduzir poli-
nomialmente a QSAT. A peniltima inclusao, porque em NPSPACE ndo necessitamos de

consultar o ordculo (isto é, podemos calcular as respostas a QSAT). Conclui-se entdo que
NPQSAT C PQSAT‘

Vamos agora construir o ordculo B. Ideia: B é tal que existe Lg € NPZ e garantidamente
precisa de pesquisa de forca bruta de tal forma que Lp nio pode estar em PE. A construcao

considera todas as mdquinas polinomiais com oraculo e garante que nenhuma decide Lp.

Suponhamos que ¥ é um alfabeto com pelo menos dois elementos. Seja C' C >* um oraculo
e seja
Le={zeX |y eyl =l|z[}

A linguagem Lo pode ser aceite por uma MTON N com oraculo C que opera do seguinte
modo. Com dados x, adivinha uma string y com o mesmo comprimento que x e consulta o
oraculo para determinar se y € C. Independentemente da classe do oriculo, é um algoritmo

nio determinfstico polinomial e portanto Lo € NPC.

Por diagonalizacio construi-se um ordculo B tal que Lp # O para toda a MTO polinomial
com ordculo. Isto é Ly € NPB \ PB. A ideia por trds da construcio é que uma MTO M
polinomial s6 tem tempo de fazer um ntmero polinomial de perguntas ao ordaculo mas existe
um numero exponencial de strings para cada comprimento n dos dados. Isto permite ajustar
o oraculo para incluir ou retirar strings nao consideradas por M, o que leva a que esteja
sempre errada. Seja My, M1, ... a lista de todas as MTO’s limitadas por tempo polinomial.
Suponhamos que cada M; tem um relégio e um parametro ¢ tal que M; para apds n® passos.
Entao para cada i, o limite temporal n¢ de M; é reconhecivel na descricao de M;. Construimos
um oraculo B como o limite duma sequéncia de aproximacoes finitas. Cada aproximagao By,

¢ uma funcao parcial f : ¥* — {0,1} com dominio finito tal que

1 sexeB
Bip(z) =0 sex¢ B

1 caso contrario

Temos que By C By 1 isto é By esta definido sempre que By, esta e se ambos estao definidos

tém o mesmo valor.
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Na construcao, o seguinte invariante verifica-se. Para cada By qualquer extensao total C' de

By, e para i < k existe um x tal que

M aceita x < ¢ Lo

)

< C nao contem elementos de comprimento |x| (3.1)

No estagio 0 temos By = L. Suponhamos que temos Bj. Consideramos My uma MTO tal
que Ty, (n) = n. Seja n maior que o comprimento de todos os elementos do dominio de B!

e suficientemente grande para que 2" > nc.
e Inicialmente By, = DBx.

e Simulamos M, com dados de tamanho n, p.e a™.

e Sempre que My se prepara para consultar o ordculo numa string y, se Bri1(y) # L,

devolve-se Byy1(y).
e Se Byy1(y) = L, define-se By1(y) = 0, e devolve-se o valor 0.

e A MTO Mj continua a execucdo e ou aceita ou rejeita

Ajustamos o ordculo de modo a que M, nao possa aceitar Lo, isto é garantidamente esté
errada na sua tentativa de aceitar Lo. Como My, corre em tempo n® < 2", existe pelo menos
uma string de tamanho n que nunca foi sujeita ao ordculo por My, e portanto Bjiq esta
ainda indefinido para essas strings. Se M}, aceitou, define-se By1(y) = 0, para todos os y de
tamanho n tal que Br11(y) = L. Se My rejeita, Bi+1(y) = 1. Estes ajustes nao afectam a

computagao de My com dados a”, porque nunca foram sujeitos ao oraculo.

Entao para qualquer fungao total C' que estende By tem-se que (3.1) se verifica isto é se
a™ € L(MF) entdo a" ¢ Lc. E se a™ ¢ L(My,) entdo a® € L. Entdo L(ME) # Le.

Se B for uma extensio total de todos os By, k > 0, entdo garantidamente L(MP) # Lp para
qualquer M. O

sto é possivel porque By é finito.
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Capitulo 4

Alternancia e PSPACE

Alternancia generaliza nao determinismo e é 1til para estabelecer relacoes entre classes de comple-
xidade e classificar problemas de acordo com a sua complexidade [CKS81]. Sendo outra medida de
complexidade permite estabelecer relacoes entre as complexidades de espaco e de tempo. Relaciona-

se também com conjuntos de formulas da légicas e estratégias ganhadores em jogos de tabuleiro.

Num processo nao deterministico existem pontos de escolha e segue-se um caminho de escolhas
aceitando se existe um caminho que leva a aceitacao. Isto pode ser visto como um sistema multipro-
cessador com um nuimero ilimitado de processadores potenciais. A maquina comega num processo
raiz na configuracao inicial. Calcula como uma MT normal até chegar a um ponto de escolha nao
deterministica. Nesse ponto bifurca em diversos processos independentes e espera a resposta de
um dos processos. Cada processo continua a execugao. E assim sucessivamente ao longo da arvore
de computacao. Se existirem m configuragoes a profundidade ¢ entdao havera m processos paralelos
independentes executando ao mesmo tempo no instante i. Quando um processo entra num estado
de aceitacao envia um 1 ao processo pai e termina. Se rejeita, envia um 0 e também termina. O
processo (pai) que estd suspenso quando recebe um 1, envia o 1 ao seu pai e termina. Se receber um
0, continua a espera que outro subprocesso termine. Se todos os subprocessos terminam com 0, ele
envia um 0 ao seu pai e termina. Os dados de entrada sao aceites se 1 for enviado ao processo raiz.
Isto este mecanismo corresponde a avaliacao légica de uma disjungao (V) das mensagens enviadas
pelos subprocessos num dado nivel (pelo menos um tem de enviar um 1). Assim podemos também
considerar o caso em que para se aceitar é necessario que todos subprocessos levem a aceitacao
o que equivale a avaliar a conjungao (A) de mensagens dos subprocessos (ver Figura 4.1). Uma
configuracao na arvore de computagao é V ou A consoante o estado é V ou A. O nome alternancia
tem haver com a alternancia de nés V e A. Podemos mesmo incluir também ndés — que invertem o

valor recebido.

Em termos de classes de complexidade iremos ver que tempo alternado é o mesmo que espago

deterministico e espaco alternado é exponencialmente maior que tempo deterministico
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Figura 4.1: Nao determinismo e alternancia

4.1 Maquinas de Turing Alternadas

Uma méquina de Turing alternada (MT A) é definida como uma MTN A = (S, %, T, s, A, 00, >, F)
acrescentando uma funcao ¢t : S — {V, A, =}. Esta fungao caracteriza o tipo dum estado: estado-
V, estado-A ou estado-—. Do mesmo modo classificam-se as configuragoes. Uma configuragao-—
tem de ter exactamente um sucessor. Os estados s, e s, podem ser dispensados convencionando
que os estados-A sem sucessores sao de aceitagao e os estados-V sem sucessores sao de rejeigao. Os
estados A correspondem a uma quantificagao universal e os estados V a uma existéncial.

A aceitagdo de uma MTA é definida em termos de uma etiquetagem indutiva da drvore de
computagao. Consideram-se duas ordens parciais no conjunto {0,1, L}, onde L representa a falta

de informagao ou nao terminagao (usada para computagoes infinitas):
1.0< 1L <1
2. L C0e L C1 (ordem de informagao)

As operagoes Booleanas estendem-se naturalmente a este conjunto:

o =<
[E I
e L
o ~r|O
o = = >
[
© F |
o o oo
S = =]
— - o

Em relacao a ordem 1, V dé o supremo e A o infimo. Etiquetamos a arvore de computacao com
0, 1 ou L. Seja C' o conjunto de configuracoes e « A, B, a,8€C. Sejal:C — {0,1, 1L} uma
etiquetagem. A relacdo C estende-se ponto a ponto a etiquetagens (I C ' & Va € C,l(a) C ().
Seja L o conjunto das etiquetagens. A estrutura (L,C) é uma ordem parcial completa (cpo) com
elemento minimo 1 () = L, para todo @ € C. Sabemos assim que todas as cadeias tem supremo

e que fungoes mondtonas tém pontos fixos minimos.
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Seja entao 7 : L — L a funcional

/\aiwl(ﬁ)’ se a é conf.-A

() () = V4 ,l(B).s¢ a é conf-v (4.1)

—l(B),se a é conf.-— e « 4, B.

Entao o ponto fixo minimo existe e é denotado por .. E o limite da cadeia Wl Tl C--- onde
l() =_le ll‘+1 = T(ll)

Definigao 4.1 (Aceitagcao duma MTA) Uma MTA A aceita x € ¥* se l.((start)) = 1 onde

start é a configuragao inicial com dados x. E rejeita se l,(start) = 0.

Lema 4.1 Toda a MTA com negacgoes pode ser simulada por uma MTA sem negacoes em custo

extra de espaco e tempo.

Dem. Dada uma MTA A, seja A" a sua maquina dual (isto é se t(¢) = A entdo t'(q) = V e vice-
versa. Pode-se mostrar por indugao que [;j(a) = —li(a) e portanto l,(a) = =l (a). Seja A”
uma MTA cujos estados sdo a uniao de disjunta de S e S’ e alterando a fungao de transigao
tal que se p é um estado — e (p,a),(q,b,d) é uma transigio de M (e p’ é um estado — e
(p',a),(q,b,d) é uma transicao de M'), torndmos p um estado A e p’ um estado V em M”
e substitui-se as transicoes (p,a), (¢,b,d) e (p',a), (¢, b,d) por (p,a),(q,b,d) e (p',a),(q,b,d)
em M". Todo o resto é o mesmo em M". Indutivamente prova-se que I (o) = —l}(¢/) = l;(a),
e portanto I () = =ll (o) = l(«). O

Exercicio 4.1.1 Termina a demonstracao do Lema 4.1.

4.2 Classes de Complexidade Alternadas

A complexidade em tempo e em espaco para uma MTA é calculado da mesma maneira que para

as MTN;, considerando o tempo (ou espago) maximo de qualquer caminho de computagao.

As classes de complexidade sdo:

ATIME(f(n)) = {L| L é decidivel por uma MTA A tal que T4(n) é O(f(n))}
ASPACE(f(n)) = {L | L é decidivel por uma MTA A tal que S4(n) é O(f(n))}
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Temos

AL = ASPACE(logn)

AP = | J ATIME(n*) = ATIME(n°")
k>1
APSPACE = | J ASPACE(n") = ASPACE(n°W)
k>1
AEXP = | JATIME(2") = ATIME(2""")

k>1

Exemplo 4.1 O problema TAUT

Instancia: Seja E uma expressao Booleana com conectivas negagao, disjuncdo e disjunc¢do, para

além de varidveis Booleanas
Questao: A expressao E € verdadeira para qualquer valorizacdo das varidveis?
¢ AP. Para tal considera o sequinte algoritmo alternado. Seja E uma expressdo Booleana,

1. Seleciona universalmente (ramificagio A) todas as valorizagoes de E, i.e, considerar todas as

valorizacoes.
2. Para cada valorizagao, avalia E
3. Se E avaliar para True, aceitar. Sendo, rejeitar.

O primeiro passo gera um ramo para cada valorizacao e so aceita se todos os ramos aceitarem

(computacio N). O sequndo e terceiro verificam uma valorizag¢ao particular.
Exercicio 4.2.1 Mostra que coNP C AP.

Exemplo 4.2 Considera o problema segquinte problema.

MinE

Instancia: Uma expressdo booleana E com literais num conjunto de varidveis U, constantes V e

F' e conectivas logicas V, N\, = e —

Questao: E € minimal, isto € nao existe uma expressao booleana E' com menos simbolos e tal que

E' € equivalente a E¢
Seja E uma expressdo Booleana e K € N.

1. Seleciona universalmente (ramificagcao A) todas as expressoes booleanas menores que E.
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2. Seleciona existencialmente (ramificagdo V) uma valoriza¢ao para E

3. Awvaliar E e E' para uma valorizagao.

4. Aceitar se as avaliagdes forem diferentes. Rejeitar se avaliam para o mesmo valor.

Podemos concluir que MinE estd em AP. Podemos também concluir que estd em 5. Porqué?

Teorema 4.1 Seja T'(n) > n e S(n) > n (construiveis).

i) ATIME(T(n)) € DSPACE(T(n))

ii) DSPACE(S(n)) C ATIME(S(n)?)

iii) ASPACE(S(n)) € DTIME(20(5())

iv) DTIME(T'(n)) € ASPACE(log T'(n))

Dem.

i)

ii)

Semelhante a da Proposigao 3.51). Seja M uma MTA com complexidade T'(n). Uma MT
M’simula M com dados x, construindo primeiro 7'(n) e depois considerando a primeira

configuracao de M, start.

Fazer uma descida em profundidade da arvore de computacao de uma MTA limitada em
tempo por T'(n), tendo cada né uma configuracao « e calculando as etiquetas Booleanas

l«(a) em pds ordem.

A l(B),se a é conf.-A

aiﬁo’
L(a) =SV 4 1(B),se aéconf-Vv (4.2)

a—f

=l (B),se a é conf.-— e v N B.

A méquina M’ aceita se li(start) = 1. A posi¢ao na drvore de computagiao da confi-
guracao corrente o pode ser representada por uma string binaria de tamanho no maximo

T'(n) e em cada momento sé essa posicao e a SA0 necessarios.

E uma versio alternada (paralela) do Teorema de Savitch. Podemos até considerar um
resultado mais forte NSPACE(S(n)) € ATIME(S(n)?). Seja M uma MTN com espaco

limitado por S(n) e PARSAV(q, 8, k) uma rotina paralela recursiva que determina se

o M, 5. Se k = 0 verifica se a = e se k = 1 verifica se existe uma transicao tal
que « M, B. Se k > 2, adivinha nao deterministicamente, usando ramificacdo V um
v € AS™M)_ TIsto pode ser feito em tempo S(n) e sdo gerados 25(" processos independentes
e paralelos, cada um com - diferente. O processo para um dado ~ verifica em paralelo
se PARSAV(a, 7, [£7) e PARSAV(«, 7, | 4]) usando ramificacio A. Pode-se verificar que

este processo alternado pode ser implementado em tempo S(n)?.
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iii) Seja A uma MTA com S4(n) = S(n). Construir uma MT M’. Podemos escrever
na fita todas as configuragoes que gastam no méximo espago S(n) (existem 23(”)) e
calcular [, indutivamente. Comecamos por etiquetar todas as configuragoes com L. Isto
define a etiquetagem ly. Suponhamos que ja calculamos ;. Percorre-se a fita calculando
7(l;) = li11. Isto demora 25", Quando néo houver mudancas atingimos o ponto fixo de

7, logo .. H4 no méximo 2°0(5(") passagens todas demorando 20(5(") . Logo o tempo
6 20(8(n))

iv) (Ver mais tarde)

0

Corolario 4.1
ATIME(T(n)°V) = DSPACE(T(n)°W)
ASPACE(S(n)) = DTIME(25(™)

Tendo as inclusoes

L € P C PSPACE C EXP C EXPSPACE

podemos concluir que na complexidade alternada a um deslocamento para a direita dado que
AL = P, AP = PSPACE, APSPACE = EXP, AEXP = EXPSPACE, ....

4.3 PSPACE e Completude

O problema seguinte generaliza o problema QSAT;.

QSAT ou TQBF

Instancia: Seja uma férmula Booleana quantificada

Q171Q222Q323 - - - Qnn.0(z1, ..., Zy),

onde cada Q); = V ou @; = d, e z; é uma varidvel Booleana e ¢ é uma expressao Booleana

envolvendo os x;.

Questao: A férmula ¢ é verdade? Isto é, existem valorizagbes das varidveis Booleanas que a

satisfacam?

Contém SAT como sub-problema considerando s6 quantificadores existénciais e ¢ em forma
normal conjuntiva. Contém TAUT, considerando s6 quantificadores universais. E equivalente a

supor que ¢ estd em forma normal conjuntiva e que os ; alternam estritamente entre 3 e V.
Teorema 4.2 QSAT é PSPACE-completo.
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Dem. Alternativamente podemos mostrar que QSAT é AP-completo. Comegamos por mostrar que
estd em AP. Basta considerar que a etiquetagem da arvore de computacao substituindo 3 por
V eV por A, corresponde a determinar o valor légico de uma férmula Booleana quantificada.
E isso pode-se fazer em espago linear alternado. Do mesmo modo para mostrar, directamente

que esta em PSPACE basta considerar o seguinte algoritmo

procedure T'(1))
if 1 nao tem quantificadores then > s6 tem constantes
if a avaliacao de 1) é 1 then
return True
else
return False
if ¢ = dzp then
if T'(p[z/0]) V T(¢[x/1]) then
return True
else
return False
else if ¢ = Vzp then
if T(¢[x/0]) AT (p[z/1]) then
return True
else

return False

A profundidade das chamadas recursivas é no maximo igual ao niimero de varidveis e em cada

nivel s6 o valor de uma varidvel é guardado. O algoritmo 1" executa em espago linear.

Falta mostrar que é PSPACE-hard. Seja L € PSPACE. Podemos supor que L € {0,1}*.
Temos que ter uma redugao polinomial de L a QSAT. Seja A uma MTA que reconhece L
em tempo limitado por n¢. Podemos assumir que A nao tem estados — e que a alternancia é
estrita introduzindo estados V ou A. Seja x = x1...x,. A arvore de computagdao com dados
x tem profundidade no maximo n¢ e cada caminho é especificado por uma string binaria
y de comprimento n¢. Como no Teorema de Cook-Levin podemos construir uma férmula
Oo(X1,..., X5, Y1, ..., Yye) que vale 1 para uma instanciacao de x e y das varidveis X e Y se e
s6 se o caminho de computacao de A com dados z especificado por y leva a aceitagdo. Entao

A aceita z se e s6 se é verdadeira a férmula

3Y1VY2 e anYnch(lj, ey L, Yl, ey Ync>

A alternancia de quantificadores reflecte exactamente a configuragoes V e A na arvore de

computagao. [
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Exercicio 4.3.1 Mostrar que QSAT é PSPACE-hard usando para L. € PSPACE uma MT determi-

nistica que executa em espago polinomial. Concluir a utilidade de méquinas alternadas.

4.3.1 Complexidade de Jogos

Um jogo perfeito de 2 pessoas é um grafo G = (B, M) e um né especial inicial s € B, com M C Bx B
especificando os movimentos legais do jogo. O jogo comeca com sy = s e os jogadores alternam sendo
o primeiro jogador o jogador 1. O jogador 1 escolhe s; € B tal que (sg, s1) € M, o jogador 2 escolhe
s9 € B tal que (s1,s2) € M, etc.. Um jogador ganha se o outro ndo pode jogar. Exemplos de jogos
sao o Xadrez, Damas, Go, etc. Por exemplo para o Xadrez, B = {posigdes do tabuleiro} x {b, p},
onde b (p) representa as brancas (pretas, respectivamente) e s é a configuragao inicial do tabuleiro
e b. A relacdo M codifica as regras do jogo.

Geografia é um jogo de criancas jogado em inglés em que os jogadores alternam em dizer nomes
de cidades. O jogador 1 escolhe uma cidade. A partir dai cada jogador tem de dizer o nome duma
cidade cujo nome comeca com a mesma letra que o nome da cidade anterior termina. Uma cidade
sé pode ser referida no maximo uma vez.

Os elementos de B sao pares (X,Y) onde X é um conjunto de cidades e Y é um conjunto de le-
tras. O estado inicial é conjunto de todos as cidadesxtodas as letras. Um movimento ((A, B), (4’, B")) €
M se A" = A\ {c} para alguma cidade de nome ¢ tal que o seu nome comega por uma letra em B,
e B’ = {a} onde a é a letra que termina o nome c.

Designamos por MOVE(z, y) a férmula (z,y) € M, CHECKMATE(y) = Vu—MOVE(y, u) e
WIN(z) = 3Jy(MOVE(zx,y) A (CHECKMATE(y) V Vz(MOVE(y, 2) — WIN(z)))
onde WIN(z) é a menor ponto fixo da fun¢ao monétona 7 definida por:
T(p)(z) = TJy(MOVE(z,y) A (CHECKMATE(y) V Vz(MOVE(y, z) — ¢(2)))
Podemos ainda simplificar
WIN(z) = 3Jy(MOVE(z,y) A Vz(MOVE(y, z) — WIN(2)))

Diz-se que o jogador que fizer o movimento = tem uma estratégia ganhadora (ou forced win).
Pretende-se estudar a complexidade de decidir se o jogador 1 ganha. Porque a complexidade é uma
andlise assimptdtica temos de admitir jogos arbitrariamente grandes (por exemplo um tabuleiro de
xadrez de dimensao n X n)

O jogo da Geografia pode ser generalizado. Seja GG dado por (C,E,s)onde EC CxCeseC,
estado inicial. Em etapas pares, o jogador 1 move um token de sy; para s9;11 adjacente a so; e
em etapas impares o o jogador 2 move um token de sg;11 para So;42 adjacente a S9;4+1. Nenhum
jogador pode mover o token para um vértice ja visitado. Um jogador ganha forcando o oponente

para uma posicao da qual nao hd movimento legal. Formalmente, temos o problema

GG

100



Instancia: Dado (C,E,s), ECCxCeseC(C.

Questao: O jogador 1 tem uma estratégia ganhadora?
Teorema 4.3 GG ¢ PSPACE-completo.

Dem. Seja A uma MTA que opera em tempo polinomial. Marcar o vertice sg = s como visitado

e iterar a rotina seguinte:
1. Selecionar existencialmente (nao-deterministicamente), usando uma ramificagdo V um
movimento s; para o jogador 1.
2. Mover o token para essa posicao e marcar s; como visitado.
3. Universalmente (ramificacao A) considerar todos os possiveis movimentos do jogador 2.

4. Cada novo subprocesso move o token para uma das possiveis posigdes so € marca como

visitada.

5. Selecionar existencialmente (nao-deterministicamente) uma posicao a partir de sq, e

repetir os passos anteriores alternando os jogadores.

6. Se é o jogador 1 a jogar e nao existe um movimento legal seguinte, parar e enviar 0

(insucesso) ao processo pai.
7. Se é o jogador 2 a jogar e nao hd nenhum movimento seguinte valido entao parar e enviar
1 (sucesso).
Cada caminho de computacao termina ap6s no méaximo |C| passos, porque pelo menos um
vértice é marcado como visitado em cada passo.

Isto mostra que GG € AP, logo em PSPACE.

Para mostrar que é completo reduzimos polinomialmente QSAT a GG. Seja ¢ uma férmula
Booleana quantificada. Queremos construir uma instancia de GG tal que o jogador 1 tem
uma estratégia ganhadora se e sé se ¢ for verdade. Podemos supor que ¢ tem um prefixo de
quantificadores alternados entre 4 e V em nimero par e comegados com d, seguido de uma

férmula em forma normal conjuntiva:
dxVag - -Varuep A+ A e,

onde cada ¢; = Iy, V --- VI, é uma cldusula com [;, um literal. Construimos uma instancia

de GG da seguinte forma:

i) Para cada i, 1 <i < n criar quatro vértices z;, T;, u;, v;. Temos arcos de u; para z; e T;

e de x; e x; para v;.

ii) Inserimos um arco de v; para u;y1, 1 <i<n-—1
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iii) Criamos um vértice para cada cldusula ¢; e um arco de v, para ci,...,Cp.
iv) Inserimos um arco de ¢; para um literal [ se [ ocorre em c;

v) O vértice inicial é u;.

Temos
C = {;,T,u;,v; |1 <i<n}U{¢ |1<j<m}
E = {(u, i), (ui, T5), (w3, 0:), (Ti, i) [ 1 < i <mfU{(vi,ui41) |1 <i<n—1}
U{(vn, i) |1 <G <mPU{(c),lf) [ 1y € cs}
S = Ul

Por exemplo para a férmula 3x1Vxo(z1 Vae) A(Z1VT2) constréi a correspondente instancia de
GG. Os primeiros movimentos do jogo sao feitos nas partes i) e ii) e escolhem uma valorizacao
para as variaveis. Os valores das varidveis impares sao jogadas do jogador 1 e as pares do
jogador 2. A cada literal escolhido é atribuido o valor 0. Os 1ltimos dois passos sao jogados
nas partes iii) e iv). Aqui o jogador 2 tem de escolher uma cldusula. O jogador 2 quer fazer a
férmula falsa, portanto se houver uma clausula falsa, o jogador 2 escolhe essa clausula. Nesse
caso o jogador 1 nao tem movimento porque todos os literais atingiveis da cldusula sao falsos,
o que significa que ja foram visitados. Por outro lado, se todas as clausulas forem verdadeiras,
entao cada uma tem de conter um literal verdadeiro. Sendo assim, independentemente do que
o jogador 2 escolher, o jogador 1 terd um movimento seguinte, a seguir ao qual o jogador 2
estard bloqueado. Entao o jogador 1 ganha se e s6 se a valorizacao escolhida satisfaz a parte

sem quantificadores da formula.

0

4.3.2 Relagao com a hierarquia polinomial PH

A hierarquia polinomial pode ser definida usando alternancia. Comecamos por definir MTAs ¥y
e M. Uma MTA — ¥ nao tem negagoes, para quaisquer dados de entrada faz no méximo k
alternancias de configuragoes V e A ao longo de qualquer caminho, comecando com V. Do mesmo

modo se define uma maéaquina Iy, comecando com A. Formalmente

Definicao 4.2 Uma MTA — ¥ € uma MTA tal que para quaisquer dados, qualquer computacdo

pode ser dividida em intervalos contiguos tal que
i) em qualquer intervalo todas as configuragoes sao ou todas V ou todas N
it) existem mno mdzximo k intervalos

ii1) o primeiro intervalo sao configuragoes \/
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Uma MTA — Ny define-se de modo semelhante sé que em iii) sdo configuragoes N.

Uma maquina X1 é uma MTN e por convencao as maquina X g e g sao MT’s.

Definimos as classes de complexidade,

AT = {L(A)|Aéuma MTA— ¥, tal que Ta(n) = O(n°W)}
AMP = {L(A)| A éuma MTA — M, tal que Ta(n) = O(n°M)}

Entao AL} = NP, A} = coNP e AX{ = AM§ = P.

Lema 4.2
AMP = coAXP = {L°|L € ATP}
ATPUAMY C AZD  NAME,,
| JAZ? = [ JAN} < PSPACE
k k

Exercicio 4.3.2 Demonstra o Lema 4.2.

O teorema seguinte relaciona estas classes com a hierarquia polinomial.

Teorema 4.4 Para todo o k > 1, AZE = ZE.

Dem. Por indu¢éo em k. Para k =1 é imediato. ¥ = NP = AY}. Suponhamos que AX} =¥} e

vamos mostrar que AXp ;=3P .

D Suponhamos que temos A uma MTA-Y,1 que executa em tempo n® e L = L(A).
Queremos mostrar que L € NP>k, Suponhamos que as configuragoes de A sdo codificadas
como strings sobre um alfabeto finito A dum modo razodvel. Podemos assumir que
todas as configuragdes atingiveis da configuracao inicial (start) com quaisquer dados z,

~ . c .
|x| = n, s@o representadas como strings em A™ . Considere-se
C

c n
D = {ae€ A" | a configuracao-A, |a| = nc, «a SLN accept}

onde accept é uma configuracao de aceitacao e % indica uma sequéncia de passos que
comegam com um intervalo de configuragoes A. Determinar se & € D pode ser feito por
uma MTA — Ty limitada em tempo polinomial simulando A comecando em «. Assim
D € AT, logo D¢ € AX}. Mais ainda, A aceita z se e s se existe um caminho de
computacao conduzindo da configuracao inicial através de configuragoes-V até algum
a € D. Entao, usando a hipdétese de inducao, L pode ser aceite por uma MTON
limitada em tempo polinomial com oraculo D¢ que com dados x adivinha um caminho
de computacao start s ae depois consulta o ordculo para verificar se o € D. Se a

resposta for sim entao o ¢ D.
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C Suponhamos que temos uma MTON O com ordculo L' € X} com Tp(n) = O(n°) e

p
k+1-

A que trabalha da seguinte maneira. Com dados z, A comega por simular O com

seja L = L(O). Queremos mostrar que L € AL Construimos uma MTA — ¥y
dados x, excepto quando O quer consultar o oraculo para uma dada string y. Nestes
casos, A nao deterministicamente adivinha uma resposta do ordculo (se y estd em L'
ou nao) e recorda y e a resposta. Continua a simulacao até O chegar a um estado de
aceitagao ou rejeicdo o que tem de acontecer em tempo n¢. Se O rejeitar, A também
rejeita. Se O aceitar, A tem de verificar que as respostas adivinhadas pelo ordculo estdao
correctas. Até agora a arvore de computacao de A é semelhante & de O, excepto que em
cada pergunta ao ordculo, A tem uma ramificagdo (V) nao deterministica para as duas
possiveis respostas do ordculo. Até este ponto A s6 executou ramificagoes existenciais
(V). Em cada folha da arvore de computagao, existe um processo com uma lista de
perguntas ao ordculo e as respostas adivinhadas que precisam de ser verificadas. As
listas podem ser diferentes para caminhos de computagao diferentes, porque perguntas
posteriores dependem de respostas dadas a perguntas feitas mais cedo, mas todas as
listas tém no maximo comprimento n¢. Assim cada processo tem uma lista yi,...,Ym
de perguntas ao oraculo cuja resposta do oraculo foi sim e uma lista z1,..., 2 para as

quais a resposta foi nao.

O comprimento total combinado os y; e dos z; concatenados nao pode exceder n® porque
O teve de os escrever a todos na fita de ordculo. A méquina A tem agora de verificar
com uma computacdo Y41 em tempo polinomial que y; € L', paral <i<mez; ¢ L',
para 1 < j < [. Esta computagdo Xj11 combinada com a computagao ¥; ja efectuada
é ainda uma computagao Xx1. Reduzimos o problema a mostrar que para L' € ZE a

linguagem

{n#t - Hym#Fa# - #a| yie L/, 1<i<m, z;¢ L' /1 <j<l}

‘ P
estda em Azk+1'

Cada advinha y; € L' pode ser verificada com uma computagao ¥ e cada adivinha
z; ¢ L' com uma computacao ITj. Mas ndo podemos gerar uma ramificagao A com todas
estas verificagdes (m + 1) porque terfamos uma computagao I, . Uma computacao Xy
para determinar se y; € L' é da forma Vi Ag -+ Ag (F1V2---Vk). Mas como temos m
varidveis temos que fazer primeiro uma ramificagdo A (V). Por isso, vamos poder tornar

1 (31) desnecessério considerando ”skolemizagao” que permite eliminar quantificadores
existenciais transformando varidveis existenciais em fungoes de varidveis universais (ver
abaixo). Seja n¢ o limite temporal da MTA — %) para L'. Nao deterministicamente
adivinhar as strings bindrias ws, ..., w.,, de tamanho n?. Isto pode ser feito em tempo
mn? < nt?. Estas strings irfio guiar a primeira etapa de adivinhas existenciais nas

computagoes ) para verificar se y; € L' (isto é, 31 acima). Fazemos uma ramificagdo
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A com (m + ) processos cada um correspondendo a um y; ou a um z;. Para ji a
computacao é Xy. Para cada pergunta negativa z;, verificamos se z; ¢ L’ usando uma
computacao II; para L’°. Esta computacao combinada com a Y9 d4 uma computacao
Yk+1. Para cada pergunta positiva y;, simulamos a computagio X para L' mas usamos
a adivinha w; para direcionar o primeiro nivel de de ramificacoes existenciais, e assim
fazendo o primeiro nivel deterministico. A computacao restante é 1I;_1, pelo que o total

¢ também uma computagao X4 1.

A skolemizacao, consiste na equivaléncia
(Vi e AJw € By(i,w)) < (3f : A— BVYie Ap(i, f(1))).

O que também pode ser visto como uma generalizagao da distributividade da conjuncao em
relagdo a disjuncao: (aVb)A(cVd) = (aNc)V(aNnd)V (bAc)V (bAd). Normalmente isto leva
a uma explosao exponencial da férmula, pois se |[A| = m e |B| = r, entdo |[A — B| = r™.
Mas aqui nio ¢ o caso: A ={1,...,m}, B ={0,1}" com m < n. Logo |A| < n, |B| = 2"
e |[A — B| = (2n")"° = 2n**",

O
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Capitulo 5

L e NL

Complexidades de espaco sublineares sao possiveis porque as maquinas de Turing tém uma fita de

leitura e outra de escrita cujo espago nao é contabilizado.

5.1 Transdutores em espaco log

Antes de formalizarmos melhor este conceito, vamos ver exemplos de problemas/linguagens nas
classes L = DSPACE(logn) e NL = NSPACE(logn)

Exemplo 5.1 A linguagem L = {a"b* | k > 0} estd em L. Habitualmente constrdi-se uma MT que
alternadamente corta um a e um b. Assim a complexidade € linear porque tem de se saber quais 0s
sitmbolos jd cortados e nao se pode escrever na fita de leitura. No entanto, pode passar a executar
em espaco logaritmico se se considerarem dois contadores na fita de trabalho: um conta o numero
de as e separadamente outro conta o numero de bs em bindrio. Portanto o algoritmo executa em
O(logn).

Exemplo 5.2 REACHABILITY € NL, onde

REACHABILITY
Instancia: Dado um digrafo G = (V,E), x,y € V.
Questao: FEriste uma caminho de x para y ¥

Uma MTN limitada em espaco logaritmico comec¢a em x e nao deterministicamente adivinha os
passos de x para y. A mdquina apenas guarda a localizagdo do nd corrente. O né segquinte é
escolhido nao deterministicamente entre os que estao ligados ao corrente. Repete-se o procedimento

até chegar a y e aceitar ou até terem sido feitos m = |V| passos e rejeitar.

Defini¢ao 5.1 Um transdutor em espaco logaritmico (ou log), TL, é uma mdquina de Turing de-
terministica total com escrita limitada em espago logaritmico, M = (S, 2, T, A, >, <,00, 0, 5y, Sn, So)-

Tem
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o uma fita de leitura com 2-sentidos, inicialmente com os dados.
o uma fita de leitura/escrita com 2-sentidos com O(logn)) células, inicialmente com brancos.

e uma fita de escrita sé com 1 sentido (esquerda para a direita), inicialmente com brancos.

A maéaquina comeca com todas as cabecas posicionadas no extremo esquerdo. Os dados x estao
escritos entre os marcadores > e <1 e a cabega de leitura nunca passa os marcadores. Funciona
como uma MT lendo os simbolos da fita de leitura, escrevendo na fita de trabalho e ocasionalmente
entra um estado especial (s,) que causa a escrita de um simbolo de A na fita de escrita e avanca
uma célula para a direita. Quando parar (o que se assume que acontece sempre) a string de A*
escrita na fita de escrita é o valor da fungéao calculada pelo transdutor com dados x. S6 é contado

o espaco da fita de trabalho.

Definicao 5.2 Uma funcdo o : X* — A* é computdvel em espaco logaritmico se € calculdvel por

um transdutor log.

O resultado de um transdutor log tem tamanho limitado polinomialmente no tamanho dos
dados. Isto é, para qualquer o : ¥* — A* computédvel em espago logaritmico IdVx € ¥*, |o(x)| <
\az|d. Isto porque um TL sé pode emitir um simbolo por cada passo e s6 pode executar um niimero
de passos polinomial. Caso executasse um ntimero de passos exponencial, 2", entao tinha de repetir
alguma configuragdo e entrava num ciclo infinito, e nao parava.

Para codificar um problema noutro podemos definir uma nova relagao de reducao calculada por

um transdutor log.

Definigao 5.3 Seja L C X* e L' C A*. Dizemos que L Si%g L', i.e L reduz-se em espaco
logaritmico a L' se existe uma funcao computdvel em espaco logaritmico o : X* — A* tal que para
todo x € ¥*:

relso(x)el.

Lema 5.1 A relacdo S}%g é transitiva.

Dem. Sejam L; C ¥, para 1 < i < 3, e Ly <los 1.6y < s Temos que mostrar que
Ly gl;;g Ls. A demonstragdo nao é trivial porque temos de garantir que a composigao é
calculada em espaco logaritmico. Seja f: X7 — X5 e g : ¥5 — X3 as redugodes (em espago)
logaritmicas entre Ly e Lo, e Lo e L3, respectivamente. Suponhamos ainda que M e N sao

transdutores logaritmicos que calculam f e g respectivamente.

Para z € X7, sabemos que |f(z)| é polinomial em = mas temos que mostrar que g(f(x)) é
uma reducao logaritmica. Para calcular ¢g(f(z)) simula-se a computacao de N com dados
f(z), mas f(x) é dado a N simbolo a simbolo. Quando N quer ler o i-ésimo simbolo dos

seus dados, o numero ¢ é dado a uma subrotina que simula M com dados x desde o inicio,
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contando e nao escrevendo nenhum simbolo de saida até chegar ao i-ésimo. S6 é necessario

espago suficiente para guardar as fitas de N e M e um contador até |f(x)|. O
Lema 5.2 Para ACX*, AcL seesése A <w& {1}, onde {1} C {0,1}.

Dem. Decidir se € A corresponde a uma reducao o : ¥* — {0,1} tal que x € A se e sé se
o(xz) = 1. Um algoritmo de decisdo em espagco logaritmico para x € A é uma redugao de A a

um conjunto de dois elementos. [
Lema 5.3 Se A <% BeBc L, entdo A € L.
Dem. Pelo Lema 5.2, B <8 {1} e pela transitividade também A <pg {1}. O
Lema 5.4 Se A <% B entio A <P, B.

Dem. Como ja vimos um transdutor em espaco logaritmico sé pode executar no maximo em

tempo polinomial. [

~ ~ lo , . . .
Nao se sabe se a relacao Smg é estritamente mais forte que S%, mas na maior parte dos

lo
resultados em que se usou <h, podemos usar <p;° .

5.2 Completude

Uma linguagem L € ¥* diz-se <I%® _hard para a classe de complexidade C, se L' <108 L, para
todo L' € C. Como anteriormente, L é tao dificil como qualquer problema de decisao em C, porque

pode codificar qualquer problema em C. Uma linguagem diz-se S%%g -completa para C se
i) Lé <log pard para C
ii) LeC

Teorema 5.1 REACHABILITY é <% -completo para NL.

Dem. Ja vimos que REACHABILITY € NL. Falta ver que é <1 _hard para NL. Seja A € NL
e suponhamos que M é uma MTN limitada em espago logaritmico. Com dados z, vamos
considerar o digrafo das configuragdes Gy = (V,E) onde a € V é uma configuragao, e
(o, 8) € E'se M, 5. Podemos supor que start é a configuracao inicial e que existe uma sé
configuragao de aceitagdo accept (fazendo M apagar a fita de trabalho e mover as cabegas
para a esquerda antes de aceitar). Entao, M aceita x se e sé se existe um caminho entre start
e accept em G 7. Cada configuracdo pode ser representada por um tuplo (s, i, w,y), onde s é
o estado corrente, ¢ a posicao da cabeca da fita de leitura e w e y o contéudo da fita de trabalho

(com a posi¢ao da cabega no primeiro simbolo de y). Se os dados x tiverem tamanho n toda
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esta informacgao pode ser representada por uma string de tamanho logn sobre um alfabeto
A de tamanho d. Temos entdo V = Al%8" ¢ |[V| = d'°8" = nloed  Falta ver que este grafo
pode ser produzido por um transdutor log com dados x. O transdutor primeiro escreve o
conjunto dos vértices Al°8™: marca logn células na fita de trabalho e depois gera as strings
de Al°8™ por ordem lexicogréfica escrevendo-as na fita de saida. Para as arestas escreve todos
os pares (o, ) em ordem lexicogrifica. Para cada par, verifica se codificam uma configuragao
ese a L B com dados x. Para tal tem de ver o i-ésimo simbolo de x, sendo i a posicdao da
cabega da fita de leitura. Se sim, escreve («, 3). Finalmente, escreve as configuragoes start e
accept. Embora (V| E, start, accept) tenha comprimento polinomial, s6 espago logaritmico
foi usado para o produzir, porque no maximo existem duas configuragoes de M escritas na
fita de trabalho ao mesmo tempo. Entao a transformagao x — (V, E, start, accept) é uma
reducdo em espaco logaritmico de A a REACHABILITY. O

Corolario 5.1 REACHABILITY € L se e s6 se L = NL.

Exercicio 5.2.1 Mostra que NL C P.

Resolugao |

5.2.1] Uma mdaquina que usa espago S(n) executa em tempo n2005(M)  Em particular um

transdutor logaritmico executa em tempo polinomial. Assim uma linguagem A € NL pode-se

reduzir em tempo polinomial a REACHBILITY, que é um problema em P.

No entanto se se considerar grafos nao dirigidos o problema estd em L, mas isto apenas foi

conseguido em 2005.

Teorema 5.2 ([Rei05]) UCONN

Instancia: Dado um grafo G = (V,E), z,y € V.

Questao: FEziste uma caminho de x para y?

UCONN € L.

5.3 Circuitos Booleanos

As fungdes Booleanas f : {0,1}" — 0,1 podem ser representadas por circuitos Booleanos que

correspondem a digrafos aciclicos onde os nés sdo operagoes logicas e as varidveis (e as constantes)

nds com grau de entrada zero. A saida é o né com grau da saida zero. Em especial podemos

considerar circuitos sem varidaveis, s6 com constantes. Se um circuito tiver mais que uma saida

corresponde a véarias fungoes Booleanas (uma por cada saida). Na Figura 5.3 estao representadas

as portas A e V com grau de entrada 2 (fan-in) e grau de saida (fan-out) 1, e a porta = com grau
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inputs
outputs
AND OR NOT

Figura 5.1: Portas légicas dum circuito

de entrada 1. As arestas (ligagoes) do grafo (circuito) podem considera-se etiquetadas com o valor
0 ou o valor 1.

O tamanho de um circuito C, é o seu numero de vértices, e representa-se por |C|.

Com dados = € {0,1}" o valor do circuito C(x) é calculado da maneira natural avaliando as

operagoes légicas.

Exemplo 5.3 A funcao paridade,, : {0,1}" — {0,1} tem o valor 1 se o nimero de 1s nos dados

de entrada x € {0,1}" € impar. O circuito sequinte calcula a fun¢ao para n = 4.

Podemos também representar circuitos por programas sé com atribuigoes (sem ciclos nem outras

instrugoes de controlo) chamados straight line.

Definicao 5.4 Um circuito Booleano é um programa com uwm numero finito de atribuicoes da

forma
P =0,
Po= 1,
P, = P;\NPy, j, k<,
P = PjVP, jk<i
Po= =P, §, <1,
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onde cada P; aparece do lado esquerdo de uma atribuicao exactamente uma vez. Pretende-se calcular
o valor P,, onde n é o indice mdzimo. Podemos considerar também instrugoes da forma P; := x;

ond x; € um dos valores de entrada do circuito.

Exemplo 5.4 A func¢ao paridade, tem o seguinte programa com dados x1 e x

P = —xy,
Py = -,
Py = P Ao,
Py = 21 APy,
P = P3V Py

Exercicio 5.3.1 Desenha o circuito correspondente a este programa:

P o= 1,

P, = 0,

Py = 0,

Py = PAPy,
Ps = Py,

Ps = P,V P;,
P = PsAPs.

Exercicio 5.3.2 Constrdi um circuito que permita adicionar dois bits (half-adder) que corresponde
a duas fungoes booleanas (o valor da adigdo e o transporte). Constrdi com esse circuito um que

permit adicionar dois inteiros de 3 bits.
Temos associado o seguinte problema de decisao.

VALOR de um Circuito (CVP)

Instancia: Dado um circuito Booleano (com vérias entradas uma saida e uma atribuicao de valores

as entradas)
Questao: Qual o valor do circuito?
Teorema 5.3 CVP ¢ Si%g -completo para P.

Dem. E evidente que CVP € P. Seja A € P e temos de o reduzir a CVP.
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Seja M = (S,%,T',s9,>,0,0, 5y, 5,) uma MT de uma fita que aceita A em tempo limitado
por n¢. Temos que 0 : S xI' — S x I" x {+-,—}. Seja A o alfabeto de codificacao das
configuragoes de M com dados z, |x| = n. Podemos considerar as configuragoes sucessivas
de M numa tabela R de dimensao (n®+ 1) x (n®+ 1). A i-ésima linha de R é uma string
de A™ 1 que descreve a i-ésima configuracao e a coluna j descreve o que ocorre na célula j
ao longo da computacao (os simbolos guardados e se a cabeca da fita estd ou nao na célula,
e o estado). Se o i-6simo movimento for §(s,a) = (s',b, —) podemos ter as linhas i e 7 + 1

seguintes:

Consideramos os elementos de A da forma E ou , comaceleses.
s

A tabela R pode ser especificada em termos das condicoes de consisténcia local em tabelas
((n®4+1) x (n+ 1) sobre A.

Cada condigao é uma relagao nas entradas da tabela numa vizinhanga duma localizagao (i, 7).
A conjungao de todas as localizagoes é suficiente para determinar R univocamente. O circuito
contém as seguintes varidveis Booleanas:

a s (&

Pi,j 0<4,5<n%ael

S ;g (&

%] OSZ,]SH,SES
onde Pﬂj representa que o simbolo que ocupa a célula j no tempo i é a, e Q7 ; representa que

9, 9

no tempo ¢ a maquina esta no estado s visitando a célula j.

As condigOes para que a maquina possa estar no estado s visitando a célula j no tempo i
ou que o simbolo ocupando a célula j no tempo i é b sao dadas a seguir. Para 1 < i < n€
0<j<nfebel

b
P = (Qi_1, NPy ;)

d(s,a)=(s’,b,d)

b
V(P A /\ —Qi_1;)
SEQ

A primeira disjuncao é para todos os estados s,s’ € @, simbolos a € T' e direcoes d tal que

§(s,a) = (¢,b,d).
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Paral<i<n® 1<j<n°—1leseS

Qf/] = \/ (Qi—1j1 ANPL1j1) (5.1)
4(s,a)=(s",b,—)
\ \/ (@141 NPy 1) (5.2)

d(s,a)=(s’,b,<)

As disjungbes sdo como no caso anterior. Para j = 0 temos Q7 igual s6 e a (5.2) e para
J =nc @, ¢igual a (5.1). A primeira linha da tabela tem a configuragao inicial com os

dados x = aj - - - a,, 0 estado inicial e o resto da fita com brancos:

P(‘)>,0 = 1

Py == 0, bel\{>}

By =1, 1<j<mn

P(l)’,j = 0bel\{q;|1<j<n}

P(Ej = 1 n+1<j5<n’

Py, = 0beT\{O>}n+1<j<n
00 = 1

0y = 0, 1<j<nf

Q; = 0, 1<j<nseS\{so}

Assumindo a configuracao habitual de aceitacao (mover a cabega para a esquerda) temos
QntoV Qi

determina se M aceita x.

Esta construcdo pode ser feita em espaco logaritmico. Embora o circuito tenha tamanho
polinomial é muito uniforme. As unicas diferengas sao os indices i, j que podem ser escritos

em espago logaritmico.

O
Corolario 5.2
(i) P =NL se e sd se CVP € NL.
(ii) P =1L se e s¢ se CVP € L.
Exercicio 5.3.3 Mostra o Coroldrio 5.2.

Exercicio 5.3.4 Mostra que SAT € NPC usando o Teorema 5.5.1.
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5.3.1 Familias de Circuitos e a Classe P /poLy

Cada circuito s6 pode ser usado com um numero fixo de entradas (um dado comprimento n). Para
utilizar circuitos para o reconhecimento de linguagens em {0,1} temos de considerar familias de
circuitos Cy, . ..,Chy, ... onde C; é usado para dados de tamanho . No entanto, isto conduz a uma
modelo nao-uniforme de computacao, dado que para strings de tamanhos diferentes, diferentes

circuitos sao usados.

Definigao 5.5 Uma familia de circuitos C € uma lista infinita de circuitos (Cy, Cy,Ca,...) onde
Cy, tem n varidveis de entrada e uma saida. Um circuito C' decide L C {0,1}*, se para cada string

x, |z| =n,
x€ L& Cyhlx)=1.

Seja T': N — N. Uma familia de circuitos C tem tamanho T(n) se |Cy,| < T'(n), para todo
n > 0. Diz-se que C € CSIZE(T'(n)).

Dois circuitos C' e C” sdo equivalentes C'(z) = C'(x) para todo o x (que tenha o tamanho dos
dados de C' e C’). Um circuito é tamanho minimal se ndo shouver um equivalente de tamanho
menor. Uma familia de circuitos (Cy, C1,Cy, . ..) é minimal se para circuito C; é minimal.

A complexidade por circuitos de uma linguagem L é o tamanho duma familia de circuitos
minimais.

Definimos a seguinte classe de complexidade

Ppory = {L| L é decidivel por uma familia de circuitos de tamanho polinomial}

= | JCSIZE(n°)

Exemplo 5.5 A linguagem L = {1™ | n > 0} pode ser decidida por uma familia de circuitos (C;);
em CSIZE(n). Para cada n pode-se considerar um circuito com n entradas e uma drvore bindria

com portas A\ sendo Cy(x) correspondente a conjungao de todos os bits de entrada.

Uma férmula proposicional em forma normal conjuntiva corresponde a um circuito especial que

pode ser calculada com um circuito de tamanho n2", para n bits de entrada.
Teorema 5.4 P Q P/POLY'
Demonstracao 5.4.1 Consequéncia do Teorema 5.3.

Contudo a inclusao ¢ estrita, dado que a classe P poLy até contem linguagens indecidiveis. Por
exemplo, podemos concluir que todas as linguagens unarias estao em P poLy € existem linguagens

unarias indecidiveis.
Proposicao 5.1 Seja L C {1" | n > 0} entdo L € P pory-
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Demonstragao 5.4.2 Construimos uma familia de circuitos C' lineares que decide L. Se 1™ € L
consideramos o circuito sé com portas N\ que calcula a conjuncdo de todos os bits de entrada. Sendo
consideramos um circuito com saida 0: pode ser um circuito s6 com as entradas e a saida e sem
ligagaes.

Entao, x € L se e s¢ se C(x) = 1. Notar que se 1™ ¢ L, L nao tem strings de tamanho n (e

portanto o circuito tem como saida 0).
Seja L C {0,1}* uma linguagem indecidivel. Entao U C {1}* tal que
U = {1" | a representacao bindria de n estd em L},

¢é indecidivel também.
Isto mostra que familias de circuitos arbitrarias nao sao bom modelo de computacao: podemos

ter de gastar tempo ilimitado para construir o circuito embora possamos saber que existe.

Definigao 5.6 Uma familia de circuitos (Cy,), € P-uniforme se existe uma MT limitada em tempo

polinomial que com dados 1™ tem como saida a descricdao de um circuito C,,.

Teorema 5.5 Uma linguagem L é decidida por uma familia de circuitos P-uniformes se e so se

LeP.

Demonstracao 5.5.1 Se existe uma familia de circuitos C,, construivel por uma MT M em tempo
polinomial que decide L, podemos construir uma MT M’ para L: com dados x, M’ executa M com
dados 171 ¢ obtém wm circuito C|z| que pode avaliar com dados z. Se L € P podemos usar o

Teorema .
Existem as seguintes conjecturas

Conjectura 5.1 1. Os problemas NP-completos nao tém circuitos uniformes polinomiais.

2. Os problemas NP-completos nao tém circuitos polinomiais, uniformes ou nao.

No entanto temos ainda o seguinte

Teorema 5.6 Se NP C P poy entio PH = b,

Demonstragao 5.6.1 Ideia: Basta ver que ¥5 =TN5. Se L € MY, entdo L = {x | Vy(z,y) € L'} e
L' € NP. Entdo pode-se ter um circuito para L' e com ele "trocar os quantificadores”e provar que
LeX’.
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5.3.2 Paralelismo e circuitos

Uma computagao paralela pode ser vista como ocorrendo em varios processadores independentes,
que podem comunicar instantaneamente. Os modelos mais usados para estudar a complexidade da
computagao paralela sao os PRAMS (mdquinas paralelas de acesso aleatério) e familias uniformes
de circuitos. Num circuito Booleano, a computacgao realiza-se concorrentemente em muitas portas e
por isso é um bom modelo de paralelismo. Comparando com as PRAMSs, o niimero de processadores
corresponde ao nimero de portas e o tempo é simulado pela profundidade do circuito (ver definicao
abaixo).

A classe de complexidade paralela mais importante é a NC (de Nick’s Class, Nicholas Pippenger).
Situa-se entre L e P e é tdo importante para o paralelismo como a classe P para a computacao

sequeéncial.

Definicao 5.7 Uma familia de circuitos (Cy)n € uniforme para espago logaritmico se existe um

transdutor T em espago logaritmico que com dados 1™ tem como saida uma descri¢do de C,,.

A profundidade de um circuito é o comprimento do maior caminho de um bit de entrada até
a uma saida. Se uma familia de circuitos C' tiver profundidade f(n) dizemos que pertence a
CDEPTH(f(n)).

Definicao 5.8 Uma familia de circuitos Booleanos (Cy,C1,...,Chp,...) € uma familia uniforme

em espaco logaritmico de circuitos com profundidade polylog e tamanho polinomial se:
i) Cp, tem n bits de entrada e € composto por portas N\, V e —;

i) Cp tem profundidade no mdzimo (logn)®M) (polylog)

iii) Cy, tem no mdzimo nPW portas;

i) a familia € uniforme em espago logaritmico, i.e, se existe uma MT limitada em espago O(logn)

que com dados 1™ tem como saida a descri¢do do circuito C,,.

Define-se a classe

NC = U NC' = {L|L é decidivel por uma familia de circuitos uniforme
i
em espago logaritmico com profundidade polylog e tamanho polinomial}
onde NC’ corresponde & classe en que a profundidade dos circuitos é O(logi n), i > 1.

Exemplo 5.6 (Multiplicacao de Matrizes Booleanas) Considere-se a multiplicagio de ma-

trizes Booleanas A = (a;;) e B = (bg,) de dimensdo m x m. O n-ésimo circuito tem 2m? = n bits
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de entrada e m? bits de saida. Os valores de saida representam a matriz C = (c;,) também m x m

tal que
m

cir, = \/ (aij A bji),
j=1
para 1 < i,k < m. O circuito C,, tem como dados as entradas das matrizes A e B e saidas as
entradas de C'. O circuito calcula primeiro a;j Abji em paralelo para 1 < i,k < m. Isto faz-se num
passo com m> = O(n%) portas. Depois para cada i e k , sao calculadas as disjuncoes \/T:1(az‘j Abjk),
numa drvore bindria com m — 1 portas V e profundidade O(logm). No total o tamanho do circuito
é O(n%) e profundidade O(logn). A familia de circuitos € uniforme em espago logaritmico dada a
sua simplicidade e os subcircuitos sao todos muito parecidos apenas dependendo dos indices i e k

que se escritos em bindrio ocupam espaco logaritmico.
Exercicio 5.3.5 Descreve com precisdo o transdutor construido no Exemplo 5.6.

Exemplo 5.7 (Fecho transitivo e reflexivo) Considere-se o cdlculo do fecho reflexivo e tran-
sitivo duma relagdo bindria R num conjunto de m elementos e dada pela matriz de adjacéncias. A
relagio R*, fecho transitivo e reflexivo de R, contem os pares (u,v) tal que existe um caminho R

de tamanho 0 ou mais de u a v:
R* = ViR = ViR = (RvVI)",

onde I = R® ¢ a matriz identidade m x m. Notar que (R")y, = 1 se e s6 se existe um caminho
(u = vo,v1,...,vi—1,v; = v) tal que (vj,vj41) € R, 0 < j < i. O circuito para calcular R* tem
m? = n entradas, uma para cada entrada da matriz de adjacéncias de R. O circuito calcula primeiro

RV I e depois repetidamente calcula os quadrados em [logm] vezes para obter R*:
(RvI? (RvID?* (RVIE,....

Cada quadrado corresponde a um circuito de profundidade logm e tamanho polinomial como visto

2

no exzemplo anterior, O(m?3). No total a profundidade é (logm)?. Temos entdo que C,, tem tamanho

O(n%) e profundidade O((logn)?). Mais uma vez a familia é uniforme em espago logaritmico.
Exercicio 5.3.6 Descreve com precisdo o transdutor construido no FExemplo 5.7.

Exemplo 5.8 (Prefixo Paralelo) Seja - uma operagdo associativa (por exemplo adi¢ao) e dados
x1,...,T, pretende-se calcular os prefizos y; = x1-x2 -+ -x; , 1 < i < n. Sequencialmente isto
pode ser calculado usando n — 1 operacées -. Supondo que n = 2%, podemos considerar o sequinte
circuito (algoritmo paralelo). Considerar n entradas x1,...,T, € n saidas yi,...,Yn. No primeiro
passo sao calculados x; - x;41, 1 < i < n — 1. Iterando este processo obtém-se todas o0s yzj. As
restantes % podem ser obtidas destes valores e usando os x;, tal que y1=r1 € Yoj41 = Y2; + T2j41-
O circuito tem profundidade O(logn) e podem ser usadas O(n) portas. Ver [Pap94] (Cap. 15)

ou [Koz91] (Cap. 28).
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Exercicio 5.3.7 Descreve um circuito para as somas prefizas de 8 bits, usando o método do Exem-
plo 5.8.

Exemplo 5.9 (Adicao de dois inteiros de n-bits) Dados dois inteiros em bindrio de n bits
a=ap---ay eb="by---by, tal que a, = b, =0, a;,b; € {0,1}, determinar ¢ = ¢, --- ¢y tal que
¢ =a+b. Para calcular ¢; para além de somar a; com b; € necessdrio somar o carry (transporte),
Zi, 1.6, ¢; = (a; +b; + zi—1) mod 2. Mas para calcular z; € necessdrio ter calculado os primeiros
i — 1 antes, pelo que para ter um algoritmo paralelo ndo podemos usar um método imediato. O
carry z; € 1 sea; =b; =1 ousea; oub; €1 e z_1 €1. Seja g; = a; \Nb; o carry gerado na posi¢cao

1 ep; =a; Vb ocarry propagado, entao
zi = giV(piNzi-1) (5.3)
e seja z—1 = 0. Substituindo em (5.3) 0 z;—1, vem
zi = [9:V(pi Agi-1)]V ([pi Apica] A zia). (5.4)

Esta recorréncia é semelhante a (5.4) se substituirmos g; por g; V (pi A\ gi—1) € pi por p; A pi—1.

Sendo (z1,y1), (z2,y2) com z;,y; € {0,1} seja a operagio © definida por

(r1,91) © (w2,92) = (22V (Y2 A1), 92 Ay1).

Entao
2 =(0,0)® ((91,p1) © - .. ((gi-1,pi-1) © (95, p3)) - - .))-

Pode-se provar que ® € associativa pelo que podemos calcular os z; usando o prefixo paralelo, a
partir de (0,0), (g1,01), - -+ (gn,Pn). Isso com um circuito de profundidade O(logn) e tamanho
O(n). No tal para calcular ¢ temos entdo também circuito de profundidade O(logn) e tamanho
O(n). Este problema estd em NC.

Exercicio 5.3.8 Mostra que a multiplicacio de inteiros de n-bits é um problema em NC2. Mostra

que se pode optimizar para a classe NC'.

Exercicio 5.3.9 Descreve o algoritmo de Csanky [Koz91, Cap. 31] para calcular o determinante

duma matriz n X n e indica a que classe pertence este problema.

Exercicio 5.3.10 Mostrar que o problema MEMBERSHIP

Instancia: Dado o autémato finito deterministico A = ({0,...,n —1},{0,...,k—1},0,F) ez =
€1 Cm, comc; € {0,...,k—1}.

Questao: Determinar se x € L(A).

estd em NCY. Sugestio: para cada simbolo ¢; de x considerar o vector V(c;) com n linhas tal que

(V(cj))i = 6(i,cj) e tomar a composicdo deles.
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5.3.3 Relacao com classes de complexidade de tempo e espago

Vamos considerar uma familia de classes de complexidade para MTA’s que simultaneamente con-

sideram o tempo, espaco e alternancias.

Definigao 5.9 A classe STA(S(n),T(n), A(n)) € a classe de linguagens aceites por MTA’s que sao
simultaneamente limitadas em espago por S(n), em tempo por T'(n) e que fazem no mdximo A(n)
alternancias em dados de tamanho n. Na descri¢do duma classe um * indica que nenhum limite
€ imposto nessa complexidade. Escrevemos um Y ou um Il na terceira posicdo para indicar se a

alternancia tem de comecar com um V ou um A, respectivamente.

Temos

L = STA(logn,x,0),
NL = STA(logn,*,X1),
P = STA(logn x *)_STA(* n°W . 0),
NP = STA(x,n°W 1),
P = STA(x,n 1> Zk)
M? = STA(x,n°W TIk),

PSPACE = STA(x,n )_STA( O ', 0).

No teorema abaixo usa-se uma variante de maquinas de Turing alternadas MTA em espaco lo-
garitmico, que em vez duma ”cabeca de leitura” tém uma fita especial de indice (de acesso aleatério)
e um estado de "leitura”: sempre que a maquina entra no estado de leitura com (a,) na fita de
indice, para e aceita se e s6 se o i-ésimo simbolo dos dados é a. Isto corresponde a que cada cami-
nho de computagao leia exactamente um simbolo dos dados e isso é possivel no caso da maquina

executar em espaco logaritmico.

Teorema 5.7 [Ruz81]
NC = STA(log n, %, (log n)°®™M).

Dem.

C Sabemos que podemos construir um transdutor log 7' que com dados 1™ produz o circuito
C,,, com tamanho polinomial e profundidade polilogaritmica. Como C}, tem um nimero
de portas polinomial, podemos nomear cada porta com uma string de comprimento
O(logn). Reservamos os nomes 1, 2, ..., n em bindrio para os nomes das entradas do

circuito C,. Com dados 1™ o transdutor deve produzir:

1. uma enumeracao dos nomes de todas as portas do circuito;
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2. para cada porta ¢, uma etiqueta indicando qual o tipo da porta: A, A, -, ou uma
entrada.
3. a lista das ligacoes (¢, d) no circuito, onde ¢ e d sao nomes legais de portas enume-

radas antes;

4. para uma das portas ¢, uma etiqueta indicando que ¢é a porta de saida.

Supomos que as portas A e V tém exactamente duas entradas (fan-in 2), as portas —
exactamente uma e as entradas nao tém nenhuma. Circuitos con fan-in maiores podem
ser simulados com um aumento de profundidade O(logn) e no méximo o dobro do
tamanho. Podemos ainda supor que sé existem portas — possivelmente imediatamente
a seguir as entradas.

Desenhamos uma MTA N limitada em espago logaritmico que simula esta familia de
circuitos. Com dados z, |x| = n, N usa T para produzir C,, e depois avalia Cy(z).
Primeiro N, executa T para encontrar o nome da porta de saida e o seu tipo, e escreve-
os na fita de trabalho. Suponhamos que algum processo de N tem o nome e o tipo de

uma, porta d escritos na fita de trabalho.

e Se d é uma porta A ou V, comeca T desde o inicio, enumerando as ligagoes até
encontrar duas ligagoes (c,d) e (¢, d) incidentes em d. Quando encontrar faz uma
ramificagdo A (universal) ou V (existencial) de acordo com o tipo de d. Cada um
dos dois subprocessos considera c ou ¢’ e repete

e Se d é uma entrada do circuito 1 < d < n, N aceita ou rejeita consoante d-ésimo bit
dos dados = é 1 ou 0, respectivamente.

e se d é uma porta -, N executa T para procurar uma entrada c tal que (¢, d) seja a
Unica ligacao que chega a d. Aceita ou rejeita consoante o c-ésimo bit de x é 0 ou

1, respectivamente.

A maquina N nao necessita de mais do que espago logaritmico para cada uma das tarefas,
porque apenas necessita em cada instante de guardar o nome da porta corrente ¢ que
estd a visitar. O numero de alternancias que NN faz esta limitado pela profundidade do
circuito que estd a simular e que é O(logn)?M).

DO Suponhamos que N é uma MTA limitada em espago logaritmico que faz no maximo (logn)°
alternancias com dados de tamanho n. Temos de construir uma familia uniforme de cir-
cuitos em espaco logaritmico de profundidade polylog e tamanho polinomial e que simule
N. Podemos supor que N executa em tempo polinomial. Codificando as configuracoes
de N com strings dum alfabeto A, uma configuracdo atingivel da configuragao inicial
com dados de tamanho n pode ser codificada por uma string de tamanho O(logn) e
existem n¢ configuragoes desse tipo, para algum ¢ > 0.

Para dados = € {0,1}*, podemos representar a relacao o, por uma matriz Booleana

R, de dimensdo n¢ x n®. As linhas e as colunas de R, sdo indexadas por configuracoes
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e temos que
Rw(a,ﬁ):lﬁagﬁ.

O circuito C,, calcula em primeiro lugar as entradas de R,. As codificagbes dos pares
de configuragoes («, 3) podem ser usados como nomes para as portas e assim obter uma
familia uniforme de circuitos em espaco logaritmico. Uma maquina limitada em espaco
Y . N .
logaritmico pode comparar a com 3 e determinar se « — [3, e em caso afirmativo gerar
um circuito trivial que tenha como saida o valor de R,(«, 3). Isto depende também do
simbolo dos dados x que estd a ser visitado em «, seja ¢, e portanto o circuito tem de
aceder ao i-ésimo valor de entrada de C,. A profundidade do circuito construido até

agora € 1. Depois de calcular R, C, constréi as matrizes para as relagoes seguintes:

Sz = {(a, )| Ra(e, B) (a) =t(B)}
T. = {(a,B)| Ra(e, B) (a) #t(B)}

let
let

e ainda S} o fecho reflexivo e transitivo de Sy e S;T,. Um par («, 5) € S} se existe um
caminho de computacao em N de comprimento zero ou maior que com dados x vai de
aaf,a Ll B, tal que todas as configuragoes ao longo do caminho tém o mesmo tipo.
Analogamente, um par («, 3) € S;T,, se existe um caminho entre a e § em que todas
as configuragoes excepto 8 tém o mesmo tipo.

As matrizes para S; e T, podem ser obtidas efectuando a conjuncdo componente a

componente da matriz R, com a matriz da relagao

{(, 8) | t(c) = £(B)},
e da seu complementar, respectivamente.
As matrizes de S} e S;T, podem ser calculadas usando as construgoes dos exemplos 5.6
e d.7.
Podemos imaginar a drvore de computagao de N, com dados z, |z| = n, dividida em
(logn)€ niveis. Em cada nivel, ou todas as configuragdes sao existenciais ou universais.
Numeremos os niveis 0, 1, 2, ...da base para o topo (com o topo a configuragao inicial).
e uma configuragao-V (existencial) a no nivel 7 + 1 é de aceitacdo se existe uma
configuragao /3 no nivel i tal que S;T,(a, ) = 1 e 8 é uma configuragao de aceitacao.
e uma configuragao-A (universal) o no nivel j+1 é de aceitagao se para todas as confi-
guragoes- V (existénciais) 5 do nivel j tal que SiT,(«, 8) = 1, 5 é uma configuragao
de aceitacao.
O circuito calcula uma sequéncia de vectores Booleanos bg, b1, . . . cada com comprimento

n¢ e indexado por configuracoes, tal que

bi(a) =1 < « é uma configuragao de aceitacao do nivel i.
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Para obter os niveis existenciais ¢ + 1, o circuito calcula o produto de uma matriz por

um vector b;:
bir1 = SyT.b;.

Para obter os niveis universais ¢ + 1, o circuito calcula

bivi = —SET—b;.

onde — é aplicado a um vector componente a componente. Podemos supor que by é o
vector zero e o nivel 0 é existencial. Recordando que uma configuragao de aceitacao é uma
configuracao-A sem sucessores e uma de rejeicado é uma configuragao-V sem sucessores.
Por exemplo se uma configuracao-A no nivel 1 é de aceitacao se nao existe um caminho
de computacdo que leve a uma configuragao-V, e neste caso bj(a) = 1. Por indugao
pode-se mostrar, que b; estdo bem definidos. O valor de saida é b(logn)c(start), onde
start é a configuracao inicial.

H4 no méaximo (logn)¢ niveis e cada nivel requer profundidade logn e tamanho po-
linomial para os produtos entre matrizes e entre uma matriz e um vector e restantes
operagoes Booleanas. Em cada nivel o circuito é uniforme e pode ser gerado por um

transdutor em espaco logaritmico.

O
Corolario 5.3 NL C NC C P.
Exercicio 5.3.11 Mostra que NC! C L.

Exercicio 5.3.12 Mostra que NL C NC2. Sugestio: calcular o fecho transitivo do grafo de confi-

guracoes duma MT limitada em espaco logaritmico.
Exercicio 5.3.13 Seja L uma linguagem P-completa. Entdo

1. L € NC se e so se P = NC.

2. Lel seesoseP=L.

5.4 Classe #P

Dado um problema de procura podemos estar interessados no nimero de solugoes duma dada
instancia e nao apenas em saber uma solucao. Podemos também associar a contagem de solugoes

aos problemas de decisao ja estudados.
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Definicdo 5.10 Seja f : ¥* — 217 e seja x € *. Chamamos testemunhas de x aos elementos

de f(x). Seja Ay C ¥* o problema de decisio:

Ay ={z e X" | f(z) # 0}

Nota que Ay corresponde as intancias dum problema que tém solucao e f associa instancias a

conjuntos de solugoes.

Exemplo 5.10 Seja z € ¥* uma codificagdo duma formula Booleana e y € T'* a codificagao duma

atribuicao de valores as varidveis. Seja f(x) = {y | y satisfaz x}. Entao
A ={x |z € satisfazivel}.

Definicao 5.11 (Classe #P) A classe #P ¢ a classe de funcgies f (problemas de contagem) tal

que:
1. Eziste um algoritmo polinomial que com dados x ey determina se y € f(x);

2. Eziste k € N tal que para todo o y € f(z),|y| < |z|F

O teorema seguinte relaciona os problemas de contagem com os respectivos problemas de de-
cisao.
Teorema 5.8 1. Se f € #P entdo Ay € NP

2. Se L € NP entdo ewiste f € #P tal que L = Ay.

Dem. 1. Pode-se adivinhar uma testemunha y e verificar em tempo polinomial se y € f(x).

2. Seja M uma MTN que aceita L. Seja f(z) o conjunto dos caminhos de computagdes de

aceitacao de M com dados =x.

O
Exercicio 5.4.1 Mostra o Teorema anterior.

Para reduzir duas fungoes em #P definem-se redugoes de contagem e redugodes parcimoniosas.

Definicdo 5.12 Sejam f : ¥* — 21" e g : II* — 22" problemas de contagem. Uma reducdo
de contagem muitos-para-um em tempo polinominal de f para g consiste num par de funcoes de
tempo polinomial o : ¥* — II* e 7 : N — N tal que |f(x)| = 7(|g(o(x))|). Se T é a identidade

entdo a reducao diz-se parcimoniosas.

Exemplo 5.11 A reducdo do Teorema de Cook ¢ parcimoniosa. Assim como a CLIQUE a VC.
Mas a reducdo de SAT a 3SAT ndo o é.
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Podemos também definir problemas #P-completos (sendo os associados a problemas NPC muitos

deles), usando redugoes de Cook. Um outro exemplo é o do calculo do permanente duma matriz A

de n x n:
n
perm A = Z H%’,w(i)a
TES, i=1
onde 7 s@o as permutagoes do conjunto {1,2,...,n} e S, é conjunto de todas essas per-

mutagoes [Pap94, Cap.18].

Esta fungdo é semelhante ao determinante de A mas esse problema estd em FP (ou mesmo
em NC). Dado um grafo bipartido G = (U,V, E) com |U| = |V| = n, o permanente da matriz de
adjacéncias de G d4 o ntimero de emparelhamentos perfeitos '. Assim embora, um emparelhamento
perfeito possa ser encontrado em tempo polinomial, contar o seu nimero é tao dificil como contar
o nimero de atribuigoes de verdade duma férmula proposicional.

Podemos também relacionar os problemas em #P com a hierarquia polinomial.

Teorema 5.9 (Teorema de Todda) Todas a linguagens em PH sao Cook-redutiveis a #P, i.e.,
PH C P#P.

'Num grafo G = (V, E) um emparelhamento é M C E tal que nenhuma aresta em M partilha um vértice e é
perfeito se todos os vértices ocorrem em M.
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Capitulo 6
Algoritmos aleatorizados

Existem muitos problemas com algoritmos aleatorizados ou probabilisticos eficientes melhores que
os algoritmos deterministicos equivalentes. Num algoritmo aleatorizado existe um passo onde é
escolhida aleatoriamente uma sequéncia de valores ay,...,a; que podem ser considerados bits cor-
respondentes a um lancamento de uma moeda onde 0 (coroa) tem probabilidade % e 1 tem a mesma
probabilidade (cara). Muitos algoritmos tém s6 erros num dos casos, i.e se os dados = pertencem a
linguagem, o algoritmo aceita com grande probabilidade, mas se x nao pertence a linguagem entao

o algoritmo rejeita sempre.

6.1 Nocoes basicas de probabilidades discreta

Sejam A; € A, i € {1,...,n} conjuntos disjuntos,

n
Pr(| JA) =) Pr(4)
i=1
Sendo X uma varidvel aleatéria discreta o valor esperado E(X) é
E(X)=> nPr(X =n)
n
Por exemplo considerando o lancamento de uma moeda , temos a varidvel X tal que

1, se sai cara,
X =
0, se sai coroa,

Entao F(X) = %, que é o valor esperado de ”caras”num lancamento. Sendo f(X) uma fungao

de variavel aleatéria X,

E(f(X)) =) Pr(f(X)=n)=)_ f(m)Pr(X =m)
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O valor esperado F € linear
EXi+ -+ X,)=EX1)+ -+ E(X,)

E por exemplo, corresponde ao valor esperado do nimero de caras em n langamentos duma moeda.
A probabilidade condicional Pr(A | B) é a probabilidade do acontecimento A ocorrer dado que

o acontecimento B ocorre,

Pr(ANB)

Pr(A| B) =

e estd indefinida se Pr(B) = 0. O valor esperado condicional E(X | B) é o valor esperado da

variavel X dado que o acontecimento B ocorre

E(X|B)=) nPr(X =n|B)

Se B também for uma varidvel aleatéria Y entdao E(X|Y = m) é uma fungao de varidvel aleatéria

real m. Temos que E(X | Y') é uma varidvel aleatdria tal que

Pr(E(X |Y)=n)= >  Pr(Y =m)
E(X|Y=m)=n

E E(E(X]Y)) = E(X).

Um conjunto de acontecimentos A é independente se para qualquer B C A,

Pr(()B) = [] Pr(4)

AeB

E ¢ dois a dois independente se para todo A, B € A
Pr(AnN B) = Pr(A) Pr(B).

Por exemplo, a probabilidade de dois lancamentos duma moeda serem cara é i.

Finalmente temos geralmente
Pr(AU B) = Pr(A) + Pr(B) — Pr(AN B)

que generaliza dada um conjunto A de conjuntos ,para o principio da inclusao-exclusio

Pr(l JA)=> Pra)— > Pr((B) -+ /—Pr([)A).

AcA BCA,|B|=2
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6.2 Maquinas de Turing Probabilisticas

Vamos considerar maquinas de Turing deterministicas mas que em certos pontos a computacao
pode fazer o lancamento de uma moeda e fazer tomar uma decisao bindria consoante o resultado. A
probabilidade de aceitar é a probabilidade do seu caminho de computacao, dirigido pelos resultados

dos lancamentos, leve a um estado de aceitagao.

Definicao 6.1 Uma mdquina de Turing probabilistica (PTM) é uma MT deterministica
M = (Sa Ea F7 D) [>7 57 S0, Syu Sn)7

com uma fita extra de leitura (semi-infinita) que contem uma string bindria chamados bits aleatorios
e normalmente representada por y. Com dados x, a computagao € definida como para uma MT e

o resultado, aceitacao ou rejeicao € designado por M(x,y).

Dado uma PTM M definimos Thys(n) e Sy (n) de modo andlogo excepto que consideramos
quaisquer dados x de tamanho n e qualquer string de bits aleatorios. Dizemos que M ¢ limitada
em tempo por T'(n) se Thr(n) = O(T'(n)) e 0 mesmo para o espago.

Neste modelo, a probabilidade de um acontecimento é medida em relacao a distribuicao uniforme
no espago de todas as sequéncias de bits aleatérias. Esta é a medida que resultaria se uma moeda
fosse langada um numero infinito de vezes, sendo o i-ésimo bit o que correspondia ao i-ésimo
lancamento.

Como se consideram computagoes limitadas no tempo, a maquina sé pode consultar um nimero
finito de bits. Sendo M uma PTM limitada em tempo por T'(n) entdo a probabilidade de aceitar
os dados z, x| =n é

Pr,(M(z,y) aceita) = {y €{0,1} ‘Qk (z,y) acei a}h

onde Pry(A) é a probabilidade do acontecimento A com uma string de bits y escolhida uniforme e

aleatoriamente entre as strings de comprimento k, com k > |T'(n)|*.Isto é M (x,Uy) é uma varigvel
aletéria onde Uy, é uniformemente distribuida em {0, 1}*.

Em geral a aleatoriedade pode ser vista como um recurso como o tempo ou o espago.

Existem trés tipos de falha que podem ocorrer em algoritmos aleatorizados (e que correspondem

a diferentes classes de complexidade):
erro bilateral (two-sided) o algoritmo pode errar tanto no caso de € L como no caso de x ¢ L.

erro unilateral(one-sided) s6 pode errar num dos casos (ou z € L ou « ¢ L). No outro caso

apenas indica que nao encontrou a resposta.

nenhum erro (zero-sided) a falha indica apenas que nao foi encontrada uma resposta.

!Qualquer comprimento serve desde que seja suficientemente grande.
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Outra medida a considerar é a magnitude da falha. A probabilidade de errar deve ser negli-
genciavel o que significa que se anula mais rapidamente que o inverso de qualquer polinémio positivo.
Na pratica iremos considerar i ou % e depois admitir que se pode reduzir o erro arbitrariamente.

Sendo T': N — N, podemos definir a classe RTIME(7'(n)) como o conjunto das linguagens

L € {0,1}* tal que uma PTM M decide L em tempo limitado por T'(n) se para todo o x:
e z € L, entao Pry(M(z,y) aceita) > %;

e v ¢ L, entao Pry(M(z,y) aceita) = 0.

Em vez de % pode ser qualquer valor % +e<1,come >0.

Define-se a classe RP = J.., RTIME(n¢) = RTIME(n®), "tempo aleatorizado polinomial”.
Esta classe corresponde a algoritmos com erros unilaterais. Temos coRP = {L | L® € RP}.

A classe de problemas com algoritmos que erram bilateralmente, BPTIME(T(n)), é definida
como o conjunto das linguagens L € {0,1}* tal que uma PTM decide L em tempo limitado por
T(n) se:

e v € L, entdo Pry(M(z,y) aceita) >

[N [SN]

o = ¢ L, entdo Pry(M(z,y) aceita) <

=

onde em vez de i, pode ser qualquer valor 0 < % — ¢, com e > 0.

Equivalentemente L € BPTIME(T'(n)) se

Pr,(M(z,y) errar em decidir x € L) <

AN

Definimos a classe BPP = |, , BPTIME(n¢) = BPTIME(n®W) ("bounded error probabilistic
polynomial”)

Podemos considerar uma defini¢ao alternativa da classe BPP usando méaquinas de Turing deter-
ministicas onde as sequéncias de bits aleatérios necessarios em cada passo sao dadas como dados

adicionais.

Definicao 6.2 Uma linguagem L C {0,1}* estd em BPP se existe uma MT M limitada em tempo
polinomial e um polindmio p: N — N tal que para todo o x € {0,1}*,

g 1
PryeR{OJ}pqzn(M(x, y) errar em decidir x € L) < 7

i.e. onde Pryc,a(E) € a probabilidade do acontecimento E considerando todas as strings y esco-

lhidas uniforme e aleatériamente do conjunto A.

Exercicio 6.2.1 Mostra que BPP C EXP. Sugestdo: usa a Defini¢cdo 6.2 e verifica que em tempo

o) -
2m pode-se enumerar todas a escolhas aleatorias.
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Figura 6.1: Estrutura das classes aleatorizadas.

Temos as seguintes inclusoes P C RP C NP e RP C BPP (que nao sabemos se sao préprias).

Podemos também ver que BPP é fechado para a complementacao. E também RP N coRP C BPP.

Exercicio 6.2.2 Mostra a inclusao anterior. A classe RPN coRP = ZPP das linguagens com zero

erros. Fxplica porqué.

Podemos ainda considerar a classe PP das linguagens aceites por MTNs polinomiais que aceitam

2

se e s6 se pelo menos % das possiveis computagoes aceitam (por maioria)?; e rejeitam caso contrério.

Temos que PP = coPP e BPP C PP. A estrutura destas classes é apresentada na Figura 6.1, onde
os tracejados correspondem a classes semanticas, isto é que nao sao caracterizadas por um modelo

de computacao sintdctico (como P ou NP).

Exercicio 6.2.3 Mostra que BPP C P poLy.

6.3 Exemplos de algoritmos aleatorizados

6.3.1 Procura da mediana

Dado um conjunto de nimeros {ai,...,a,}, a mediana é um valor z tal que
n
Hailai <z} = |5]
n
Hailai 22} = |5]

Um algoritmo trivial é ordenar os valores e considerar o L%J—ésimo menor. Mas a complexidade

em tempo é O(nlogn). Existem outros algoritmos lineares mas sao complicados. O algoritmo
seguinte é aleatorizado e determina nao mediana mas o k-ésimo menor nimero de um conjunto de

n elementos. Supomos uma rotina RANDOM(SS) que escolhe um elemento do conjunto S.

procedure FINDKTHELEM(k, a1, ..., ay,)

2Corresponde a usar exactamente % na definicdo de BPP
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i < RANDOM({1,...,n})

T =a;

m=20

for all y € {aj,...,a,} do
if y < x then

m+<m+1

if m = k then
return z

else if m > k then
S+ {ai]a <=z}
FINDKTHELEM(k, S)

else
S {a;|ai >z}
FINDKTHELEM(k —m, S)

Proposicao 6.1 Para FINDKTHELEM (k,a1,...,ay), seja T(k,a1,...,a,) o nimero esperado

de passos que o algoritmo executa. Seja T'(n) = maxT'(k,ay,...,a,), entdo T'(n) = O(n).

Exercicio 6.3.1 Mostra a proposicao anterior. Sugestdo: Supondo que todas as instrucées nao
recursivas podem ser executadas em tempo linear, cn para algum c¢ > 0, prova por indugdo que
T(n) < 10cn.

6.3.2 Testes probabilisticos com polinémios

Considera o seguinte problema

Teste de Polinémio Identidade (PIT)

Instancia: Dada uma fungao polinomial muli-varidvel p(z1,...,z,) com coeficientes inteiros.
Questao: Determinar se p é identicamente zero.

Podemos assumir que p é dado por um programa straight-line com operagoes +, - € operagoes sobre

escalares, ou equivalentemente um circuito aritmético (onde as operagoes légicas sao substituidas

por aritméticas. As origens sdo x1, ..., T, € a saida é o valor. Por exemplo,
P1 = I1 — T2,
PQ = x+ T2,
P3 = P1 . Pg.
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Podemos determinar se p(z1,...,2,) = 0 multiplicando os factores até ficar numa soma de
termos e determinar se todos os termos se cancelam. Mas isto conduz a um algoritmo exponencial.
Nota que um circuito muito compacto pode representar polinémios com um grande ntmero de
termos. Por exemplo o polinémio []7, (1 4 ;) pode ser calculado com um circuito de tamanho
2n mas tem 2" termos. Em alternativa, podemos avaliar p para valores ai, ..., a, escolhidos
aleatoriamente de um conjunto suficientemente grande. Se p for 0 entao p(ai,...,a,) = 0. Sendo,
p(x1,...,x,) # 0, com grande probabilidade. Isto porque o conjunto de valores a1, ..., a, tal que
p(ai,...,a,) = 0 é esparso. Este resultado é independente do corpo sobre o qual se considera o

polinémio.

Lema 6.1 (Schwartz-Zippel [Koz91], Cap.40) Seja p(x1,...,z,) um polinémio nao nulo de
grau d multi-varidvel com coeficientes num corpo F. Entdo p(z1,...,T,) = tem no mdrimo d| S|~

solucoes em S™.

Corolario 6.1 Seja p(z1,...,x,) um polindmio nao nulo de grau d multi-varidvel com coeficientes
num corpo F. Para qualquer S C T, se p € avaliado num elemento (s1,...,sy,) escolhido uniforme

e aleatoriamente em S™, entdo

Pr(p(si,...,sn) =0) < i
S|
Se tivermos um circuito aritmético podemos considerar que ele define um polinémio, sendo as
origens os valores de entrada. Um circuito de tamanho m tem no méximo m multiplicagoes e
portanto define um polinémio de grau no méaximo 2. Entao teriamos o seguinte algoritmo:
for allie {1,...,n} do
x; < RANDOM({1,...,10-2™})
y < C(x1,...,Tp)
if y =0 then
return sim
else
return nao

Se o polinémio definido por C for identicamente zero entao o algoritmo retornaria ”sim”. Pelo

9
1_0.
Contudo, este algoritmo tem um problema. Como grau do polinémio pode ser muito alto (2™)

Corolario 6.1, caso contrario o algoritmo rejeita com probabilidade pelo menos 1 — % =

o resultado 3 e os valores intermédios podem ser muito grandes, até (10 - 2™)2™. Para resolver o
problema, consideramos artimética modular e avaliamos o circuito, dados ay,...,a, moédulo um
nimero primo k escolhido aleatériamente entre {1,...,22™}. Obtemos entdo y (mod k). Clara-
mente se y = 0, entdo também o é y (mod k). Caso contrario, podemos garantir que se y # 0,
entao com uma probabilidade pelo menos § = ﬁ, k nao divide y (e podemos repetir O(%) vezes e

s6 a aceitar se de todas as vezes o resultado for sim).
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Emparelhamento perfeito num grafo bipartido

Seja G = (V1 UV, E), com E C Vi x V5 um grafo bipartido e |Vi| = V2| = n. Um emparelhamento
perfeito (Perfect Matching, PM) para G é um subconjunto M C E tal que qualquer vértice de V'
aparece exactamente uma vez em M. Existem algoritmos polinomiais para este problema, mas nao
se sabe se estd em NC. Contudo, existe um algoritmo aleatorizado em NC. Podemos ver M como
uma permutagdo 7 : {1,...,n} — {1,...,n}, tal que 7(i) = j se e s6 se (i,j) € M. Podemos
atribuir a cada aresta (i,j) € E uma varidvel x;; e considerar a matriz de adjacéncias de G, X,

mas com z;; em vez de 1 (se (i,7) € E). Para o grafo bipartido seguinte,

1—1
2 2
3 3

r1n xi2 0
A matriz de adjacéncias é X=| 0 x92 x23|. Se calcularmos o determinante obtemos det X =

x31 w32 0
12723731 — T11T23%32. Isto é, o determinante é um polinémio de grau n nas varidveis x;;, tendo

um termo para cada emparelhamento perfeito, e nenhum desses termos se calcelam. Os empare-

lhamentos correspodem aos seguintes grafos:

1 1 1—1
2 2 2 2
3 3 3 3

Em geral o determinante duma matriz X é

n

det X = Z (—l)s*cm(ﬂ-) Hmi,ﬂ'(i)

TES i=1

onde S, é o conjunto de todas as permutagoes de {1,...,n} e sgn(m) é a paridade do ntimero de
transposigoes em 7 (pares (i, ) tal que i < 7 mas (i) > 7(j)). Temos entao que G tem um empa-
relhamento perfeito se e s6 se det X néo é um polinémio identicamente zero. Deterministicamente
isto é dificil de testar porque o determinante pode ser um polinémio muito grande. Mas o determi-
nante de uma matriz de inteiros pode ser calculado em NC usando o algoritmo de Csanky [Koz91,
Cap. 31]. Assim, podemos ter um teste em RNC para determinar se det X = 0: podemos atribuir
a xi; elementos aleatérios escolhidos de um corpo finito (por exemplo, Z, para um primo p > 2n)
e perguntar se o determinante calculado para esses valores é 0. Isto acontece com a probabilidade
n 1

1 se det X = 0 e com probabilidade no mdximo 5- = 5 caso contrario. Tendo um teste para a
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existéncia do PM podemos encontrar um apagando arestas uma por uma e testando a existéncia

sem cada aresta.

Teste probabilistico para decidir se duas arvores dirigidas (nao ordenadas) sao isomor-

fas

Suponhamos que a altura das drvores é h. Associamos a cada vértice v um polinomial f, nas
variaveis xg, ...,z indutivamente do seguinte modo: Para cada folha f, = zg. Para cada né
interno v com altura k e filhos vy,..., vy, fo = (xx — fo, )@k — fo,) -+ (T — fo,,). O grau de f, é
igual ao numero de folhas na subarvore com raiz em v. Dado a unicidade da factorizacao, pode ser
mostrado que duas arvores sao isomorfas se e s6 se os polinémios associados as raizes das arvores
s@o iguais. Temos assim um teste probabilistico eficiente para drvores (ndo ordenadas): testar se a

diferenca desses polinémios é identicamente zero, por avaliagdo em valores aleatorios.

6.3.3 Testes de primalidade

O Teorema de Fermat fornece uma condigao necessiria para que um nuimero inteiro seja primo,

isto é, se p é primo entao para todo 1 < a < p,
a’? =a (mod p)

Dado um inteiro n, podemos entao dizer que a (tal que n nao divide a) é uma testemunha de
composicionalidade de n se a” #Z a (mod n). Contudo, sdo conhecidos nimeros compostos para
0s quais o teste falha, p.e 561. Os ntimeros compostos n para os quais para todo a < n, a” = a

(mod n) sao chamados nimeros de Carmichael. E sabemos que o seu conjunto é infinito.

Teorema 6.1 Se p for um primo impar, entdo a equagao

z2=1 (mod p)

tem somente duas solucdes, t =1 ex = —1.

Isto é se encontrarmos uma solucao para a equacao diferente daqueles valores entao podemos

concluir que n nao é primo.

Teorema 6.2 Seja p um primo impar e a tal que p ndo divide a. Podemos escrever p — 1 = 2kd,

onde d € tmpar. Entdo wma das sequintes proposicoes € verdadeira:
1. a® =1 (mod p)

. L . k
2. alguma das sequintes poténcias de a deve ser congruente com —1 mddulo p: a%,a?, ... a>?.

Definicao 6.3 (testemunha de Miller-Rabin) Seja n um impar e n — 1 = 28d com d impar.

Um inteiro a, tal que (a,n) = 1 diz-se testemunha de Miller-Rabin da composicionalidade de n se:
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1. a® # 1 (mod p)
2. q2'd # —1 (mod p), para todo 0 < i < k.

procedure MR (a,n)
n—1=2k

d mod n

a<—a
if a =1 mod n then
return nao
for alli e {0,...,k—1} do
if a = —1 mod n then
return nao
else
a <+ a®> modn

return sim

Se o algoritmo retorna ”sim”, o nimero ndo é primo e se retornar "nao” o numero podera ser

primo. Dado n fmpar e 1 < a < n — 1 escolhido aleatoriamente, a probabilidade de retornar "nao”

é % (isto é de nao conseguir determinar que é composto). Se n é composto pelo menos % dos

1 <a <n -1 sio testemunhas MR. Mas se o nimero for primo consegue sempre detectar.Assim,
problema COMPOSTO estd em RP, logo o PRIMO é coRP.

6.4 BPP e PH

Repetindo ensaios em computagoes de RP ou BPP podemos fazer com que a probabilidade de erro

diminua exponencialmente.

Lema 6.2 (Amplificagdo) Se L € RP entdo para qualquer polindmio n® existe wma PTM M

limitada em tempo polinomial tal que para todos os dados x de tamanho n
i) sex € L, Pry(M(z,y) aceita) > 1 — 9-n’.
i) se x # L, Pry(M(z,y) aceita) = 0;

e se L € BPP,
Pry(M(z,y) errar em decidir x € L) < 21",

Dem. Para RP seja M uma PTM tal que Tys(n) = n¢, para ¢ > 0, e tal que
e sex € L, Pry(M(z,y) aceita) > 3;
e sex ¢ L, Pry(M(z,y) aceita) = 0;
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Construimos uma PTM N que com dados x executa n? vezes, M com dados z, usando em
cada ensaio um bloco de bits novo e aceitando se qualquer ensaio aceitar. Mas M usa no

+d +d

maximo n¢ bits aleatorios e portanto IV é limitada em tempo por n% e usa no méaximo n¢

bits aleatdrios (logo é polinomial). Se x ¢ L, M rejeita sempre e N também rejeita.

Se x € L, a probabilidade de N errar é

’de
Pry, .y o (N(z,y1,. .., ypa) rejeita) = HPryi (M(x,y;) rejeita)
i=1

= Pry(M(z,y) rejeita)"d

d

< 4

Para BPP, a construcio de N é igual excepto que para decidir se aceita ou rejeita, N faz n®t!

ensaios e escolhe a maioria dos resultados. A probabilidade de erro é a probabilidade de no

méximo metade dos n?t! resultados estarem corretos:
nd+1 nd+1
2 d+1 2 d+1
nd+ (é)k(l)naH—lik < 47nd+13nd2+1 nd+
k 47 4 k
k=0 k=0
nd+l
_ 47nd+13 . 2nd+171
< Gy
- 4
nd+1
< 277%
< o

para n suficientemente grande. [J
Teorema 6.3 BPP C XL NIIL.

Dem. Como BPP ¢ fechado para o complemento basta provar que BPP C ¥5. Pelo Lema da
Ampliagao e usando a Definigao 6.2, existe ¢ > 1 e uma MT M (deterministica) com Ty (n) =

n® tal que para todos os dados x
e se x € L, entdo Pryc 1o 1yne (M (2,y) aceita) > 1—27"
o sex & L, Pryc ro1yne(M(z,y) aceita) <27

Fixemos x com |z| = n e seja m = n°. Definimos

Ay = {ye{0,1}™ | M(z,y) aceita}
R, {y € {0,1}" | M(x,y) rejeita} = {0,1}™\ A,

137



Entao para x € L

|Az] > 2m—2m™"
|Ry| < 2m™"
e para x ¢ L,
|Ry| > 2m—2m™"
A, < 2m™"
Facto x € L se e sé se existem m strings z1, ..., 2, cada de tamanho m e tal que

Ulvezlye A} = {o,13™
j=1

onde @ é o ou-exclusivo bit a bit (ou adi¢do modulo 2).

A ideia é que se x € L, entao o conjunto A, é tao grande que fazendo pequenas permutacoes
da forma y — y @ z, conseguimos ter todos os elementos de {0,1}". E se x ¢ L, entao A, é

tao pequeno que nenhum conjunto de permutacoes pode fazer o mesmo.

Usando este facto, podemos mostrar que L € ¥5. Para determinar se = € L,

i) adivinhar zy,..., 2z, usando uma ramificagao existencial
ii) gerar todos os w de tamanho m usando uma ramifica¢ao universal

iii) verificar que w € {y ® z; | 1 < j < m, y € A,} ou equivalentemente que {w @ z; | 1 <
J <m}NA; #0, executando M (z,w @ z;) para todos 1 < j < m (o que pode ser feito

de modo deterministico).

Temos entao,
m
Jz1,...2m € {0,1}"Vw € {0,1}™ \/ M(z,w & zj) aceita.
j=1

Vamos agora provar que o facto acima se verifica. Embora se possa mostrar usando o método
probabilistico, podemos apenas considerar um argumento de contagem. Suponhamos x ¢ L,

entdo |Az| < 27", Seja um conjunto de escolhas Z = {z1,..., 2z}, temos

Ulvezlyeddl < Y Hyozlye Al

j=1 j=1
m
= 214
j=1
S m2m—n
< 2™
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para n suficientemente grande. Logo,

Ulveslye ) # {013m

J=1

Supondo que z € L, entao |R;| < 2™~ ™. Dizemos que Z é mau se para algum w,
{fwez |[1<j<m} C Ry,

e bom caso contrario. Queremos mostrar que existe um Z bom. Mas cada Z mau é deter-
minado por um subconjunto de R, de tamanho m, dos quais existem no maximo (2™~ ") e
uma string w € {0, 1} das quais hd 2. Entao, um limite superior do nimero de conjuntos
maus Z é
(2m-mymom = gm—mntm o <2m>
m

: ’ . 7 . n
para n suficientemente grande, sendo o tltimo valor o nimero de conjuntos Z € 2{01}™ com

|Z] = m. Donde, tem de haver um conjunto bom. [

Nao se conhecem problemas completos para BPP dado a definicao desta classe ser semantica e
nao sintactica como as classes NP e P. Isto é nao se pode construir uma maquina de Turing que
aceite com uma certa probabilidade e portanto nao se pode simular computacoes como se faz para
as MT ou MTN.
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Capitulo 7

Sistemas Interactivos de Prova

Os sistemas interactivos de prova correspondem a uma contraparte probabilistica da classe NP.
Correspondem a protocolos interactivos entre dois agentes, onde um pretende fornecer informacgao
ao outro e o outro pretende convencer-se com grande probabilidade que a informacao esta cor-
recta. Sa@o especialmente tteis em criptografia, autenticacdo de mensagens e em algoritmos de
aproximagao.

Enquanto a classe NP pode ser vista como a classe de problemas com provas pequenas, a classe
IP vai ser a classe de problemas/teoremas com provas interactivas eficientes. No caso de linguagens
em NP podemos considerar que existe um demonstrador que encontra provas de pertenga a uma
linguagem e um verificador polinomial que as verifica. No caso do problema SAT, o demonstrador
envia uma atribuicao de valores as varidveis e o verificador verifica se a formula é satisfeita. No
entanto, j4 vimos que parece mais dificil convencer o verificador (polinomial) que uma férmula nao
é satisfazivel. Vamos ver que adicionando aleatoriedade e interactividade podemos ter modelos

mais potentes.

7.1 Classe IP

Definicao 7.1 (Sistema Interactivo de Prova) Um sistema de prova interactivo € constituido
por duas maquinas de Turing deterministicas M T independentes: o demonstrador (P) e o verificador
(V). As mdquinas partilham uma fita de leitura e uma fita de comunicacao de leitura e escrita. Cada

uma tem uma fita de trabalho (leitura/escrita) privada. Além disso
o V tem acesso a uma string privada de bits aleatorios
o V executa em tempo polinomial

e P nado tem limitacoes de tempo ou espaco, mas tem de parar para todos os dados e s pode

escrever strings de tamanho polinomial (no tamanho dos dados) na fita de comunicagao.
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Na definicao anterior, P pode ser visto como um oraculo que calcula uma funcao.

O protocolo de (P, V) é o seguinte: as duas maquinas alternam. Quando é a vez de V, V
executa em tempo polinomial, podendo aceder a string de bits aleatdrios para fazer uma escolha
probabilistica. Se escrever uma mensagem para P, na fita de comunicacao, entra num estado que
causa o controlo a ser transferido para P. Nesse caso P pode correr um tempo arbitrario, mas
finalmente terd de escrever uma mensagem para V o que faz com que o controlo passe para V. O
controlo pode alternar entre V e P (voltas) um niimero polinomial de vezes até V' decidir aceitar
ou rejeitar.

P pode ser visto como tentando convencer V' que os dados de entrada verificam uma propriedade.
E, V tentar verificar que a informagao dada por P estd correcta. Se os dados verificam a propriedade
entao deve ser possivel a P convencer V que isso é verdade com alta probabilidade. Se V' aceitar
é porque esta convencido que a propriedade é verdade. Suponhamos que se substitui P por um P’
desonesto. Suponhamos que V' executa a sua parte do protocolo como antes, mas que P’ pode ter
um comportamento diferente de P e pode tentar convencer V que a propriedade se verifica mesmo
que nao seja verdade. O verificador V' devia ser capaz de detectar este comportamento desonesto

com grande probabilidade e rejeitar

Definigao 7.2 Um protocolo (P, V') é um sistema interactivo de prova para uma linguagem L C ¥*

se para r € ¥,

i) Sex € L, Pry((P,V) aceita x) >

E[SN]

i) Se x ¢ L, para qualquer P', Pry,((P',V) aceita x) < i,

onde a probabilidade € em relacdo a bits aleatdrios ya escolhidos uniforme e aleatoriamente entre

todas as strings aleatorias que excedem o limite polinomial de V, i.e |y| > n®, para algum c.

A classe de complexidade IP é definida pelo conjunto de linguagens que tém um sistema de
prova interactivo. Como para as classes aleatorizadas BPP e RP, as constantes % e i podem ser

substituidas por valores 1 — ¢ e €, com € > 0.

Exemplo 7.1 Vamos ver que SAT € IP e portanto qualquer problema em NP. Para SAT existe um
protocolo com uma volta e que nao usa bits aleatdrios. O demonstrador quer convencer o verificador
que uma formula proposicional € satisfazivel. O demonstrador envia ao verificador uma valorizagao
que satisfaz a formula. Se ela existir o demonstrador nao tem limites de complexidade e pode
procurar exaustivamente por uma atribuicdo que satisfaca a férmula e envid-la a V. A valorizacdo
tem tamanho polinomial no tamanho da formula. Se ndo encontrar nenhuma valorizagdo, pode
enviar qualquer uma. O verificador V avalia a férmula para a valorizacao recebida. E se a formula
for verdade entao V' aceita, sendo rejeita. Se a formula for satisfazivel entao (P,V) aceita com
probabilidade 1. Por outro lado, se a formula nao for satisfazivel, nenhum demonstrador desonesto
P’ pode convencer V do contrdrio, i.e. ndo pode dar uma atribuicdo de valores que torne a férmula

verdade. Neste caso (P',V') aceita com a probabilidade 0.
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Exercicio 7.1.1 Mostrar que SAT® € IP. Sugestao: considerar #SAT.
Exemplo 7.2 Recorda o sequinte problema.

Gl (Isomorfismo de grafos)
Instancia: Dados dois grafos dirigidos G; = (Vi, E;), i = 1,2

Questao: Existe um isomorfismo de grafos entre eles, i.e f : Vi — Va bijeccao tal que ¥(a,b) €
Eq, (f(a), f(b)) € E2?

O problema GI estd em NP mas nao se sabe se é NP-completo ou ndo. Também ndo se sabe se

€ coNP. Consideremos o problema complementar GI¢: nao isomorfismo de grafos, i.e

GI¢
Instancia: Dados dois grafos G e H
Questao: Determinar se nao existe nenhum isomorfismo entre G e H.

Vamos construir um protocolo para GI¢. Os dados sdo as codificagées de dois grafos G e H com

n vértices. O sequinte procedimento € erecutado k vezes:

1) e O werificador V escolhe aleatoriamente uma permutacao de {1,2,...,n}. Isto requere
O(nlogn) bits.

e Aplica a permutacdo aos vértices de G e de H e obtém G' e H'.

e Entao V lanca uma moeda. Se sair cara, envia G' para P; se for coroa envia H' para P.

2) O demonstrador P verifica se o G que estd na sua fita de leitura e o grafo que foi enviado por V
sao isomorfos, procurando eraustivamente um isomorfismo e comunicando-o a 'V se o encontrar

ou indicando que ndo existe.

3) V toma a acgao sequinte baseada no langamento da moeda que fez anteriormente e na resposta

do demonstrador sequindo a sequinte tabela:

Moeda | Resposta P Accao

(G') cara isomorfo continua

cara | ndo-isomorfo | rejeita

(H') coroa isomorfo rejeita

coroa | nao-isomorfo | continua

Se o protocolo executar k vezes V' aceita, convencido com grande probabilidade que G ¢ H nao

sao isomorfos.
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Suponhamos que G e H ndo sao isomorfos. Como P é honesto responde isomorfo se lhe foi
passada uma permutacdo de G e nao-isomorfo, caso contrario. Entdo, as linhas 2 e¢ 3 da tabela
nunca ocorrem. O protocolo executa a rotina k vezes e V aceita com a probabilidade 1.

Por outro lado, suponhamos que G e H sao isomorfos. Entio V envia ou G' ou H', mas P (ou
outro P') nao conseque ver a diferenca. Um demonstrador nao honesto tem de dizer que nao sio
isomorfos (caso V' tenha langado coroa) e que sao isomorfos quando V' langa cara. Mas ndo podem
saber qual destes eventos ocorreu. Assim a probabilidade de acidentalmente escolher a resposta

correcta € 27F,

7.2 IP e outras classes de complexidade

Temos as seguintes relagoes da classe IP com classes de complexidade temporais.

Teorema 7.1 coNP C IP.

Teorema 7.2 IP = PSPACE.

7.2.1 PSPACECIP

O resultado que PSPACE C IP é de Adi Shamir [Sha92] e consiste em mostrar que um problema
PSPACE-completo estd em IP, nomeadamente TQBF € IP. Dada uma férmula Booleana quantifi-
cada 1, se ¢ é verdade entao o demonstrador P pode convencer o verificador V' desse facto com
grande probabilidade; se ¢ for falsa entao nenhum demonstrador P’ pode convencer V que v é
verdade com mais do que probabilidade negligenciavel.

A prova é constituida por varios passos:
1. Mostrar como transformar uma férmula Booleana quantificada numa forma especial simples

2. Transformar uma férmula Booleana simples @ numa expressao aritmética A substituindo os
operadores Booleanos por operadores aritméticos. A expressdo aritmética A representa um

valor nao nulo se e sé se a férmula Booleana 1) é verdade. Este passo chama-se aritmetizacao.

3. Reduzir o problema a determinar se uma expressao aritmética A é zero médulo um primo p

suficientemente grande.

4. Descrever um protocolo para o demonstrador convencer o verificador com grande probabili-
dade de que a expressao A se anula moédulo p. O protocolo tem varias etapas e é indutivo na

estrutura de A.
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Passo 1

Definigcao 7.3 Uma formula Booleana quantificada € simples se estiver em forma mormal negativa
(negagoes so de varidveis) e para cada subformula 3xC(x) ou VxC(x) qualquer ocorréncia livre de
x em C(x) ocorre no ambito de no mdzimo um quantificador universal Yy em C(x). Por outras

palavras, existe no mdxrimo um Yy entre qualquer ocorréncia duma varidvel e a sua quantificacdo.

Exemplo 7.3 Considera as sequintes formulas:

Va13xodxs|(zy V x2) A (Vog(xr A x3 A 24)] (7.1)
Va:leg[(a:l VAN 172) VAN Vl’g(—'l’l A 273)] (72)

A primeira formula 7.1 € simples mas a sequnda formula nao, dado que a seqgunda ocorréncia

de 11 estd separada de seu quantificador por dois quantificadores V.

Lema 7.1 Qualquer formula Booleana quantificada de tamanho n € equivalente a uma simples cujo

tamanho € polinomial em n.

Dem. Podemos mover as negacoes para dentro usando as Leis de De Morgan:

~(oAY) = ¢V
~(oVY) = —pA-p
—dry = Ve

—Vap = dz—
Para cada subférmula da forma
VaC(x,y1, - Yn) (7.3)
onde y1, ...,y sdo livres em (7.3), introduzir novas varidveis ], ..., y, e substituir (7.3) por
n
Va3yy ... 3y, (/\((yi Ay V (=i A=yi)) AC(2, 91, %)) (7.4)
i=1

e efectuar esta transformacao de fora para dentro, i.e comecando pelas subférmulas maiores.
Isto é para cada quantificador universal, introduz-se varidveis yf que correspondem ao [-ésimo

nome da variavel i e indica-se que yﬁ e yg_l sao equivalentes, para [ > 1.

Por definicdo a férmula resultante é simples e contem um numero de varidveis quadratico

(comparado com a férmula original). [
No exemplo 7.1, a férmula resultante da segunda férmula seria
Vo Voo dx [((x1 A 2)) V (mz1 A =2h)) A (2] A o) AVas B (2 Ax]) v (=2 A —2))) (=2 A z3)]
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Passo 2 (Aritmetizacao) O problema de decidir se uma férmula Booleana quantificada é ver-
dadeira ou falsa pode ser expresso usando uma expressao aritmética. Seja ¥ uma férmula Boo-
leana quantificada simples. Transformamos 1 numa expressao aritmética A (denominada forma

aritmética de 1)) do seguinte modo:

e Mantemos o nome das varidveis (literais positivos) mas agora assumimos que o seu ambito é

Z.

Substituimos cada literal negativo -z por 1 — x

Substituimos A por -

Substituimos V por +

Substitufmos 3z por 37, (g 1y; sendo que Y-, ¢y 1y C(z) é C(0) + C(1).

Substituimos Vx por er{0,1}5 sendo que HJ:E{O,l} C(x) é C(0)-C(1).
Exemplo 7.4 Considera a férmula Booleana quantificada
P = V.I‘lal‘g[(l‘l A .7}2) V 3%3(—\1‘2 A .7}3)]

A sua aritmetizacao é

A = H Z (xl-x2)+ Z (1—%2)-.%3

z1€{0,1} z2€{0,1} z3€{0,1}

que pode ser avaliada para o inteiro 2. Sendo ndo nulo, isso indica que a formula original é verdade.

Lema 7.2 Uma férmula Booleana quantificada v é verdade se e s6 se a sua forma aritmética A é

nao nula.

Exercicio 7.2.1 Demonstra o Lema 7.2 por inducao na estrutura de 1.

Passo 3 Se v é verdade o valor de A pode ser muito grande. No entanto podemos estimar um

limite superior.

Lema 7.3 Seja v uma formula Booleana quantificada de tamanho n. Entao, o valor da sua forma

aritmética A ndo pode exceder O(22").

Dem. Para cada subférmula ¢’ de 1 define-se v(¢') como o valor maximo da forma aritmética
de ¢ sob qualquer substituigdo das varidveis por valores em {0,1}. Temos que as seguintes

inequagoes se verificam:
1. v(z;) = v(—z;) = 1.
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E facil de verificar que O(2%") satisfaz todas as inequacoes. Notar que este valor ndo pode

ser melhorado significativamente, dado que para

v = Vo Voo Va,_13r,(z, V oxg)
temos
A=TTII1I2=2"
r1 T2 Tn
O

Assim, como um verificador polinomial ndo pode tratar com numeros tao grandes temos que os
reduzir médulo um primo pequeno.

Comecamos por recordar

Teorema 7.3 Teorema chinés do resto Sejamny, . ..,n, inteiros primos entre si e sejan = II7_ n;.

O sistema de congruéncias

r = a3 modny

r = ar modn,
tem solugao para x e para todas as outras solucoes y do sistema se tem y = x mod n.

Lema 7.4 Seja v uma formula Booleana quantificada de tamanho n. Entdo exriste um primo p

que em bindrio tem tamanho polinomial em n e tal que A % 0 mod p se e s6 se ¢ € verdade.

Dem. Suponhamos que A é ndo nula. Se fosse nula modulo todos os primos (que em binério
tem um tamanho polinomial de n), pelo Teorema chinés do resto tambémdé zero moédulo o
seu produto. Mas pelo Teorema dos niimeros primos esse produto é (22" ), para qualquer
constante d, o que contraria o facto de A ser nio zero e menor que O(22"). Por outro lado,

se 9 for falsa entao A = 0 médulo qualquer primo. [

Exercicio 7.2.2 Completa a demonstracao anterior, usando o facto de que paran > 30, o produto

de primos menores que n € maior que 2".
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Passo 4 (protocolo) A tarefa do demonstrador fica entao reduzida a fornecer um primo p (com

4 bits) e um valor ndo nulo a € Z} = Z, \ {0} e convencer o verificador que:
e p é primo
e a expressdo aritmética A — a anula-se médulo p

O demonstrador P pode escolher um primo e enviar ao verificador V juntamente com um
certificado de primalidade. Isto pode ser feito numa etapa, dado que o problema PRIMO estd em
NP.

Em seguida o demonstrador P tem de convencer o verificador que uma expressao aritmética A
anula-se médulo p (com n? bits). Suponhamos ainda que p > n. Para uma expressdo Y B(z) ou

[1, B(x) a subexpressao B(x) reduz-se médulo p a um polinémio em x com coeficientes em Z,

Exemplo 7.5 Considera

P = V‘Tl(—!.rl V HCCQVCL‘g((Cﬂl A SUQ) V 563),
Entao,
A = H (1—2x1) +ZH x9) +3) |,
T2 3
temos

(1— 1) +H d4x3) + (21-0423) =
(1—21)+ ((z1-140) + (2 1-0+0))(( 11+ 1)+ (21-0+1) =
(I—21)+zi(z14+2) = ai+a+1
O polinémio que representa B(z) pode ter um grau que é exponencial em n. Considera,
Y =V Vee - Vap (1 V- V),

cuja forma aritmética é

AT Tl -+ 0

1 X2

O polinémio correspondente b(z1) é o produto de 2”1 termos da forma (z1 +¢) para0 < c<ne

que tem grau 2"~ !'. No entanto para férmulas Booleanas quantificadas simples temos que

Lema 7.5 Se > D(x) ou [[, D(x) € uma forma aritmética derivada de uma férmula Booleana
quantificada simples 1, entdo D(z) € equivalente mddulo p a um polinémio d(x) que cresce linear-

mente com o tamanho de ¢ e com coeficientes em 7Zj,.
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Dem. Cada ocorréncia de z em D(z) estd no ambito de no maximo um [[,. Substituimos cada
subexpressao Hy E(z,y) por E(z,0)- E(z,1). Como todas estas subexpressoes sao disjuntas,
isto no maximo duplica o grau do polinémio. Estes polnémios tém grau limitado pelo tamanho
de cada subexpressoes. As somas podem alterar os valores dos coeficientes mas nao o grau

do polinémio. Assim, a duplicacdo s6 pode ocorrer no maximo uma vez. [

Exercicio 7.2.3 Mostra que introduzindo varidveis novas o grau do polindmio no lema anterior

pode ser 3.
O seguinte lema sera usado para mostrar que o protocolo é um sistema de prova interactivo.

Lema 7.6 Seja d(x) € Zy[z] um polindmio de grau no mdzimo n. A probabilidade de que d se

anule num elemento escolhido aleatériamente em Z, € no mdximo %.
Dem. O polinémio d(z) tem no méximo n rafzes em Z,. O

O protocolo para provar que A 0 mod p é o seguinte. O demonstrador P envia ao verificador
V ovalor a de A (mod p) e justifica a sua afirmagao considerando sucessivamente subexpressoes de
A mais pequenas. Suponhamos que o demonstrador P quer convencer o verificador que a expressao
A se anula moédulo p. Sendo A a expressao corrente ela é da forma A;-As ou A1+ As, onde A é um
polinémio completamente instanciado e Aa comega por [[ ou Y . Nota que se A for um polinémio
totalmente instanciado o seu valor a; pode ser calculado imediatamente por V e comparado com
a. Se e s6 se a1 = a, V para e aceita. Senao para e rejeita.

Em geral, A é da forma:

B (H Di(z1), Z Dy(z),..., HDm(zm)> ,

onde [[, Dj(zi) e [],, Di(zi) sdo subexpressoes de B da forma respectiva, i.e B(y1, ..., ym) nao tem
ocorréncias de [[, ou ). Pelo Lema 7.5 cada D;(z;) é equivalente a um polinémio d;(z;) € Zp|z]

de grau baixo. O demonstrador envia a V'
di(2),...,dm(z) € Zp|z],

afirmando que
Di(2) =d;i(z) modp, 1 <i<m. (7.5)

O verificador V calcula directamente

B([[di(1),) _da(z),..., ][ dm(zm) =0 mod p)

Zm
Mas o demonstrador tem ainda de convencer o verificador que (7.5) é verdade. O verificador toma

elementos aleatérios a; € Z, e pergunta ao demonstrador para verificar
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Di(a;) =di(a;) mod p, 1 <i<m, (7.6)

ou seja

Di(a;) — di(a;) =0 mod p, 1 <i<m, (7.7)

Estamos de novo no inicio do Passo 4, com uma expressao estritamente mais simples.
Exercicio 7.2.4 Simula o protocolo anterior para a formula dada no Exemplo 7.5.
Finalmente temos,
Teorema 7.4

1. Se ¢ € verdade e P honesto, V aceita com probabilidade 1.

2. Se € falsa, V aceita com probabilidade negligencidvel.

Dem. 1. Neste caso se P for honesto pode justificar todos os valores e V' acaba por aceitar.

2. Um demonstrador desonesto P’ indicou valores incorrectos de a e tem de fornecer po-
linémios incorrectos d;. Usando o Lema 7.6, se um polinémio tiver grau ¢, ele sé coincide
com o polinémio correcto no maximo em ¢ valores dos p valores de Z,. Sendo t o grau
do polinémio e p exponencial no tamanho de 1, é negligencidvel a probabilidade de um
d incorrecto gerar um valor correcto num ponto aleatdrio a; escolhido por V. Como
resultado, um P’ desonesto é forcado a dar valores incorrectos para subexpressoes cada
vez menores até ser exposto com grande probabilidade quando V avaliar a subexpressao
final.

0

7.2.2 |P C PSPACE

Suponhamos que temos L € IP e queremos mostrar que L € PSPACE. Seja (P,V) um sistema
interactivo de prova para L. Sabemos que o protocolo, tem varios etapas. O verificador V executa
em tempo polinomial, e envia uma mensagem m; a P e transfere o controlo para P. P pode
executar o tempo que quiser mas depois envia uma mensagem [y a V' de tamanho polinomial e V'
fica com o controlo. O ntumero de etapas é polinomial, seja N e no fim V indica na sua tltima
mensagem se aceita (my = 1) ou se rejeita my = 0. Vamos considerar que N = n® é o limite
temporal de todo o protocolo (excluindo a execugao de P), para dados de tamanho n e algum ¢ > 0.

Isto é
o mi| < Nell| <N

150



e o numero de etapas é N
e V pode usar no maximo N bits aleatorios

Suponhamos que P € PSPACE. Neste caso é simples decidir que L € PSPACE. Com dados =,
|z| = n podemos considerar em sequéncia todas as strings de bits aleatérios de tamanho N (2V) e
simular o protocolo inteiro para cada uma, contando o nimero de vezes que V aceita. Aceitamos

2N71

T se esse numero é pelo menos , 0 que garante uma probabilidade de aceitar de pelo menos

%. Pela definicao de sistema interactivo de prova isso ocorre se e s6 se x € L. Toda a computacao
pode ser feita em PSPACE.

Suponhamos agora que P executa com uma complexidade temporal arbitraria e apenas sabemos
que ¢é deterministico, para sempre e as suas mensagens sao polinomiais. P pode ser visto como uma
funcao que considera a histéria de mensagens my, ..., my, recebidas previamente de V', e os dados
x e produz uma nova mensagem,

lk:P(ﬂf,ml,...,mk)

que envia a V. Como existe um protocolo que satisfaz as condigoes i) e ii) da Definigao 7.2, podemos
considerar um demonstrador que escolhe as suas mensagens de modo a maximizar a probabilidade
de V aceitar. As condigoes i) e ii), mantém-se vélidas se se usar esta estratégia optimizada Py
que podemos mostrar que pode ser calculada em PSPACE.

Vamos assumir que todas as mensagens do demonstrador sio de 1 bit'. Entdo o demonstrador

pode ser visto como um oraculo que sempre que questionado numa string

m#ml# T #mka
retorna um bit

; 1 se x#mi# - - - #my, estd na linguagem do oraculo;
k =
0 caso contrario.

Por questoes técnicas também se assume que cabeca da fita de bits aleatdérios s6 se move para
a direita (i.e cada bit é lido no méximo uma vez por V). Caso V precise do bit, pode guarda-lo na
fita de trabalho.

O protocolo (P,pt, V') pode ser descrito por uma arvore de computagao T'. Os vértices de T' sao

etiquetados pelas configuracoes que descrevem:
e o estado de V,
e 0 conteudo e posicoes da cabeca da fita de leitura e de trabalho de V,

e a fita de comunicacao.

Lcorresponde a enviar mensagens bit a bit para o verificador
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A configuragao nao inclui o conteido da fita de bits aleatdrios de V. Uma pergunta a fita de bits
aleatorios é modelada por uma ramificacao bindria na drvore 1" e determinada pelo valor do bit lido
(nessa chamada). Estas ramifica¢oes sao denominadas aleatorias. A arvore T tem outro tipo de
ramificagao bindria: a ramificacao de ordculo, que corresponde as chamadas ao oraculo que modela

as mensagens de um bit do demonstrador ao verificador.

A profundidade de T' é no méximo N e as etiquetas de cada vértice sdo descritas por strings de
tamanho N sobre um alfabeto finito A. Para cada estratégia P, as ramificagbes de oraculo estao
completamente determinadas por P. Isto permite que se corte os ramos de oraculo e para obtermos
uma arvore s6 com ramificagoes aleatérias Tp.

A probabilidade de V aceitar dado P é a soma das probabilidades de todos os caminho de Tp
que levam a aceitacao, i.e my = 1.

A probabilidade de um caminho é o produto das probabilidades dos arcos ao longo desse ca-
minho, onde a probabilidade de um arco que sai de um vértice de ramificagdo aleatéria é % e de
qualquer outro vértice é 1.

Com dados z, P, deve calcular a resposta 6ptima /; a cada pergunta de oraculo feita por V'
que maximiza a probabilidade de V aceitar.

O demonstrador P,,; tem conhecimento do programa de V' mas nao dos bits aleatérios, excepto
por informacoes possivelmente contidas nas mensagens m;. As mensagens m; sao varidveis aleatérias
no conjunto das strings de tamanho NV e dependem das ramificagoes aleatérias anteriores da arvore,
dos dados x e das respostas anteriores do demonstrador.

Seja Propt(E) a probabilidade do evento E ocorrer, assumindo que o demonstrador se comporta
sempre optimamente. Isto é, que as mensagens do demonstrador [q,...,Iy sdo escolhidas para
maximizar a probabilidade de aceitar.

Seja Propt(E | F') a probabilidade condicionada do evento E ocorrer, dado o evento F' ocorrer

assumindo que o demonstrador se comporta sempre optimamente. Temos,

Prop(EOF) o Prop(F) # 0

Prop(E | F) =g Fron®) (7.8)
indefinido  caso contrario.
Sendo F = UZ F; e F; eventos disjuntos temos que
Propi(E|F) = Y Prou(E| F)- Prop(F; | F) (7.9)
< max Proy(E | Fy). (7.10)

A condigao de aceitacao é o evento



Para y1,...,y; € {0,1}V e z1,..., 2 € {0,1} sejam R; e S; os eventos
i
j=1

SZ‘ = /Z\ lj = ZzZj.
j=1

Nota que R; e S; sao funcao dos y; e dos z;, respectivamente. Temos

Propt(mN =1 ‘ Ri_1 A S'_1> = Z Propt(mN =1 ‘ R; A Si—l) . Propt(Ri ’ R, 1A Si_lﬁ'?.ll)
yiE{O,l}N
= Z max Propt(mN =1 ‘ R; A SZ) . PTOpt(Ri | R,_1 A Si—l)
yie{07l}N Zie{o,l}

A primeira igualdade resulta de (7.9) e a ultima igualdade corresponde & maximizac¢ao da proba-
bilidade de aceitacao.
Os valores
Propt(R;i | Ri—1 A\ Si—1) = Prope(mi = y; | Ri—1 A Si—1)

podem ser calculados em PSPACE simulando a computagdo de V em todas as string de bits de
comprimento N, fornecendo os z1, ..., z;_1 como respostas as chamadas ao oraculo, ignorando todas
as computacoes que nao gerem yi,...,Yy;—1 por esta ordem e calculando a fragao das computacoes

restantes para as quais V gera m; = y;. Com este procedimento PSPACE os valores de
Propi(mn =1] R; A'S;) (7.12)

podem ser calculados fazendo uma pesquisa em profundidade na arvore de computacao e usando
7.11. A probabilidade de aceitacao é

Propt(mN = 1) = Propt(mN =1 ‘ R0 A SO) (713)

Esta computacgao pode ser feita em PSPACE. O demonstrador pode calcular a sua resposta éptima

em PSPACE, calculando (7.12) para z; € {0,1} e escolhendo para [; o valor que dé o maximo.

7.3 Classes IP[m] e AM[m]

As mensagens do verificador num sistema de prova interactivo geral sao determinadas pela interacao
ja feita que inclui os lancamentos de moedas feitos internamente. Assim os lancamentos néo sao
em geral revelados nas mensagens que envia (sdo privados). Em contraste, nos sistema de prova
de moeda piblica (sistemas de Arthur-Merlin) as mensagens do verificador contém o resultado de

qualquer lancamento de moedas feito na wolta corrente. Pode-se até considerar que a mensagem
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sao sé esses resultados. Os sistemas usado na demonstracao do Teorema 7.2 sao ptblicos, enquanto
que o sistema usado para o nao isomorfismo de grafos nao é publico. Contudo, podemos concluir
que todas as linguagens que tém um sistema interactivo de prova, também tém um publico. Isto é,
perguntas aleatorias sao tao expressivas como perguntas inteligentes.

Na definicao da classe IP o nimero exacto de voltas de um sistema de prova nao é conside-
rado uma medida de complexidade (apens é exigido que seja em niimero polinomial). No entanto

podemos definir
Definicao 7.4 (complexidade de voltas de sistemas de prova) Seja m uma fungao inteira.

1. A classe de complexidade |P[m] € constituida pelas linguagens que admitem um sistema de
prova interactiva (P, V) que com dados x o nimero de mensagens trocadas entre P e V € no

mdzimo m(|z|). Em particular, IP = |J,.IP[n‘].

2. A classe de complexidade AM[m| é constituida pelas linguagens que admitem sistemas de
prova de moeda publica que com dados x o numero de mensagens trocadas entre P eV € no

mdzximo m(|x|).
Exercicio 7.3.1 Mostra que NP C IP[1].
Exercicio 7.3.2 Mostra que IP[0] = coRP.

A classe IP[2] contém linguagens/problemas que nao se sabe se estao em NP, como o problema
do nao-isomorfisrmo de grafos. Contudo, nao se sabe se coNP C IP[2]. Pode-se mostrar que para

qualquer funcao inteira m, IP[m] = AM[m] e para m(n) > 2, IP[O(m)] = IP[m)].
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Capitulo 8

Aproximacao de problemas de

optimizacao e PCP

Num problema de optimizagao, cada solucao tem um custo positivo associado e pretende-se obter
a solucao 6ptima. Se o problema for de maximizagao pretende-se o custo maximo possivel, se for
de minimizacao, o custo minimo possivel.

Como exemplo podemos considerar o seguinte problema de optimizagao associado ao KNAP-
SACK. Pretende-se maximizar o valor colocado no knapsack sujeito a que o tamanho total dos

objectos nao exceda a sua capacidade.

KNAPSACK-O

Instancia: Dado um conjunto finito U = {u,...,u,}, uma fungao tamanho s : U — Z*, uma

fungdo peso v: U — Z* e uma capacidade méxima M > max{s(u) | u € U}.
Questao: Encontrar um subconjunto U’ C U tal que ), iy s(u) < M e Y, o v(u) é maximo.
Formalmente um problema de optimizacao Il é constituido por:
e um conjunto de instancias I € Dp;
e para cada instancia I € Dp, um conjunto finito Sp(I) de solugoes admissiveis para I; e

e uma fungao de custo (ou valor) mp que atribui a cada instancia I € Dp e cada s € Sp(I) um

valor racional positivo mp(7,s)

Se M é de maximizagao o valor 6ptimo é

OPT(I) = sé%ﬁi{[) mn (I, s)

e se [1 for de minimizacao,

OPT(I) = selg.iql(ll) mn(Z,s).
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Uma solu¢do optima é uma solugao s € Sp(I) tal que mn(I,s) = OPT(I).

Para resolver um problema de optimizagao 1 que é NP-hard uma das solugoes é desistir da
solugao 6ptima e procurar um algoritmo polinomial A que dado I € Dp calcule s € Sp(I), tal que
A(I) =mn(I, s) se aproxime de OPT(I). Um tal algoritmo diz-se de aproximagao, mas pretende-
se que a aproximagao seja a menos de um factor garantido do éptimo, i.e. com uma determinada

razao de aproximagao. O erro relativo do algoritmo A para uma instancia I é

|A(I) — OPT(I)]
OPT(I)

eall) =

Em geral, os métodos de aproximagao sao especificos para cada problema NP-hard e as redugoes
polinomiais em geral ndo ajudam a relacionar algoritmos de aproximagao [GJ79]. Mas, a menos
que P = NP podemos obter resultados sobre majorantes e minorantes das razoes de aproximacao
e determinar resultados de nao aproximacao, i.e. casos que as heuristicas sdo tao dificeis como os
algoritmos exactos [GJ79, Vaz01]. Novas caracterizacoes da classe NP em termos de protocolos
interactivos permitiram grandes avangos em determinar quando as aproximagoes sao tao dificeis

como determinar os valores éptimos.

Definigao 8.1 Seja I um problema de optimizacio e p: N — Q%t, com p(n) > 1, Vn € N. Um
algoritmo de aproximagao (ou aproximado) A para um problema I tem uma razao de aproximagao
p(n) se para qualquer instincia I € Dp e |I| =n, o custo A(I) da solugdo produzida pelo algoritmo

estd dentro dum factor p(n) do custo OPT(I) da solugdo dptima i.e

A(I)  OPT(I)
maX(OPT(I)’ A(I) >§p(”)

e para problemas de maximizagdo 0 < A(I) < OPT(I) e a razdo OZ[I()I) indica o factor pelo

qual o custo da solucdao optima € maior do que a encontrada;

e para problemas de minimizagdo 0 < OPT(I) < A(I) e a razdo oPT(D indica o factor pelo

qual o custo da solucdo aproximada € maior do que a optima.

E ainda A ezecuta em tempo polinomial em n. Se p ndo depender de n, usamos sé p. Se p =1

A(l

temos o optimo. Por vezes para problemas de maximizacdo usa-se p < 1 e neste caso OP#T()I) > p.

Notar que para se obter a razao de aproximagao de um algoritmo nao se pode usar o custo/valor
da solucao 6ptima (dado isso ser tao dificil como resolver o problema de optimizagdo em causa).
Em alternativa utiliza-se um limite inferior do valor éptimo que possa ser calculado em tempo

polinomial.
Exemplo 8.1 Seja o problema de minimizacdo sequinte:
Cobertura por vértices VCO
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Instancia: Dado um grafo G = (V, E)
Questao: Encontrar uma cobertura por vértices de tamanho minimo.

Considere-se o sequinte algoritmo aproximado que calcula um emparelhamento maximal.

procedure APPROX-VCO(V, E)
C+0
E' + E
while E' # () do
(u,v) < aresta de E’
C + CU{u,v}
remover de E' todas as arestas incidentes em u ou v

return C

O algoritmo APPROX-VCO € algoritmo polinomial aproximado VCO para com razdo 2. Primeiro
é imediato que o algoritmo executa em O(V + E), usando lista de adjacéncias. Também é fdcil ver
que estd correcto, isto € o valor calculado C € uma cobertura por vértices. Falta ver que a cobertura
C € no mazimo o dobro da éptima. Seja A o conjunto de arestas escolhidas pelo algoritmo. Para
cobrir os vértices de A qualquer cobertura tem de ter pelo menos um vértice de cada aresta de
A. Por outro lado, nenhuma aresta de A partilha os mesmos vértices e nenhuma aresta de A €
coberta pelo mesmo vértice em OPT. Temos entio que |OPT| > |A|l. E cada aresta escolhida
ndo tem os vértices ainda em C, i.e. |C| = 2|A|. Vem que |C| < 2|OPT|. Nota que este valor
¢ atingido considerando grafos bipartidos completos, Ky, . Por outro lado, qualquer algoritmo que
considere como limite inferior o tamanho de um emparelhamento mazimal, ndo pode ter uma razdo
de aproximacdo melhor. Isto porque para grafos completos K, o tamanho de um emparelhamento

mazximal € ”Tfl e o tamanho de uma cobertura éptima é n — 1.

Para alguns problemas de optimizacao, nao sé existem algoritmos de aproximagao com uma
determinada razao, mas também admitem algoritmos com razdes de aproximacao arbitrarias de
modo que podemos obter uma solucao tao proxima da 6ptima quanto o desejado. Neste caso, a

razao é também um parametro do algoritmo.

Definicao 8.2 Um esquema de aproximagao em tempo polinomial (PTAS) para um problema
de optimizacdo 1 € um algoritmo que para além da instancia I tém um parametro € > 0, sendo
garantido que a solucdo aproximada tem uma razdo de aprorimacao 1+¢ e que o tempo de execucdo €

polinomial em n = |I|. Dizemos que um esquema de aproximacdo € totalmente polinomial (FPTAS)

1

se o tempo de execugao for polinomial em - e em n.

Para o problema KNAPSACK-O nao sé podemos ter algoritmos de aproximacao de uma razao

fixa mas também esquemas de aproximacao em tempo polinomial que podem ser totais.
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Uma algoritmo simples de aproximagao pode ser obtido do seguinte modo. Primeiro ordenar

por ordem decrescente os objectos de U = {uy, ..., u,} pela razao entre o valor e o tamanho tal que
—283 > 2 —;)EZ:; Depois colocar sucessivamente em U’ os u; tal que Y, v s(u) < M — s(u;).

No fim compara-se o valor obtido com o valor maximo dos objectos e retorna-se o melhor. Este

algoritmo tem uma razao de aproximacao 2.
Exercicio 8.0.1 Analiza e verifica a afirmagdo anterior.

Teorema 8.1 Ezxiste um PTAS para KNAPSACK-O de razdo de aproximacdo 1+ ¢, para qualquer
e>0.

Dem. Seja V = maxyecy v(u). Entdo, nV é um limite superior para o peso méaximo de qualquer
solugao. Para i € {1,...,n} ep e {1,...,nV} seja U;, um subconjunto de {uy,...,u;} cujo
peso total é exactamente p e cujo tamanho seja minimo. Seja A(i, p) = Zuesi,p s(u) o tamanho
do conjunto S; 5, com A(7,p) = oo se tal conjunto nao existir. O valor de A(1,p) é conhecido
para todo o p € {1,...,nV}. Os restantes valores podem ser calculados indutivamente do

modo seguinte:

in A ‘7 7A .7 - 7 + 7 7 <
Ai+1yp) = min A(i,p), A(i,p — v(uit1)) + s(uir1) se v(uiy1) <p

A(i,p) caso contrario.
Escolhe-se o valor max{p | A(n,p) < M}. O algoritmo executa em O(n?V). Notar contudo
que o algoritmo nao é polinomial em |I| dado V' poder ser muito grande. Contudo se os
valores de v forem pequenos o algoritmo pode ser polinomial. Assim podemos optimizar o
tempo de execugao se ignorarmos alguns bits menos significativos dos valores de v. Seja b o
nimero de bits a ignorar. Temos entao v'(u;) = L%j Usando o algoritmo anterior obtemos
U’ em tempo O(’"”;—bv) Vamos ver qual é a razdo de aproximagao em fungao de £ (e assim

determinar b). Temos que para todo u € U,
0 < v(u) — 2%/ (u) < 2°,

Sendo O o conjunto que corresponde & solucao 6ptima temos

Z v(u) > Qva’(u) > Zv(u) —n20.
= i€O i€O
Ve
(1+e)n

com razao de aproximacao 1 + € e que executa em tempo polinomial de n e %(Veriﬁca). ]

Seja b tal que 20 = . Como a solugao optima ) .., v(u) > V, obtemos um algoritmo

No entanto existem problemas para os quais se pode provar que nao existe um esquema de
aproximagao polinomial a menos que P = NP. Um desses casos é o problema do caixeiro viajante

(geral). Seja,
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(TSO) Dado um conjunto de cidades e as distancias entre elas existe uma permutagao das cidades

que minimize a distancia total?
Instancia: C = {cj,co,...cp} e d: C x C — N distancia

Questao: Qual é a permutacao 7 : C' — C que minimiza
n—1
Z d(cﬂ(i)> C7r(i+1)) + d(CTr(n)a Cﬂ'(l))
i=1

Teorema 8.2 Se P # NP, entdo para nenhuma constante p > 1 existe um algoritmo aproximado

polinomial de razdo p para o problema TSO.

Dem. Por contradicdo. Suponhamos que para um p > 1, existe um algoritmo aproximado A
com razao p e p € N. Vamos ver que A pode resolver polinomialmente o problema do ciclo

Hamiltoneano, i.e.

(HC) Existéncia de ciclo hamiltoniano

Instancia: Seja G = (V, E) um grafo dirigido.
Questao: Existe um ciclo < (X1, X9)(Xo, X3) ... (Xp—1, X0)(Xpn, X1) >, X; €V, (X}, Xi41) €

E e e n=1|V], tal que todos os X; sao diferentes?

o que é um absurdo se P # NP. Seja G = (V, E) uma instancia de (HC). Transformamos G

na instancia de TSO seguinte:

e Seja G' = (V' E’) o grafo completo em V

e Considere-se
1 u,v) € K
d(u,v) = ()
plV|+1 caso contrério.
E facil ver que (G',d) é uma instancia de TSO e pode ser obtida em tempo polinomial em
V| e |E]. Se G tem um ciclo Hamiltoneano H entao, cada aresta em H tem d igual a 1, e
(G',d) tem uma permutagao de custo |V|]. Sendo, qualquer volta em G’ usa uma aresta que

nao estd em E. Mas tal volta terd um custo pelo menos
(PVI+1)+(VI=1) = plV|+ V]
> p|V|.
Isto é, existe uma diferenga de pelo menos p|V| entre uma volta que é um ciclo Hamiltoneano
em G (|V|) e um custo de qualquer outra volta (p|V|+ |V|). Se aplicarmos A a (G',d), é
garantido que obtemos uma volta com custo ndo maior que p vezes o éptimo. Entao se G

tem um ciclo Hamiltoneano, A retorna essa volta. Caso contrario, A retorna uma volta de

custo maior que p|V|. O
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A demonstragao do teorema anterior é um exemplo duma técnica geral para mostrar que nao
existe um esquema polinomial de aproximacao de razao p para um dado problema. Suponhamos
que dado um problema 1 NP-hard podemos obter um problema de minimizagao 1"’ em P tal que
as instancias ”sim”de I correspondem a instancias de I’ com um valor no maximo k (para algum
k) e as instancias "nao ”de [ correspondem a insténcias de 1" com um valor maior que pk. Entao
a menos que P = NP nao existe nenhum algoritmo aproximado com razdo p para o problema I
que execute em tempo polinomial. Na realidade para a maior parte dos problemas de optimizacao
NP-hard nao existe um FPTAS [Vaz01].

Iremos ver que existem problemas para os quais a nao aproximacao € ainda mais dificil.

8.1 PCP: Provas verificaveis probabilisticamente

Uma linguagem L € ¥* tem um prova verificdvel probabilisticamente (Probabilistic Checkable
Proof) se existe um protocolo interactivo (P, V') tal que V executa em tempo polinomial O(n)

e
i) se x € L entao Pry((P,V) aceita ) = 1

ii) se & # L entao para qualquer P, Pr,((P’,V) aceita z) <

NO[—=

onde y escolhido uniforme e aleatoriamente e |y| > n¢, para algum c. E % pode ser substituido por
0<e<1.

Em cada passo, podemos supor que P é fungao de (x,mq,...,my) onde m; sdo as mensagens
anteriores de V' e que a mensagem de P, 1 é um bit. Alternativamente podemos supor que V é
uma méquina de Turing probabilistica com ordculo (e que executa em tempo polinomial).

Se x € L, podemos ver P como um oraculo que codifica uma string binaria da prova que « € L
e as perguntas de V extraem esses bits. Se x ¢ L, entao para qualquer ordculo P’, V rejeita x com
uma probabilidade pelo menos %

Dizemos que (P, V) é (r(n), q(n))-limitado se para dados de tamanho n o verificador usa r(n) bits
aleatorios (complexidade da alearoriedade) e faz no maximo g(n) perguntas ao oraculo (complexidade

das perguntas) ao longo de qualquer caminho de computagao.

Definicao 8.3 A classe PCP(r(n),q(n)) € o conjunto de linguagens com protocolos (O(r(n)),O(q(n)))-

limitados.
Podemos ver algumas relacoes das classes PCP com outras classes de complexidade.

PCP(r(n),q(n)) € NTIME(2°0(")g(n)) Uma MTV N advinha a prova em tempo 29" (™)g(n) e o
verifica deterministicamente executando o verificador para todas as escolhas possiveis 20(7(%)

de lancamento de moedas. Se o verificador aceitar para todas as escolhas N aceita.
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NP = J.>o PCP(0,n¢) Porque o verificador pode ler deterministicamente a testemunha polinomial

de que x € L.

NP = J.>q PCP(log n,n¢) Com P fixo, podemos enumerar as strings aleatérias de tamanho lo-

garitmico do verificador e calcular a probabilidade de aceitar deterministicamente.
NEXP = |J.PCP(n¢, n®) ver [BFLI1].
NP C |, PCP(logn‘,logn?) ver[BFLS91].

NP C PCP(n3,1)

O teorema seguinte foi o culminar do trabalho de diversos autores e é um resultado surpreendente

e que permitiu uma nova caracterizacao da classe NP.
Teorema 8.3 ([ALM™98]) Teorema PCP
NP = PCP(logn,1).

Se L € NP entdo L tem um protocolo interactivo que usa no méximo O(logn) bits aleatérios e
pergunta um nimero constante de bits da prova independentemente do tamanho dos dados. Uma
prova mais simples do teorema PCP é a de Dinur [Din05].

Notar que PCP(logn,1) € NTIME(290°g(®)) — NP ¢ trivial e consequéncia do que foi visto

acima.

8.1.1 PCP e a dificuldade de aproximacgao

Os resultado de dificuldade de aproximagao (ou ndo aproximacao) dividem-se em trés classes prin-

cipais:

e Problemas nao aproximéaveis com razao (1+¢) (constante), para e > 0. Como exemplo iremos
ver MAX-3SAT e MAX-3ESAT (ja vimos TSP-0). E também VC-O.

e Problemas nao aproximdveis com razao O(logn).

e Problemas nao aproximaveis com razao n®, € > 0. Iremos ver MAX-CLIQUE. Mas também
MAX-INDEP-SET e COLOR.

Comecamos por considerar as seguintes variantes de optimizacdo do problema SAT, onde se

pretende encontrar subconjuntos de cldusulas satisfaziveis.

MAX-3SAT
Instancia: Seja C' = {c1,c2,...,¢n} um conjunto de clausulas com literais num conjunto finito
U = {u1,us,...,u,} onde cada ¢; tem exactamente trés literais
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Questao: Encontrar uma atribuicao de verdade que maximize o nimero de cldusulas satisfeitas.

e MAX-E3SAT
Instancia: Seja C' = {c1,¢2,...,¢p} um conjunto de cldusulas com literais num conjunto finito
U = {u1,us,...,u,} onde cada ¢; tem exactamente trés varidveis distintas

Questao: Encontrar uma atribuicao de verdade que maximize o niimero de clausulas satisfeitas.

Comegamos por mostrar que podemos aproximar MAX-E3SAT com razao 8/7. Notar que se em

cada clausula houver varidveis repetidas o teorema nao é valido. Por exemplo, para
@VyVy A@VyvVyA@VyVy) AT VYVY)
nao é possivel satisfazer mais que % das clausulas.

Teorema 8.4 Ezxiste um algoritmo polinomial que dado uma conjunto de cldusulas de 3SAT com
n varidveis e m cldusulas, cada uma com & varidveis distintas, que encontra uma valorizacdo que

satistaz %” das clausulas.

Dem. Escolher aleatériamente uma atribuicao de verdade ri,...r, para as varidveis ui,..., Uy
langando independentemente uma moeda para cada varidvel. Sejam S; e S as varidveis

aleatorias

1, 7r1,...7, satisfaz a clausula ¢
S; =
0, caso contrario

S = Si+-+Sm

onde S é o ntimero de clausulas safisfeitas. Temos que E(S;) = Pr(S; =1) =1—§ = I, logo
E(S) = %”. Entao existe uma atribuicao de verdade que satisfaz pelo menos % das clausulas.
Para as obter podemos usar um algoritmo guloso. Atribuimos valores de verdade a uq, ..., uy
por esta ordem. Seja ai,...,ar_1 uma atribuicao parcial de uq, ..., ur_1. Calcula-se o nimero
esperado de clausulas safisfeitas se uy = 0 e os restantes valores escolhidos aleatoriamente (i.e
para ug4i,-...,Un. B 0 mesmo para ug = 1. Seja ag o valor de up que dd o méximo. Seja
o evento Ej = /\f:1 ri = a;. Entdao E(S | Ej) é o numero esperado de cldusulas satisfeitas

atribuindo a1,...,a; a uq,...,ur e o restante aleatério. Pela escolha dos a; temos que
E(S ‘ Ey 1 A1 = ak) > E(S ‘ Ep, 1 A1 = ak).

Podemos mostrar que E(S | Ex) é nao decrescente com k, dado termos que

E(S ’ Ekfl) = E(S | Ep. 1 Ar, = ak).Pr(rk = ag ‘ Ekfl)
+E(S ‘ Ey 1 A1 = Ek).PT‘(Tk = ag ’ Ek—l)
< E(S|Ep.

Entdo, E(S | E,) > E(S|Ey) = E(S) =™, O



Serd que MAX-E3SAT tem um esquema de aproximagao em tempo polinomial?

Teorema 8.5 A menos que P = NP, ndo existe nenhum esquema polinomial de aprorimacdo de
razio (& + ) para MAX-E3SAT.

Considere-se o problema de optimizacao associado ao problema CLIQUE.

(MAX-CLIQUE)
Instancia: Um grafo G = (V, F) nao dirigido
Questao: Determinar o maior clique em G.

Teorema 8.6 ([FGL196]) Eriste um algoritmo aprozimado de razao p, para algum p, para MAX-
CLIQUE se e s6 se P = NP.

Dem. Se P = NP, MAX-CLIQUE pode ser resolvido em tempo polinomial. Suponhamos que
existe um algoritmo aproximado de razao p. Seja L € NP, L € PCP(logn,1). Entao existe
um protocolo PCP (P, V) para L que , com dados de tamanho n, usa clogn bits aleatérios e
k perguntas ao oraculo. Pela amplificacdo, podemos assumir que a probabilidade de aceitar
se x # L é estritamente menor que %. Dado z, cada y € {0,1}¢'°¢" e a € {0,1}* determina
unicamente as perguntas zi,...,zr a P. Temos que z; é determinada apenas por y; zs por

ay e y, etc. Seja G = (V, E) um grafo com
Vo= {(y,a) € {0,137 x {0,1}" |

o caminho determinado por (y,a) aceita =}

E = {((y,a),(y,d")) | se os vértices sdo consistentes}

onde dizemos que (y,a) e (y',a’) sdo consistentes se a; = a; = 2; = zj. Pode-se mostrar

que se a # b entao (y,a) e (y,b) nao sdo consistentes.

Lema 8.1 ([FGL"96]) Sejaw(G) o tamanho do clique mdzimo de G. Entdo se P mazimal,

Pry((P,V)aceita )n® = w(Q)

Temos entao que se x € L entdo o clique maximo de G tem tamanho n®. Se x # L, o
. ’ . . c ~ .
clique maximo de G tem tamanho estritamente menor que %. Podemos entao ter o seguinte

algoritmo de aproximacao para decidir se x € L;

e se x € L o algoritmo retorna um clique de tamanho pelo menos ”%
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e se x ¢ L , o algoritmo retorna um clique de tamanho estritamente menor.

O
Exercicio 8.1.1 Provar o lema anterior considerando as duas inequacdes.

Teorema 8.7 Existe um esquema de aproximacdo em tempo polinomial para MAX-3SAT se e sd
se P = NP.

Dem. Seja L € NP. Como NP C PCP(logn, 1) existe um protocolo PCP (P,V) para L tal que
dado z, |z| = n, usa no méximo clogn bits aleatérios e k perguntas ao ordculo. Uma redugao
L <%, 3SAT produz um conjunto de cldusulas C, tal que C,, é satisfeita se e s6 se x € L. Mas

por causa do protocolo temos uma redugao mais forte (mdgica):

(i) Se z € L, C, satisfazivel,

(ii) Se ¢ L, nenhuma atribui¢do de verdade satisfaz mais que 1 — ¢ cldusulas com ¢ =

1

(E=eEa) (isto é, no méximo uma fragao (1 — ¢) das cldusulas sao satisfaziveis)

Se conseguissemos aproximar MAX-3SAT com uma razao arbitraria podiamos distinguir (i)
de (ii). O protocolo (P, V) para L determina uma arvore de computacao 7" para V' contendo
ramos aleatérios e de oraculo. Existem sé n® strings aleatérias com clogn bits. Para cada um
desses y, seja T}, a subarvore de T obtida determinizando os ramos com y. A arvore T}, s6 tem
ramos de ordculo. Ao longo de um caminho de T}, no maximo existem £k perguntas. Logo 2k
caminhos. Mas s6 ha 2¥ — 1 perguntas distintas em T, (porque as perguntas mais recentes
dependem das anteriores). Sejam 21, ..., 2y, as perguntas ao oraculo em Tj. Associando uma
varidavel Booleana a cada z; podemos obter um conjunto de clausulas que descreve as respostas

que levam a aceitacao. Por exemplo se T}, for:

accept accept reject accept accept reject reject  accept

Considerando os caminhos que levam a rejeicao, podemos escrever a férmula em forma normal
disjuntiva
(51 N 29 /\35) V (2:1 NZ3 A 2’6) V (21 N 23 /\?7).

Negando e aplicando as leis de De Morgan temos a férmula das respostas que levam a aceitacao
(21 V Zo V 25) A (51 N 23 \/?6) AN (51 V ZzZ3V 27).
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Em geral, as cldusulas podem ser reduzidas a trés literais usando a seguinte regra:

(Wi V- V) =

(w1 Vwa Vo)) A(T1VwsVae) A A (Tp—g Vwk_1 V wg)

Em geral, seja Cy o conjunto resultante. Cy tem no méximo (k — 2)2F clausulas. Seja C, a
conjuncdo de todas as Cy, y € {0,1}™. Temos que C,, tem no méximo n¢(k — 2)2* cldusulas.
Se x € L, (P, V) aceita x com probabilidade 1. Para todos os y, T}, aceita e a atribui¢ao de
verdade correspondente satisfaz Cy. Logo Cy, também ¢ satisfeita. Se ¢ L, nenhum (P, V)
aceita x com probabilidade maior que % Entao, com perguntas determinadas por P’, pelo
menos % das arvores T}, rejeitam e C, nao é satisfeita. Para tal, pelo menos uma cldusula de

cada um destes Cy nao ¢é satisfeita. O que ¢ mais que uma fracao

1

© Tk —2)2k

de todas as clausulas de C,.

Se MAX-3SAT tivesse um algoritmo de aproximagao com razao 1%5 entao podiamos decidir

a pertenca a L deterministicamente e em tempo polinomial:

e Se x € L o algoritmo aproximado daria uma atribuicao satisfazendo pelo menos uma

fragdo maior que 1 — ¢ das cldusulas.

e Se v ¢ L a maior fracdo de clausulas que podia ser simultaneamente satisfeita é no

maximo 1 — €.

O

Pode-se mostrar resultados de nao aproximacao de muitos problemas de optimizacao, conside-

rando redugoes de MAX-3SAT que preservam os gaps.

Definicao 8.4 (GAP,, ,,II) Sejam pi1,p2 € N com 0 < p1 < po < 1. Seja II um problema de

optimizag¢do NP-hard. Define-se o sequinte problema de decisao

Instancia: Seja I € Dy tal que ou W > p2 ou

PlyPQH

oPT(I) OPT(I)

<P

OPT(I)

Questao: Decidir se = > pa.

Proposicao 8.1 Sejam p1,p2 € N com 0 < p; < po < 1. Seja Il um problema de optimizagcao NP-

hard. Se GAP,, ,, I é NP-hard e P # NP, nao existe nenhum algoritmo polinomial de aprorimacao

com Tazao ﬁ—f para I1.
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Dem. Suponhamos que existe um tal algoritmo, A. Suponhamos que II é um problema de maxi-
mizacao. Para dados I de GAP,, ,,II, calcula-se s € Sr(I) com A(I) = myu({,s).

Entao, podemos provar que A(I) < pi|I|se esése OPT(I) < pi|I|. Se OPT(I) < p1|I|, entao
A(I) < OPT(I) < pi|I]. Sendao, OPT(I) > p2|I|. Como A é um algoritmo de aproximagao
de razao g—f,

OPT(I) _p»
AD

Logo, A(I) > Z—;OPT(I) > p1]1]. Assim, usando A podemos decidir GAP,, , II. [
Podemos assim definir redugoes entre problemas de optimizagao que preservam os gaps.

Definicao 8.5 Sejam 111 e Iy dois problemas de maximizagdo.Uma reducao que preserva gaps
(redugio GP) de T1; para Iy com parametros (p1,p2) € (p'1,0'2) com 0 < p1 <pa<1e0<p’ <

p2' <1 é um algoritmo polinomial F' que satisfaz as sequintes propriedades:

(i) se I € Dy, entdo F(I) € D,

.. OPTu, (I) . OPTw,(F(I)
(i1) THF > pg implica |Fn(—21)| > ph

..., OPTy, (I) .. OPTu,(F(I)
20, —— <M implica —Tr < o}
Se houver uma reducao GP de II; para II3 e GAP,, , II; for NP — hard entao GAPng’p&Hg é
NP — hard.
Pode-se mostrar que o teorema do PCP é equivalente a mostrar a ndo aproximagao de problema
mais geral do MAX-3SAT e que corresponde a considerar um conjunto de restrigoes cada uma com

no maximo um numero fixo de varidveis. MAX-wCSP(m)

Instancia: Sejam n varidveis V = {x1, ..., x,} que tomam valores num conjunto [m] = {1,...,m}
e t restrigoes C1, ..., Cy definidas em subconjuntos V' de tamanho w.
Questao: Determinar uma atribuigao de valores ay,...,a, € [m] as varidveis de V' que satisfaz o

maior nimero possivel de restrigoes.

Nota que MAX-3SAT é obtido usando w =3 e m = 2.

Exercicio 8.1.2 Mostrar que teorema PCP implica a ndo aproximagio do MAX-wCSP(2). Su-
gestao: Ver [AB0Y].

Exercicio 8.1.3 Usando o resultado do exercicio anterior mostrar a nao aproximacdo de MAX-3SAT.
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