Légica Computacional (CC2003) e Légica e Computagao
(CC216)- Folha de trabalho n. 2

Légica Proposicional: sistemas dedutivos

Os exercicios marcados com Treino sao para realizar nas aulas de treino e nao serdo usados nas apre-
sentacoes de trabalhos.

1 Usando o sistema de dedugao natural DN para a légica proposicional e a notagao de Fitch, mostra
que:
(a) Treino 0 — (¢ — ), "), 6 F —¢;
(b) Treino (6§ A —¢) = ¥, ), 6 - ¢;

(c) F(8 =) = (=0 = =¢) = (¢ = ¥));
(d) Treino (6 = (¢ = ¥)) = (¢ — (§ = ¥));

(e) F(6AQ)— ¢;
(f)y F6— (0 Vo);
(g) F (=6 =) —0;
(h) Fo = (¢ — (0 = ¢@));

)
)
)
)
)
)
)
)
(i) Treino F (¢ — §) = ((—¢p — §) — 9);
() F ¢ —0) = 0) = ((6 = @) = ¢);
k) F((@—=0) A (0—=9) = (V5 —=(¢ A D));
(1) Treino 6,0 = Y+ ¢ — (6 = ¥);
(m) 6,-¢ F =(6 = ¢);
(n) Treino - (§ = ¢) = (2§ V ¢);
(0) F(0—=¢) = ((m0 = &) = ¢);
(@) Fo—= (= ¢) =) —0)
(@ Fo Vv é— g

Yo — & V6

)Fo VY= Vg

) Y A O — 0,0 —0,0,¢F —p;

) (@ V @) = (¢ — 9));

)YV o, — 0,0 = kb Vb,

JF@W =)= (0 V=6V 9

) (¢ =) = (=6 = =) = 0) = 0) = (0 = ¢) = (v = ¢))

) W= ¢) A(@—=Y)E (W A @)V (9 A o)

Nota: Caso uses regras derivadas, terds que as mostrar separamente.
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2 Treino Justifica a validade ou falsidade de cada uma das afirmagoes seguintes, apresentando de-
monstragoes ou contra-exemplos:
(a) se k4, entdo 61,...,0, F 4
(b) se d1,...,d, 1, entao F 1;

se 01,0 1), entao 0o, 71 - 1

se 01,00 F ¢ — 1 e §1,00 F ¢, entao dy,02 F

(e) se 01,00 F ¢ = ¥ e 61 F ¢, entdo 01,92 F );

(f) se 81,02 - ¢ = b e 51 F ¢, entdo 61 F 9;

(g) se 1+ ¢ = e da b ¢, entdo 01,92 - 9;

(h) se 0,0 -1 se esdsedt .
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3 Usando o sistema de deducao natural DN para a légica proposicional e a notagao de Fitch, mostra
sem usar a completude de DN que:

(a) Treino —(d; A Jz) 1+ =y V —d2
(b) Treino —(d1 V d2) 4F =61 A —dg;
(c) 61 = 9y "+ =61 V b
(d) Treino —(6; — d2) 14 61 A —d;
) =01 A o 81 V O
) =01 A —d2 B 61 — ba;
) A Oz 61 V dg;
) A =y (61 A d2);
) (W A @) NS A (6 A D)
@) @ Vo) viddVv(oVi)
(k) Treino —(—d1 A —d3) -1 V da;
)09 (0—=( A @) A5AP)—0);
)

)

)

)

)

)

) ¢

)

)

)
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(h) &,
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(m) &1 = §y = =(61 A —d2);

M) d—=¢d-(@—=>(0@ VvV ¢) AV @) —9)

(0) 81 A 6o AF —(=01 V —83);

@) 6—=¢) A(¢—=08) (5 vV ¢) = (6 A ¢);

(@ (6 = &) 4 (—¢ = —d);

(6—=0) N(@—=06)d(V ¢)—= (6 A ¢);
ANV Y)d=(oAd)V (6 A YD)

T

(
(s
(

t) (¢ V) =04 (0 —39) A (Y —9)
(W (6 V@) A Vp)A=35V (oA )
V) o= (¥ A S A (d—1) A (¢p—6)

4 Completa a demonstragdo do teorema da integridade do sistema de dedugao natural, verificando
que se existe um passo p em que a férmula nao é consequéncia seméantica das premissas assumidas
em p esse passo nao pode resultar da aplicacao das seguintes regras:

5 Treino Um conjunto de férmulas X diz-se formalmente completo se para qualquer férmula § se
tem

YFdouX ko

Mostra que um conjunto de férmulas da légica proposicional ¥ é formalmente completo se e sé se
para qualquer varidvel proposicional p se tem:

YFpouXhk —p

Sugestao: usa inducao estrutural nas férmulas da logica proposicional.
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6 Treino Mostra, sem usar a completude de nenhum sistema de deducao, que qualquer que seja o
conjunto de férmulas da logica proposicional ¥ e § uma férmula, se tem:
(a) Se X F —d entdo XU {d} é inconsistente.
(b) ¥ =6 se esése & U{—d} ndo é satisfazivel.
(¢) YU{-0}FF seesbéseX k¢
7 Justifica a veracidade ou a falsidade das afirmagoes seguintes. Caso a afirmacao seja falsa, poderds
apresentar um contra-exemplo.
(a) Sendo ¥ um conjunto de férmulas da légica proposicional, sdo equivalentes:
1. ¥ é inconsistente.
2. ¥ F § qualquer que seja a férmula ¢ da légica proposicional.
(b) Sendo ¥ e I' dois conjuntos de férmulas da légica proposicional, sdo equivalentes:
1. Y UT é satisfazivel.
2. XU {d} é satisfazivel qualquer que seja a férmula 6 € T.

(¢) Sejam ¥ e I' dois conjuntos de férmulas da légica proposicional . Entao
{§|ZUTHESH ={0|ZFSU{§|TF ]
8 Sejam X e I' conjuntos de féormulas da légica proposicional tais que para qualquer férmula ¢ se tem
YFooulF 4.

(a) Mostra que ¥ UT é nao satisfazivel.

(b) Mostra que um dos conjuntos ¥ ou I' nao é satisfazivel.
9 Seja X UT um conjunto de férmulas do légica proposicional, tal que para toda a formula § se tem
YF6 se e s6 se T'kFo.

Justifique a validade ou a falsidade de cada uma das afirmacoes seguintes, apresentando demons-
tragoes ou contra-exemplos:

(a) Seja d1,...,0, é uma dedugao de uma férmula 0 a partir do conjunto ¥. Entéo 61,...,0, ¢é
também uma dedugao de § a partir de I'.

(b) Sejam I = {-6|§ € '} e &1,...,d, uma deducio de uma férmula § a partir do conjunto T,

entao —dq,...,d, é uma deducdo de = a partir do conjunto de hipéteses I';

(¢) X é satisfazivel se e s6 se I é satisfazivel.
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