Loégica e Programacao - Folha de trabalho n. 3

Logica de 12 ordem

Linguagens, termos, formulas e semantica

1 a) Seja £ uma linguagem de 12 ordem com igualdade e tal que Fo = {a,b}, F1 = {g},
-FQ = {fah}a Rl = {Rvs} € R2 - {PaQ}

i.

ii.

iii.

O comprimento de um termo ¢ é o comprimento da sequéncia de caracteres que o
representa. Por exemplo, f(a,h(a,a)) tem comprimento 11.

(a) Determina todos os termos fechados de £ com menos de comprimento 10 e em
que um mesmo simbolo funcional ndo ocorre mais que uma vez.

(b) Determina todos os termos fechados de £ com menos de comprimento 8.

Indica, justificando, quais as seguintes expressoes sao termos de L e quais as que
sao termos de L fechados:

(a) h(a, f(a,g(a),g(a)))
(b) f(h(z,g(g(a))),x)

(c) f(a,P(a,g(z)))

(d) n(g(f(a,a)), f(b,a))
(e) f(h(x,h(y,v)),g(g(b)))
(

£) fla,g(h(g(x), z(a))))
Para cada uma das seguintes féormulas determina, justificando:
— quais tém ocorréncias de variaveis livres e em que posi¢ao
— quais as férmulas que sao proposigoes
— quais as férmulas atémicas que ocorrem em cada uma delas
(a) Vz Q(z,z) N P(x,x)
R(a) N Jy(R(f(y,y)) = P(a,y))
VaVy x =y — VaQ(z,y)

(b) Va(Q(g(x),z) — Jy P(y,z))
Jz(S(f(a,z)) V P(a,z)) = Vy P(y,a)
Vady(Q(z,y) = (Qz,2) A Q(2,9)))

(c) ~S(x) A Vz g(z) = f(z,a)

R(a) = Va3y (P(z,y) vV Q(z,y))

VaVy R(x) V 3z z = h(x,y)

b) Seja A uma estrutura de £ definida por:

i.

o dominio de A é o conjunto dos nimeros naturais N = {0,1,...}

at=1,04=0

gi(n)=n+4,neN

hA(n,m) =n+m, fAn,m)=nxm,n,mcN

SA={neN|néimpar} ,RA = {ne€N|népar}

PA={(n,m) € N? | n>m}

Q* =

Para cada uma das seguintes proposicoes diz, justificando se é verdadeira ou falsa

em A

) (%) Vady f(ry) = a
b) (*) Jady f(a,y) = a
) Vady f(a,y) = a - IVaf(a,y) = a

d) (*) 3zR(x) — VzR(x)
) Vady P(y, )
JazVy Py, x)
Vrdy Py, =) = yP(y,y)
Vo S(z) = JzS(x)

(a
(
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(
(
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Va(S(x) V R(z)) = (VaS(z) V VaR(z))
ii. Considera as seguintes interpretacoes s; : Var — N para ¢ = 1,2, 3 e onde:
— s1(z) = 0, para todo = € Var;
— so(x) = 2, para todo z € Var.
— s3(x) =2, s3(y) =1 e s3(z2) =5.
Para cada uma das férmulas ¢ seguintes e cada uma das interpretagoes s;, diz se
Alss, ¢, parai=1,2,3:
(a) (%) JzFy f(z,y) =2
(b) (*) 3z flz,y) =2 = Yy (S(y) vV R(y))
(¢) VzIy h(z,y) =z
Vz(r=a V z=y)
(d) Valy =a Vv = =y)
3z f(z,y) = z = Va(S(z) V R(x))
¢) Para cada uma das proposigdes seguintes indica uma estrutura de £ onde ela é verda-
deira e outra onde ela é falsa. Podes concluir que nenhuma das proposicoes ou das suas
negagoes é uma férmula valida?
(a) VaVyz =y
VaIyP(x,y) — IyVaeP(z,y)
(b) Vez =a
VaVy(R(z) — R(y))
(c) 32(g(2) # a = Jz(g9(z) = a))
Vo Q(z, g(x)) <> 3z P(a, x)
(d) Vy(Vz(R(x) = P(z,x)) — (R(y) = YaP(z,x)))

2 a) Seja £ uma linguagem de 12 ordem com igualdade e tal que Fy = {a, b}, F1 = {g,h},
]:2 = {f}, Rl = {S} (§] Rg = {R,Q}
i. O tamanho de um termo ¢t é o numero de simbolos funcionais ou varidveis que
ocorrem no termo. Por exemplo, o termo f(g(z),a) tem tamanho 4.

(a) Determina todos os termos fechados de £ com tamanho menor que 5 e em que
um mesmo simbolo funcional nao ocorre mais que uma vez.

(b) Determina todos os termos fechados de £ com tamanho menor que 4.

(¢) Determina todos os termos fechados de £ com tamanho menor que 5, em que
a Unica constante é b.

ii. Para cada uma das seguintes formulas determina, justificando:
— quais tém ocorréncias de varidveis livres e em que posicao
— quais as férmulas que sao proposicoes
— quais as férmulas atémicas que ocorrem em cada uma delas
(a) Ve(R(z,y) > Fy-Q(r,v)
v (S(g(x)) vV Q(a,z)) = JyR(y, x)
Veg(e) =2 — -(Vz3yx £y AN S(z))
(b) (Vz Q(z,a) — S(x)) A Va(IyR(y,a) vV S(g(z)))
VaVz—x =z — (VzS(h(z)) AN R(z,2))
VaVy(z #y — (VaS(z) A R(z,9(y))))

b) Seja A uma estrutura de £ definida por:

— o dominio de A é o conjunto dos ntmeros inteiros Z = {...,—1,0,1,...}
—at=0,bA=14
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i.

ii.

gi(n)=n*neZ

hAn)=n+1,neZ

fAMn,m)=n—m,n,mc7Z

SA={ne€Z|n épar}

Q4 ={(n,m) € Z* | n < m}

RA = {(=2,3),(5,4)}

Para cada uma das proposi¢oes ¢ seguintes determina usando a nogao de satisfa-

zibilidade se é verdadeira ou falsa em A, i.e., se A =5 ¢ ou A }~¢ ¢, para toda a
interpretagao s:

(a) VoIy g(x) = g(y)
) =g(

Y
(c) Iyvaf(z,y) =
Iy f(x,y)
Va(S(x) = —8(g(x)))
Vavy(R(z,y) = (Sy) A S(9()))
Considera as seguintes interpretacoes s; : Var — Z para ¢ = 1,2,3 e onde:
— $1(2) = 2, para todo z € Var.
— $9(2) =0, para todo z € Var.
— s3(z) =4, para todo z € Var.
Para cada uma das férmulas ¢ seguintes e cada uma das interpretagoes s;, diz se
A ks, ¢, parai=1,2,3:
(a) Jwg(z) =2
Vez=aV z=1b
(b) Vz Q(z,9(x))
-(Vz(z=a V z2=0))
(¢) Jzf(z,2) =a
Vz(z=a V z=0))

3 Seja L uma linguagem de primeira ordem com igualdade e tal que Fo = {a, b}, F1 = {g},
Fa={f}, Re = {S}. Considera A a estrutura de £ definida por:

o universo de A é o conjunto de nimeros inteiros Z = {...,—1,0,1,...};
at =0;
A =T;

9

A(

n) = n?, para n € Z;

fA(n,m) =n —m, para n,m € Z;

SA

= {(2’ 1)7 (37 3)}

Sejam x,y € Var e s1,S2 : Var — Z interpretacao tais que

e P

(a) Para cada um dos termos seguintes ¢ determina sy (t) e sa(t).
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i) g(x)

ii) g(y)

i) f(a,g(f(z,y)))
iv) g(g(f(b,0)))
v) fla,a)

(b) Para cada uma das férmulas seguintes ¢ diz se A =4, ¢ e se A =, ¢.
i) S(f(z,y),z)
Jz S(x, x)
il) Ve(x =aVy="0)
—Vz(r=aVy=D>)
i) Vyvz(f(y,z) = aVz #g(f(zy))
F2((f(z,y) = 2N S5(2,2)) = 32 S(x, 7))

Semantica: caracterizagao de propriedades de modelos por proposicoes;
formas normais

4 Seja L uma linguagem de 12 ordem com igualdade, sem simbolos funcionais e apenas um
simbolo relacional bindrio, i.e, Ry = {R}. Qualquer estrutura G de Lg é um grafo dirigido,
que podemos representar por G = (A, E) .

i. (a) Define uma proposigao ¢ de L tal que uma estrutura G de L5 é um modelo de ¢
se e s6 se G for um grafo dirigido sem vértices isolados.

(b) Indica, justificando, duas estruturas de L5, G1 € Go tal que G1 E ¢ e Go E ¢

ii. Diz-se G tem um trajecto de comprimento n > 1 se e s6 se existem ag, ai,...,a, € A,
todos distintos tal que (ag,a1) € V, (a1,a2) € E, ..., (an—1,an) € E.

(a) Define uma proposicao ¢ de Lg, tal que um grafo G é um modelo para ¢ se e 86 se
G tem um trajecto de comprimento 3.
(b) Indica, justificando, duas estruturas de Lg, G1 e Go tal que G1 = ¢ e Go E —¢.

ili. Seja G = (A, E) um grafo dirigido. Um arco (a,b) € E ¢ incidente no né6 b € A. O
grau de entrada de um né é o niimero de arcos incidentes nele.

(a) Define uma proposicao ¢ de L¢, tal que um grafo G é um modelo para ¢ se e sé se
todos os nés de G tém grau de entrada pelo menos 3.

(b) Indica, justificando, duas estruturas de L, G e Go tal que Gy = d e Go = —¢

iv. Seja G = (A, E) um grafo dirigido. Dizemos que existe um ciclo de comprimento n > 1
em G se e s6 se existirem nés aq,...,a, € A tais que (a1,a2) € E,... ,(an,a1) € E.

(a) Define uma proposicao ¢ de Lg, tal que um grafo G é um modelo para ¢ se e s6 se
G nao tiver ciclos de comprimento 3.

(b) Indica, justificando, duas estruturas de L, G1 € G2 tal que G1 = ¢ e G E ¢

v. Um grafo G = (A, E) é nao dirigido se E é uma relagdo binaria simétrica. Num grafo
nao dirigido o grau de um né A é o nimero de arestas incidentes em a. Um grafo nao
dirigido é n-regular se todos os nds tém grau n.

(a) Define uma proposicao ¢ de L¢, tal que um grafo G é um modelo para ¢ se e sé se
for nao dirigido e 2-regular.

(b) Indica, justificando, duas estruturas de L¢g, G1 e Go tal que Gy = d e Go = —¢
vi. Um grafo ndo dirigido G é um par (A, E) onde A é um conjunto nao vazio (nds) e E é

um conjunto de pares ndo ordenados de elementos distintos de A (arestas).

(a) Define uma proposicao ¢ de £ tal que uma estrutura G = (A,.4) é um modelo de

1 se e s6 se a relacio R4 é anti-reflexiva e simétrica. Justifica, informalmente, que
tais estruturas sao grafos (nao dirigidos).
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(b) Num grafo nao dirigido o grau de um né a € A é o nimero de arestas incidentes
em a. Um grafo nao dirigido é um circulo se todos os seus nés tém grau 2.

(a) Define uma proposi¢ao ¢ de L, tal que um grafo G é modelo para 1) A ¢ se e s6
se for um circulo.

(b) Indica, justificando duas estruturas de £, G; e Go, tal que G1 = P A ¢ e
GoEY A9

5 Seja £ uma linguagem de primeira ordem com igualdade e Ry = {R}.

i (a) Define uma proposi¢ao 1 de L tal que uma estrutura A = (A, A) é um modelo
de 1) se e s6 se a relacio R4 é uma relacdo de ordem parcial (i.e é reflexiva,
anti-simétrica e transitiva).

(b) Um conjunto A com uma relagao de ordem R* é uma cadeia se para todos z,y € A,
(z,y) € R* ou (y,z) € RA. Define uma proposicio ¢ de £ tal que A =1 A ¢ se
e 86 se A é uma cadeia com pelo menos 3 elementos.

ii Seja A um conjunto com uma relacdo de ordem parcial RA. Dados dois elementos
a,b € A dizemos que a é menor do que b se (a,b) € R*. Dados dois elementos a e b de
A, seja s € A menor do que a e que b. Dizemos que s é um infimo de a e b se sempre
que houver outro elemento s’ € A nas mesmas condigoes, entao s’ é menor do que s.
Dizemos que A é um reticulado inferior se para cada dois elementos de a e b de A,
existe um elemento ¢ € A que é infimo de a e b.

(a) Define uma proposigdo ¢ de L, tal que um conjunto A é um reticulado inferior se
e s6 se A é modelo para ¥ A ¢, onde 1) é definido como em 5.a.

(b) Indica, justificando duas estruturas de £, A; e Ag, tal que A1 EvY Age As E
1 A ~¢. Caso queiras poderas representar A; e Ay por diagramas de Hasse.

6 Para cada par de férmulas seguinte mostra, usando as defini¢oes, que as férmulas sao vélidas
ou, caso contrario, indica uma linguagem £, férmulas ¢ e ¢ de £ e uma estrutura A = (A4, -A4)
de L, tal que A nao é modelo da férmula correspondente.

(a) V(¢ — ¢) = (Vogp — Varp
(Vagp — V) = V(o — ¢
(b) Vz(¢ — o) = (Jxd — Vap
(Fzd — Fzp) = Va(d — ¢
(c) VYz(¢p = ¢) — (Fzp — Tzvp)
(Fxgp — V) — Ve (dp — ¢)
(d) Vady(o Vo) — JaVy(o A )
V(¢ V ¢) = —3x(—p A )
(6) 32-(6V ) = Fu(d v )
(o AY) = (Yyo AVyy)

7 Para cada um dos termos e férmulas indicados determina as substitui¢oes e quais as varidveis
que sao substituiveis por ¢ em ¢:

(a) ~(VadyP(z,y,2) N VzP(z,y,z)) e t o termo g(f(y,y)),y) para ¢[t/z], d[t/y] e ¢[t/2].
(b) VaIyQ(z,z) A 3zP(z,y) et o termo f(h(z,y),y) para ¢[t/z], ¢[t/y] e P[t/z].
¢) z# g(y) = F2(P(z) = R(x,y)) e t o termo g(y) para @[t/x].
)
)

)
)
)
)

(
(d) FxS(z,z) VvV Iz(P(2) A R(x,2)) et o termo h(z,y, z) para @[t/z].
(e) VxIy Q(x,y) A P(x,y,y) e t o termo y para ¢[t/x].

8 Para cada uma das formulas seguintes determina uma forma normal prenexa de
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(a) “VazR(z,u) A Jy(=VzR(y,z) = Q(u,y))

(b) Ve—IyVuP(z,y) — ~(IzP(xz,y) — VyP(u,y))
(¢) FxS(x,z) vV Iz(P(2) AVxR(z, 2))

(d) ~(CzQ(z,y) = Va(VzP(z,y,x) = ~3yP(y)))
(e) ~(VaR(z,y) — Fo~(32Q(2,y,z) = VyP(y)))

Resolugao de exercicios selecionados (*)
Resolugao 1.bi
(a) Pretende-se que para qualquer interpretagéo s: Var — N,

A ':S vxay f(xvy) =a

Iremos usar indutivamente a defini¢do de |=;.

Por (vii), (1) é verdade, se para todo o n € N se tem

Por (viii), (2) é verdade, se existe um m € N tal que
A ':s[n/;c][m/y] f(xay) =a
Por (1), (3) é verdade, se

sln/x][m/yl(f(x,y)) = s[n/z][m/y)(a)

(4)

Mas, pela definigdo de interpretagio estendida a termos e de s[a/z] para a pertencente ao

dominio de A,

s[n/allm/y)(f (z,y)) = fA(sln/a][m/y] (@), sln/a]m/yl(y) = fA(n,m) = n xm

e s[n/z][m/y)(a) = a* =

Em resumo, (1) é verdade se
Para todo o n € N, existe um m € N tal que n x m = 1.
o que é Falso. Por exemplo, para n = 3 ter-se-ia m = % ¢ N.
(b) Analogamente se obteria, para qualquer interpretacao s
Alss Jady f(z,y) =a
se e s0 se
Existe um n € N e existe um m € N tal que n x m = 1.
o que é Verdade, por exemplo paran=1e m = 1.
(c¢) Pretende-se que, para qualquer interpretacao s
A s Vady f(z,y) = a— Iz f(z,y) = a

Por (vi) da definicao de =, (6) é verdade se

A s VaTy f(x,y) =aou A=y IyVaf(z,y) =a
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Pela alinea (a), vimos que néao é verdade que A =, VaTy f(x,y) = a, logo A £ VaIy f(x,y) =
a é verdade. E também (6).

(d) Pretende-se que, para qualquer interpretacao s
A =5 JxR(z) — VaR(x) (7)
Por (vi) da defini¢ao de =, (7) é verdade se
A s JxR(z) ou A =4 Ve R(x)
Vamos determinar se A |=5 JzR(z). Isto é verdade, se existe n € N tal que
A Esfn/a) Bl@) (8)

Por (ii), (8) é verdade se
s[n/z](z) € R* (9)

Como s[n/x](x) =n , vem que (8) é verdade se
Existe um n € N tal que n é par

o que é Verdade. Entao A [, JrR(z) é Falso.

Temos que analisar a veracidade de A =; VzR(x). Analogamente obtemos que é verdade se
Para todo o n € N, n é par
o que também ¢é Falso. Donde (7) é Falsa.
Resolucao 1b.bii

(a) Sendo s; uma interpretacdo que atribui o valor 2 a qualquer varidvel, pretende-se que

Alss, Jady f(z,y) =2 (10)
Isto é verdade se, existe um n € N e existe um m € N tal que
Isto é se,
si[n/z][m/y](f(z,y) = si[n/z][m/y](2) (12)

Mas s1[n/z][m/y)(f(z,y) = fA(n,m) = n+m e siln/z][m/y](z) = s1(2) =2
Entao (10) é verdade se

Existe um n € N e existe um m € N tal que m xn =2
o que é Verdade. Basta tomar n =2 e m = 1.

(b) Sendo s; uma interpretagao que atribuf o valor 2 a qualquer varidvel, pretende-se que

Alss, 3z flz,y) =2 = Vy (S(y) vV R(y)) (13)
Mais uma vez isto é verdade se A [&,, 3z f(z,y) = z ou se A =5, Yy (S(y) V R(y))
Temos que:
Al 32 flz,y) =2 (14)
se existe n € N tal que
Az f(z,y) =2 (15)
Isto é se,
s1[n/z](f(z,y)) = s1ln/2](z) (16)

e s1[n/2)(f(w,y)) = fA(s1[n/2](2), s1[n/2)(y)) = fA(s1(2), 51(y)) = 2+ 2 e s1[n/2](2) = n
Entao (14) é verdade se
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Existe um n € N tal que 2 x2=n

o que é Verdade. Tomar n = 4.
Mas entao A [=,, 3z f(z,y) = z é Falso.

Temos que

AEs Yy (S(y) Vv R(y)) (17)

se, para todo o n € N
A '251[n/y] (S(y) \ R(y)) (18)
Por (v) da definicdo de =, (18) é verdade se A [=,[n/y S(y) ou A =g 10/ R(Y)

A '281[n/y] S(y) (19)

siln/yl(y) € 4 (20)
isto é se n é impar.
Analogamente A =, [/, R(y), se n é par. Entao, (17) é verdade se

Para todo o n € N, n é impar ou n é par

o que é Verdade. Nota que é importante a disjuncao estar no ambito do quantificador e
nao o rario: é falso que para todo n € N, n € impar ou para todon € N, n € par.

Finalmente, temos que (13) é Verdade.
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