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1 Sistema de deducgao natural DN para a légica de 12 ordem

1 Usando o sistema de deducao natural para a légica de 12 ordem e sem usar a completude, mostra
em notagao de Fitch:

(a) Vz(R(z) A S(z)) FVa R(x) A VzS(x)

(b) Vz(R(z) — S(z)) F VzR(z) — VzS(x)

(¢) Fz(R(x) A S(z)) F JzR(x) A TzS(x)

(@) Va(Px) v Q()),35-Q(x), Yx(R(z) — ~P(x)) - Fr-R(z)

() Va(P(x) = (Q(x) v R(x))),~3a(P(x) A R(x)) F Yx(P(x) + Q(x))

(f) Jz3y(P(z,y) vV Ply,x))t 3z3yP(z,y)

(2) 32(P() A Q) Ya(P(x) > R(x)) - Fa(R(z) A Q)

(h) Vz(P(z) <> = =b) - P(b) A VaVy(P(z) A P(y) — x = y), onde 1) <> ¢ é uma abreviatura
dep = dpedp—1

(i
() VeP(a,z,x), VeVyVz(P(z,y, z) = P(f(x),y, f(2))) b P(f(a),a, f(a))
(k) Fay(H(x,y) V H(y,z)),~3JaxH (z,z) F JxIy—(z = y)
(1) VaVyR(z,y) F VyVzR(x,y)
(m) FVaVyVuvv(z =u A y=v) = (P(z,y) = P(u,v)))
(n) Jy3zQ(y, x) b FxFyQ(y, z)
(o EleyP(:z: y) F VYy3zP(z,y)
(p) Va(P(z) = Q(z)) = (FaP(r) — F2Q(x))
(q) Se z nao ocorre livre em ¢, Jzp V ¢ - Jz (v V @)

) 3x(P(z) A Vy(Py) =y =) FVavy((P(z) A P(y)) =z =y)
)
)
)
)
)
)
) v
)
(r) EVaVyr =y — f(z) = f(y)
(s) Fa=f(y) = (VzP(z,2) = P(f(y), 2))
(t) FVavyVuVo((z =u A y=v) = flz,y) = f(u,v)))
(w) EVavy(f(z) # fly) = = #y)
(v) EVaVyVuvv(z =u — (y =v — f(z,y) = f(u,v)))
(w) F3z( — ¢) = (Vo — Jxd)
(x) F Q2 = Vag) = Va() — ¢)
(y) EVz(Y = ¢) = (Fx—¢ — Jz—)
(z) FVz(—p = ¢) = (Fx—¢ — Fzvh)
2 Seja ¥ um conjunto de férmulas de uma linguagem de primeira ordem L tal que x nao ocorre livre
em nenhuma férmula de X. Mostra que,
(a) se XU {¢} F ¢ e x ndo ocorre livre em 1, entdo ¥ U {3x¢} F ;
(b) se XU {¢} F ¢, entao ¥ U {Jz¢} F Jze.

Completude e integridade da logica 12 ordem.

3 Para cada uma das férmulas seguintes, indica se é ou ndo um teorema da légica de 12 ordem,
quaisquer que sejam as férmulas ¥ e ¢. Justifica, mostrando que existe uma dedugao natural
da respectiva férmula (sem usar a completude da légica de 12 ordem), ou entao indicando uma
linguagem £, férmulas 1 e ¢ de £ e uma estrutura A = (A, -A) de L, tal que A nio é modelo da
férmula correspondente.

(a) (Vo V Vzg) = Jz(¢ V ¢)
Vadyy — JyVay

Departamento de Ciéncia de Computadores da FCUP 2014-2015



Loégica e Programacao - Folha de trabalho n. 4

(b) Bz A Fzd) = Fz (b A @)
Jz(= A =) = Jx(=(¢ A )

(¢) Vz(v — ¢) = (Fzyp — Jzd)
Ja3y(o vV ) = Vydaz(é V ¥)

(d) JzVyyp — JxIyy
Vady(¢ A ¥) — JaVy(¢ A o)

(e) Va(v = —¢) = ~Jz(y A @)
(Bxg vV Fzp) = Fx(d A V)

(f) V(v — ¢) = (Fz—¢ — Fah)
=(VaIyy — IyVze))

(¢) Jz—(v V @) = Jy(—y V —¢)[y/z], onde y ndo ocorre em 3 nem ¢.
(Fz—=¢p — Fz ) = Va(p — ).

() Ve — ¢) — (Jr-¢ — Jo—)
(Fzp vV Axp) — Fz(p A )

(i) Bz V Fzd) = Fz (v V @)
Jz(y V ¢) = (Fxp V xd)

(1) Fz(p — ¢) = (Vo — Jzo)
(Vay — Jxg) — Fz (v — @)

4 Completa a demonstracao do teorema da integridade do sistema de deducao natural para a logica
de 12 ordem, verificando que se no passo de inducao a regra a aplicar for uma das seguintes, a
férmula resultante é consequéncia semantica das premissas ai assumidas:

(a) VE ou dI
(b) =Eou—1I
(c) VIou AE

5 Seja 1) uma proposigao de uma linguagem de primeira ordem L. Relaciona as afirmagoes seguintes,
justificando.

(a) — existe uma estrutura A de £ e uma interpretagao s das varidveis em A tais que A =g —);
— 1 é uma férmula vélida.

(b) —Fv
— —p é falso em todas as estruturas de L.

€ -Fv

existem duas estruturas A e B de £ tal que A |= -1 e B j= —).

6 Seja 1) uma férmula de uma linguagem de primeira ordem £ para a qual existem duas estruturas
A e B de L tais que A = ¢ para toda a interpretacao s das varidveis em A e B £; ¢ para toda a
interpretagao t das variaveis em B. Justifica a validade ou falsidade das afirmacGes seguintes:

— 1) é uma proposicao;
— 1) ndo é uma férmula valida;

— —) nao é uma férmula valida.

7 Um conjunto consistente A diz-se maximal se para qualquer férmula 1 se tem ou 9 € A ou —¢p € A.
Mostra que se A é um conjunto consistente maximal e A - 6, entao 6 € A.

8 Um conjunto ¥ de proposi¢cdes de uma linguagem de primeira ordem £ diz-se completo (em L) se e
86 se para toda a proposigao ¥ de L se tem 1 € ¥ ou ¢ € X. Mostra que um conjunto consistente
% é completo se e s6 se para toda a proposigio ¢ de L, se ¢ € X, entdo X U {1} é inconsistente.
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