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1 Aplicagoes da Compacidade

1 Seja G o grafo de uma relacao bindria R definida num conjunto nao vazio A. Dizemos que
existe um ciclo de comprimento n > 1 em G se e 86 se existirem pontos ai,...,a, € A tais
que (a1,a2) € R, (as,a3) € R, ..., (an,a1) € R, com a; # a; para i # j. Seja L a linguagem
de 12 ordem (sem igualdade) e Ry = {R}.

(a) Para cada n > 1 define uma proposicio v, tal que uma estrutura A = (4,-4) é um
modelo para 1, se e s6 se o grafo da relacio R nao tiver ciclos de comprimento n.

(b) Define um conjunto de férmulas ¥ tal que uma estrutura A = (A4,-4) é um modelo
para ¥ se e s6 se o grafo da relagio R nao tiver ciclos (isto é, que o conceito ndo ter
ciclos pode ser expresso por um conjunto de férmulas de £)

(¢) Mostra que nao existe nenhuma férmula 6 nessas condigoes, i.e. tal que uma estrutura
A= (A,-4) é um modelo para € se e s6 se o grafo da relacio R4 ndo tiver ciclos

2 T Considera a linguagem da teoria de grafos Lg, que é a linguagem de 12 ordem com
igualdade e Ry = {R}.

(a) Para cada n > 1 define uma proposicio 1, tal que uma estrutura A = (4,-4) é um
modelo para 1, se e s6 se existirem n vétices isolados no grafo da relacao RA.

(b) Define um conjunto ¥ de proposicoes da linguagem L tal que uma A = (4, -4) é um
modelo de ¥ se e s6 se existir um niimero infinito de vértices isolados de relacdo o RA.
Indica um modelo para

(¢) Seja 6 uma proposicao que é vilida em todos os grafos com um ndmero infinito de
vértices. Mostra que existe ng > 0 tal que 6 se verifica em qualquer grafo com pelo
menos ng vértices isolados.

3 Seja L a linguagem de 12 ordem com igualdade e Ry = {P}.

(a) Para cada n > 2 define uma proposicio v, tal que uma estrutura A = (4,-4) é um
modelo para 1, se e s6 se P* tiver pelo menos n elementos.

(b) Define um conjunto ¥ de proposicdes de £ tal que A = X se e s6 se P4 é infinito.

(c) Seja 6 uma proposicio de £ tal que A = 6 sempre que PA é finito. Mostra que 6 tem
pelo menos um modelo A tal que P4 é infinito.

4 T Um autémato finito sobre {a,b} é um tuplo A = (A4, {a,b}, Ry, Rp, s, F) onde A é um

conjunto finito, s € A, F' C A e R, e R} sdo relagbes bindrias em A. Uma palavra de
tamanho n > 1, xy...2, com z; € {a,b} para 1 < i < n, é aceite por A se existem
a1,...an41 € Atal que a1 é s, ap, € F e (a;,a;41) € Ry, para 1 < i <n. Se s € F diz-se
que A aceita a palavra vazia.
Seja £ 4 uma linguagem de 12 ordem com igualdade e Fy = {s}, R1 = {F}, Ra = {Ra, Rs}-
Uma estrutura A = (A, -A) para £4, com dominio A finito, diz-se um autémato finito sobre
{a,b}. O autémato seguinte é definido pela estrutura: A = {1,2}, s* = 1, FA = {2},
R;‘ = {(172)’ (272)} € Rf‘ = {(252)}

(a) Define uma proposigao g de L4, tal que um autdmato finito A é um modelo de v se
e s6 se A nao aceita a palavra vazia.

(b) Para cada n > 1 define uma proposigao ¥, de L4, tal que um autdmato finito A é um
modelo de 9, se e s6 se A nao aceita nenhuma palavra de tamanho n.

(c) Define um conjunto de férmulas ¥ tal que uma estrutura A de £ 4, com dominio finito,
é um modelo de 3 se e 86 se A é um autémato finito que nao aceita nenhuma palavra.
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(d) Mostra que nao existe nenhuma férmula 6 tal que uma estrutura A de £ 4, com dominio
finito, é um modelo de € se e s6 se A é um autémato finito que nao aceita nenhuma
palavra.

5 Seja G = (A,V) um grafo dirigido. G tem um trajecto de comprimento n > 1 se e s6
se existem ag,as,...,a, € A, todos distintos tal que (ag,a1) € V, (a1,a2) € V, ...,
(an-1,an) € V.

Seja Ls uma linguagem de 12 ordem com igualdade, sem simbolos funcionais e apenas um
simbolo relacional binério, i.e, Ro = {R}. Qualquer estrutura G de L é um grafo dirigido.

(a) Para cada n > 1 define uma proposigao ¥, de Lg, tal que um grafo G é um modelo
para 1, se e s6 se G tem um trajecto de comprimento n.

(b) Define um conjunto ¥ de proposigoes de L, tal que um grafo G é um modelo para ¥
se e 86 se para qualquer n > 1, existe um trajecto de comprimento n em G.

(c) Seja ¢ uma proposigdo de L que é vélida em todos os grafos G em que existem
trajectos de qualquer comprimento n > 1. Mostra que existe ng > 1 tal que ¢ é vélida
em qualquer grafo em que existe pelo menos um trajecto de comprimento ny.

6 Seja £ uma linguagem de primeira ordem com igualdade e Ry = {R}.

(a) Define uma proposicao ¢ de £ tal que uma estrutura A = (4, .”) é um modelo de ¢ se e
56 se a relacdo R é uma relacio de equivaléncia (i.e é reflexiva, simétrica e transitiva).

(b) Para cada n > 2 defina uma proposicio 9, de £ tal que A= ¢ A ), se e s6 se RA é
uma relacao de equivaléncia com pelo menos n classes de equivaléncia.

(¢) Mostra que nao existe nenhuma proposigao 6 de £ tal que os modelos de 6 sdo exacta-
mente as estruturas A = (A4,.4) de £ em que R4 é uma relagio de equivaléncia com
um numero finito de classes de equivaléncia.

7 Um grafo (nao dirigido) G é um par (A,V) onde A é um conjunto nao vazio e V é um
conjunto de pares nao ordenados de elementos distintos de A. Um subgrafo G’ = (A, V')
de G é um grafo tal que A’ C Ae V' CV.

Seja £ uma linguagem de primeira ordem com igualdade e Ry = {R}.

a) Define uma proposicao ¢ de £ tal que uma estrutura A = (A,.") é um modelo de ¢
se e s6 se a relacio R4 é anti-reflexiva e simétrica. Justifica, informalmente, que tais
estruturas sao grafos (ndo dirigidos).

b) Um grafo G = (A, V) diz-se completo se e s6 se todos os pares de elementos de A estao
em V e se |A| = m, designa-se por K,,.
Para cada n > 2, define uma proposicao 1, de L tal que A= ¢ A 1, se e s6 se A é
um grafo que contém pelo menos um subgrafo K, (i.e. um subgrafo completo com n
elementos). Indica também, explicitamente, 19 e 3.

¢) Mostra que nao existe nenhuma proposicao 6 de £ tal que os modelos de 6 sao exac-
tamente as estruturas A = (A, .4) que sdo grafos que contém subgrafos completos K,,,
para qualquer n > 1.

8 Seja £ uma linguagem de primeira ordem com igualdade e Ry = {R} e Ry = {F,D}. Uma
estrutura A = (A, ") representa uma arvore bindria sempre que:

a) |[RA| =1 e neste caso r € R diz-se a raiz de A.

b) Diz-se que a € A é uma folha se nio existe nenhum elemento b € A tal que (a,b) € B4
ou (a,b) € DA. Para qualquer a € A, ou a é uma folha ou existem exactamente dois
elementos distintos b, c € A, tal que (a,b) € EA e (a,c) € DA
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¢) Para qualquer a € A, a € R ou existe exactamente um b € A tal que (b,a) € E4 ou
(b,a) € DA,

i. Define férmulas 6, 05 e 03 que exprimam respectivamente as condigoes a, b e ¢ acima.

ii. Uma &arvore binaria tem profundidade n se existe pelo menos um caminho de com-
primento n a partir da raiz r: i.e., existem aj,...,a, € A tal que (r,a;) € X{},
os(an_1,a,) € X2, onde X; € {E,D}. Paran = 1,2,3,... define uma férmula 1,
tal que qualquer modelo A de {61, 05,03} U, é uma arvore com profundidade maior

ou igual a n.

iii. Mostra que nao existe nenhuma proposicao € de £ tal que os modelos de 0 sao exacta-
mente as estruturas A = (4,.") que sdo drvores com profundidade infinita.

9 Seja £ uma linguagem de primeira ordem com igualdade e Ro = {R}.

a) Define uma proposicao ¢ de £ tal que uma estrutura A = (A, .”) é um modelo de ¢ se
e 56 se a relacio R é uma relacio de ordem parcial (i.e é reflexiva, anti-simétrica e
transitiva).

b) Um conjunto A com uma relacdo de ordem R“ é uma cadeia se para todos z,y € A,
(z,y) € R* ou (y,z) € RA. Para cada n > 2 define uma proposicio ¢, de £ tal que
AE ¢ A 1, seesbse Aéuma cadeia com pelo menos n elementos.

¢) Mostra que nao existe nenhuma proposicao 6 de L tal que os modelos de 6 sdo exacta-

mente as estruturas A = (A4,.4) de £ em que A é uma cadeia com um nimero finito
de elementos.

10 Seja £ uma linguagem de primeira ordem com igualdade, Fo = {a}, F1 = {g} e R1 = {Q}.

Dado um simbolo ¢, denota-se por {c}*, o conjunto de todas as sequéncias finitas do stmbolo
¢, isto é, €,¢,cc,cee, ..., c", . ... A uma sequéncia finita de simbolos chamamos palavra. O
tamanho de uma palavra w de {c}*, |w]|, é o seu niimero de simbolos (i.e [¢"| = n e |e| = 0).
Seja A = (A,.4) uma estrutura de £, tal que A = {c}*, a* = ¢ e gt(w) = cw, Yw € A, e
QA C A

(a) Para cada n > 0, define uma proposicao 6 de £ tal que A é modelo de 6 se Q* contém
pelo menos uma palavra de tamanho n.

(b) Define um conjunto ¥ de proposigoes de L, tal que A é um modelo se X se e s6 se QA
contém palavras de qualquer tamanho.

(¢) Mostra que nao existe nenhuma proposicao ¢ de L tal que os modelos de 1) sdo exac-
tamente as estruturas A = (A, .A) tal que Q“ contém palavras de qualquer tamanho.

2 Axiomatizacoes

11 Considerando a linguagem de 12 ordem para a aritmética dada nas aulas e os axiomas de
Peano (PA) para a teoria dos niimeros obtém dedugoes naturais (com notacao de Fitch) para
as férmulas v seguintes (i.e PA F ¢). Para cada alinea podes considerar que as restantes
correspondem a teoremas, que poderds usar.

Sugestao: Usa o Axioma 8 (principio da indugao): sendo Vz@Q(z) o que pretendes deduzir,
deduz primeiro Q(0) e depois Va(Q(x) — Q(z + 1)) (e aplicando o axioma 8 ¢ modus
ponens tens o que pretendes.)

1. Ve O+ =2
2. Velxz=zx
3.VxOxx=0
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Vex+1=14z

NVeaxl=x

. Vz o x1=1 Xz, comecando por mostrar que PA+FVx xz x 1 =z.

VaVy (e + 1) xy=(xxy)+y

. VzVaVy (x+y) + 2z =2+ (y + 2), usando indugdo em z e comegando por mostrar que
Vo Vy(x +y)+ 0=z + (y+0).

9. Vy Vz (x +y = y + z), usando indugao em y e comegando por mostrar que Vz (x40 =

0+x).

10. Vz VaVy (x x y) x z = 2 X (y X z), usando induc¢do em z e comegando por mostrar que
Va Vy(z x y) X 0 =2 x (y x 0).

0w N O Ul

11. Yy Vz (x x y = y X ), usando indugdo em y e comecando por mostrar que VaVy (z +
1) xy=(xxy)+y.

12 Seja Ly a linguagem de 12 ordem com igualdade para os nimeros naturais tal que Fy =
{0,1} e 5 = {+, x} (e onde os termos e as férmulas atémicas sdo representados em notagao
infixa). Seja N = (N, V) a estrutura onde -V associa aos simbolos funcionais os correspon-
dentes valores e operagoes aritméticas. Considera ainda os axiomas de Peano, PA. Nota:
Representa o nimero 2 pelo termo 1 + 1.

a) — Define uma férmula Impar(z) de Ly tal que N =4 Impar(x) se e s6 se s(x) é impar,
i.e se o resto da divisao inteira por 2 é 1.
— Mostra, usando o sistema dedutivo de dedugao natural, que PA + Impar(1).

b) — Define uma férmula Par(y) de Ly, tal que N =5 Par(y) se e s6 se s(y) é par.
— Mostra, usando o sistema dedutivo de dedugdo natural, que PA F Par(0).

¢) — Define uma férmula Primo(y) de Ly, tal que N =4 Primo(y) se e s6 se s(y) é
primo.
— Mostra, usando o sistema dedutivo de dedugao natural, que PA F Primo(2).
Axiomas de Peano (PA)
1. Vz(z+1+#0)

2. VaVy(z+1=y+1—oz=y)

3.0+1=1
4. Vex+0==x
5. VaVyz+ (y+1)=(z+y)+1

Vraxx0=0
VaVy oz x (y+1)=(x xy)+a
(principio da indugao) (Q(0) A Vz(Q(z) — Q(xr +1))) — VaQ(x)

® N>
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Resolucao de exercicios selecionados

Resolucgao 4

1.

2.

1o pode ser —F(s)

Seja Rap(x,y) a féormula (Ry(z,y) V Ry(x,y)). Entdao ¢ pode ser =3x1 (Rap(s, 1) A F(x1))
e ¥, pode ser

—3zy ... Fzn, (Rap(s,21) A Rap(z1,22) A oo Rap(Tn—1,2n) N F(z,))

Y ={¢n|n>0}

Suponhamos que existe . Entao X = 6. Pelo teorema da compacidade existe X9 C ¥ e
3o finito tal que Xy = 6. Mas sendo ng o maior indice das férmulas ¢; de Yo, ¥y tem um
modelo, seja A,,,, que corresponde a uma autémato finito que aceita palavras de tamanho
maior que ng. E entdo # também teria um modelo que aceitava alguma palavra. Absurdo!.
Logo, 6 nao existe.

Resolugao 11.77

1 Va(x +1#0)

2 VaVy(x + 1=y +1 > 2 =1y)

3 0+1=1

4 Vex+0=z

5 VeVyz + (y+1) = (z+y) +1

6 Vrax0=0

7 VaVyz x (y+1) = (z xy)+x

8 | (Q(0) A (Va(Q(x) = Q(z +1)))) = VaQ(x)

9 |1x0=0 VE, 6

10 | u

11 Vylx(y+1)=(1Qxy)+1 VE, 7

12 Ix(u+1)=1xu)+1 VE, 7

13 Ix(u+1)=u+l =E, 10, 12
14 Ixu=u—=1x@u+1)=u+1 —I, 10-13
15 |Vz(lxz=z—1x(zx+1)=z+1) vI, 10-14

16 |1x0=0AVe(lxz=a—1x(@+1)=c+1)  ALO, 15

17 | Vel xx ==z —E, 8, 16
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