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1 Semantica da Loégica Proposicional

Exercicio 1.1. Mostra a equivaléncia semdntica das propriedades das ope-
ragoes ldgicas dadas no curso: comutatividade e associatividade de N e V ;
Leis de DeMorgan; distributividade de N em relagio a \V (e vice-versa);
idempoténcias de N e V ; dupla negagao; expressao da implicacao como

uma disjuncao. ©

Resolucao 1.1

As duas primeiras sao consequéncia imediata da definicao. Para uma conjun-
¢ao ser V tém de ambos os argumentos serem, independentemente da ordem.
A disjuncao s6 é F se ambos forem e portanto a ordem n&o interessa. Do
mesmo modo se prova que sao validas as associatividades e as idempoténcias.
Considere-se a primeira Lei de DeMorgan. Suponhamos que para uma valo-
rizacdo vy se tem vy (—(¢ A ¥)) = V. Entao vi(¢ A ) =F o que significa
que v1(¢) = F ou v1(¢p) = F. Isto é exactamente dizer que vi(—¢) = V
ou vi(—¢) = V, ou ainda vi(—~¢ V —) = V. Entdo provamos que



=(¢p N ) | ¢ V —p. A conseuéncia oposta (n¢ V ) = (¢ A @)
prova-se de maneira analoga.

O mesmo raciocinio se aplica para a segunda lei de DeMorgan e analogo para
as distributividades.

Para a dupla negagao basta notar que para uma valorizagao vy, v1(——¢) =V
se e 80 se v1(—¢) = F se e s6 se v1(¢) = V.

Para a ultima equivaléncia seja v1(¢ — ¥) = V. Temos 2 casos a considerar.
Se v1(¢) = V entao v1(yp) = V. Portanto, v1(—¢ V ¢) = V. Se v1(¢) = F,
entdo v1(—¢) = V, e também vi(—¢ V ) = V. Logo, ¢ = ¥ | ¢ V 1.
Para provar que ¢ V 9 | ¢ — 1, suponhamos que vi(—¢ V ) = V.
Se v1(¢) = V entao, necessariamente, vi(¢) = V e concluimos que vy (¢ —
1) = V. Se v1(¢) = F entdo, pela definigdo da seményica da implicacao

temos v1(¢ — 1) = V. O que prova o que se queria.

Exercicio 1.2. Justifica a veracidade ou falsidade de cada uma das afirma-
coes sequintes, onde I' e 3 representam conjuntos de formulas e ¢, 1,0,y

representam formulas da ldgica proposicional:

1. oY —0 ey seesdsep,vE©b;
2. Se ¥ € satisfazivel entao existe uma formula ¢ tal que ¥ = ¢.
o

Resolucao 1.2

1.

=: Queremos que ¢, = 6, isto é qualquer valorizagao que satistaz ¢ e 7y
também satisfaz 6. Suponhamos uma valorizacao vy tal que vi(¢) = v1(y) =
V e temos que provar que v1(6) = V. Mas pela primeira hipotese, vq (¢ —
0) =V e pela segunda v1(¢) = V. Logo pela defini¢ao da valorizagdo duma
implicagao, se o antecende é V e a implicacao também entaoo consequente
tem de ser V. Logo, concluimos que v1(f) = V. <: Esta afirmagcao é falsa.
Considera as variaveis proposicionais p e g e v a formula p, ¢ a formula p — ¢

, 0 a formula g e ¢ a formula —p. E verdade que ¢, |= 6 mas v = .



2.

Suponhanmos, por contradigdo, que para toda a formula ¢, se tem ¥ = ¢.
Como ¥ é satisfazivel, seja v1 uma valorizacao tal que v1(X) = V. Entao
para uma qualquer formula ¢ temos que v1(¢) = V. Mas como por hipotese
todas as formulas sdo consequéncia de ¥ entao também v;(—¢) = V. Mas

isto é uma contradigdo. Logo a afirmacao é verdadeira.



